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Bereits  während  meiner  Studienzeit  an  der  Universität  Dublin 
übten  Chasles'  kinematische  und  Poinsot's  dynamische  Schriften 
eine  mächtige  Anziehung  auf  mich  aus.  Durch  diesen  Einfluss 
wurde  meinen  mathematischen  Studien  die  Richtung  vorgezeichnet, 
in  der  weiterarbeitend  ich  nach  langen  Jahren  zu  der  „Theory  of 
Screws**  gelangte. 

Unter  diesem  Titel  habe  ich  1876  ein  Buch  veröffentlicht, 
welches  meine  sämmtlichen  früheren  Untersuchungen  über  den 
Gegenstand  zusammenfasste,  und  welches  mir  die  erwünschte  Ge- 
legenheit lieferte,  die  Arbeiten  Plücker's  und  anderer  Mathema- 
tiker zu  discutiren,  welche  in  irgend  welcher  Beziehung  zu  meiner 
Theorie  stehen. 

Seit  1876  hat  mir  nun  mein  Amt  als  Royal  Astronomer  of 
Ireland  nur  wenig  Müsse  zu  rein  mathematischen  Untersuchungen 
gelassen.  Ich  habe  indessen  noch  hin  und  wieder  in  einzelnen  Ab- 
handlungen meine  Arbeiten  zur  Weiterbildung  und  Ergänzung  der 
Theorie  veröffentlicht.  Ich  hebe  unter  diesen  Abhandlungen  hervor 
diejenige  über  die  Mechanik  eines  Eörpersystems  vom  allgemein- 
sten Typus  *),  und  die  über  Mechanik  im  nicht-Euklidischen  Räume, 
welch  letzteren  Untersuchungen  ich  neuerdings  in  der  „Theory  of 
the  Content"  eine  concisere  Fassung  zu  geben  versucht  habe**), 

•)  Kap.  XXIII  und  XXIV  vorliegenden  Werks. 
♦*)  Kap.  XXV  und  XXVI  dieses  Buchs.        G. 
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durch  die  mir  einige  —  schon  von  Herrn  F.  Klein  bemerkten  — 
Missstände  bei  der  Begründung  der  nicht- Euklidischen  Geometrie 
beseitigt  zu  sein  scheinen. 

Mit  aufrichtigster  Genugthuung  erfüllt  es  mich,  dass  eine  zu- 
sammenhÜDgeude  Darstellung  meiner  Methoden  und  Arbeiten  zuerst 
gerade  in  der  Sprache  erscheint,  von  der  wir  gewohnt  sind,  dase 
sie  uns  immer  nur  das  Beste  der  Wissenschaft  vermittelt.  Und 
ich  freue  mich  in  Herrn  Harry  Gravelius,  Mitglied  der  Astrono- 
mischen Gesellschaft,  einen  so  berufenen  und  gelehrten  Interpreten 
gefunden  zu  haben,  dem  ich  bei  dieser  Gelegenheit  auch  öffentlich 
meine  vollkommene  Anerkennung  ausspreche  für  seine  steten  und 
eifrigen  Bemühungen  um  das  Zustandekommen  vorliegenden  Werkes 
sowohl,  wie  um  die  Ausbildung  der  Theorie  überhaupt. 

Nicht  verfehlen  will  ich  noph  hier  meinen  Dank  niederzulegen 
für  die  freundliche  Aufnahme  und  Anerkennung,  welche  meine 
Arbeiten  bereits  früher  bei  deutschen  Mathematikern  —  von  denen 
ich  besonders  die  Herren  W.  Fiedler,  F.  Klein  und  W.  Schell 
nennen  darf  —  gefunden  haben. 

Observatory  Dublin,  1889  September. 


Robert  S.  BaU» 

Royal  AstroDom«r  of  Ireland. 


Vorwort  des  Herausgebers. 


Das  vorliegende  Werk  stellt  sich  die  Aufgabe,  zusammen- 
hängend und  als  Lehrbuch  die  in  zahlreichen  Arbeiten  von  Sir 
Robert  Ball  geschaffene  Theorie  der  Mechanik  starrer  Systeme 
darzustellen.  Es  umfasst  somit  dem  Inhalte  nach  sämmtliche  Ab- 
handlungen des  Herrn  Ball. 

Weine  Thätigkeit  bei  Abfassung  dieses  Werkes  war  naturgemäss 
eine  sehr  bescheidene  gegenüber  einer  so  grossartigen  Schöpfung 
wie  es  die  Theory  of  Screws  ist.  Die  Hinzufügung  von  üntersuchun- 
gen,  die  Sir  Ball  in  seinen  Schriften  nicht  berührt,  ist  dadurch 
nothwendig  geworden,  dass  wir  eben  dem  Werke  den  Character 
eines  Lehrbuchs  geben  wollten,  das  sich  auch  für  Studirende  auf 
Universitäten  und  technischen  Hochschulen  eignet. 

Ich  fühle  mich  um  so  nachdrücklicher  verpflichtet  zur  Hervor- 
hebung meines  äusserst  bescheidenen  Wirkens  an  diesem  Buche, 
als  Sir  Ball  mich  einer  so  gütigen  Anerkennung  gewürdigt  hat. 

Nur  mit  Bedauern  —  um  das  Buch  nicht  allzu  stark  werden 
zu  lassen  —  habe  ich  mich  entschlossen,  die  Untersuchungen  der 
beiden  Schlusskapitel  mit  der  Theorie  des  Vectors  abzubrechen. 

Ich  glaube  in  der  That,  dass  die  Art  und  Weise,  wie  Sir  Ball 
jetzt  die  nicht-Euklidische  Geometrie  behandelt,  eine  zukunftsvolle 
ist,  und  vereine  mich  mit  ihm  in  dem  Wunsche,  diesen  Weg  auch 
von  anderen  Mathematikern  beschritten  zu  sehen. 


VI  Vorwort  des  Herausgebers. 

Ein  weites  und  viel  versprechendes  Gebiet  ist  der  Forschung 
auch  durch  die  Untersuchungen  des  Abschnitts  über  Graphische 
Methoden  eröffnet.  — 

Das  Werk  erscheint  ein  Jahr  später  als  von  mir  beabsichtigt 
war,  da  ich  wiederholt  durch  Krankheit  gezwungen  war,  den  Druck 
auf  längere  Zeit  zu  unterbrechen.  Aus  demselben  Grunde  musste 
ich  auch  bei  den  ereten  Bogen  die  Correctur  anderen  Händen  über- 
tragen, wodurch  sich  einige  Irrigkeiten  in  den  Text  eingeschlichen 
haben,  die  sich  im  Manuscript  nicht  finden,  und  die  ich  nach 
der  Angabe  am  Schluss  des  Buches  zu  verbessern  bitte. 

Die  dem  Buche  beigegebene  stereoskopische  Photographie  des 
Cylindroids  verdanke  ich  der  Güte  des  Herrn  Arthur  Rambaut 
von  der  Sternwarte  zu  Dunsink.  Die  Photographie  ist  durch  Herrn 
Rambaut  aufgenommen  nach  einem  von  Sir  Robert  Ball  an- 
gegebenen und  von  Sir  Howard  Grubb  angefertigten  Modell. 

Das  Titelbild  ist  der  „Theory  of  Screws"  von  1876  entnommen. 

Dem  Herrn  Verleger  sage  ich  für  seine  ausserordentlich  weit- 
gehende Liberalität,  mit  der  er  jeden  meiner  Wünsche  betreffs  des 
Buches  erfüllte,  und  für  die  vorzügliche  Ausstattung  des  Werkes 
meinen  verbindlichsten  Dank. 

Berlin  1889,  September. 

Orarelius. 
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Theoretische  Mechanik, 


Kapitel  I. 
Ton  den  Postnlaten  nnd  yon  der  Methode  der  Meehanik. 

§1- 

Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft  der  Erscheinungen  in  der 
Natur,  insoweit  man  bei  deren  Studium  nur  reine  Bewegungen  in 
Betracht  zieht. 

Sie  bedarf  zu  ihrem  Aufbau  gewisser  fundamentaler  Voraus- 
setzungen, ganz  ebenso  wie  die  Geometrie;  und  zwar  liegen  ihr 
zunächst  die  sämmtlichen  für  die  Geometrie  erforderlichen  Voraus- 
setzungen ebenfalls  zum  Grunde ,  während  noch  weitere  hinzutreten. 
Ich  sehe  davon  ab,  hier  über  die  Fundamentalhypothesen  der  Geo- 
metrie ausführlich  zu  sprechen,  da  sich  im  Schlusskapitel  dieses 
Buches  geeignetere  Gelegenheit  hierzu  bieten  wird. 

Für  die  Mechanik  bedarf  man  der  Voraussetzungen  von  Raum, 
Zeit  und  Materie. 

In  dem  rein  geometrischen  Räume,  d.  i.  in  dem  unbegrenzten, 
unendlichen  leeren  Räume  kann  von  einer  Bewegung  nicht  die 
Rede  sein.  Denn  in  diesem  Räume  ist  eine  Ortsbestimmung  nicht 
möglich:  er  ist  ortslos. 

Der  Raum  der  Mechanik  ist  daher  nothwendig  als  erfüllt  zu 
denken,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  der  Raum  der  Medianik  ist 
der  Raum  der  concreten  Welt. 

Ball,   Mechanik.  1 


2  Theoretische  Mechanik. 

Alles  dasjenige,  was  den  Raum  erfüllt  und  durch  die  Sinne 
wahrgenommen  wird,  bezeichnet  man  mit  dem  Gesanimtnamen  der 
Materie.     Ein  begrenzter  Theil  der  Materie  heisst  Körper. 

Mit  den  Bewegungen  dieser  Körper  oder  ihrer  Theile  hat  sich 
nun  die  Mechanik  zu  befassen.  Und  zwar  werden  wir  unter  der 
Bewegung  eines  solchen  Theiles  der  Materie  die  Aenderung  seiner 
Lage  verstehen  in  Bezug  auf  einen  oder  mehrere  andere,  ausser 
ihm  liegende  Körper,  oder  auch  in  Bezug  auf  gewisse  ihm  ange- 
hörende geometrische  Elemente,  von  deren  eigener  Bewegung  man 
in  beiden  Fällen  während  des  Ganges  der  Untersuchung  absieht. 

Die  allgemeine  Untersuchungsmethode,  welche  die  Mechanik 
auf  das  Studium  dieser  Bewegungen  anwendet,  ist  dieselbe  wie  die 
der  Geometrie. 

Die  Eigenschaften  der  geometrischen  Gebilde  werden  erkannt 
durch  Beziehung  auf  und  Vergleichung  mit  gewissen  fundamentalen 
Gebilden.  Diese  fundamentalen  Gebilde  treten  als  Postulate  auf, 
über  die  beim  Aufbau  der  Wissenschaft  zunächst  keine  Discussion 
stattfindet  und  stattfinden  soll. 

Die  Untersuchung  über  ihre  Postulate  führt  die  Geometrie 
nicht  selbst.  Die  Beurtheilung  der  Berechtigung  dieser  Postulate 
ist  aus  Beobachtungen  zu  entnehmen,  während  die  allgemeine  Dis- 
cussion derselben  in  das  Gebiet  der  Erkenntnistheorie  gehört. 

Es  ist  ebenso  in  der  Mechanik. 

Beschränken  wir  die  Betrachtung  der  Bewegung  eines  Körpers 
auf  den  einfachsten  P'all,  wo  die  Dimensionen  des  Körpers  sämmt- 
lich  als  kleine  Grössen  1.  Ordnung  genommen  werden  können, 
der  Körper  also  ein  materieller  Punkt  ist,  so  verstehen  wir  unter 
Bewegung  dieses  Punktes  nur  die  Veränderungen  seiner  Lagen  auf 
ausser  ihm  liegende  Theile  der  Materie. 

Ein  Urtheil  über  diese  Bewegung  kann  nun  nur  gebildet  wer- 
den durch  Vergleichung  dieser  mit  einer  anderen,  fundamentalen, 
als  bekannt  angenommenen,  Bewegung,  deren  eigene  Natur  selbst- 
verständlich aber  völlig  beliebig  bleibt. 

Ist  nun  eine  Bewegung  so  beschaffen,  dass  gleichen  Weg- 
incrementen  der  Fundamentalbewegung  gleiche  Wegincremente  der 
in  Rede  stehenden  Bewegung  entsprechen,  so  heisst  die  letztere 
eine  gleichförmige  Bewegung. 
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Es  ist  hiernach  wol  zu  beachten,  dass  die  Gleichförmigkeit 
einer  Bewegung  nur  in  Bezug  auf  eine  andere  Bewegung  erklärt 
ist;  und  dass  von  einer  an  sich  gleichförmigen  Bewegung  im  Rah- 
men exacter  Wissenschaft  durchaas  keine  Rede  sein  kann.  Denn 
hier  kann  mit  einem  solchen  Ausdruck  kein  Sinn  verbunden 
werden. 

Die  zum  Studium  irgend  einer  Bewegung  nothwendige  Bezugs- 
oder Fundamentalbewegung  ist  in  der  Natur  gegeben  in  der  Axen- 
drehung  der  Erde. 

üeber  den  eigenen  Charakter  dieser  Bewegung  kann  nur  die 
Beobachtung  Aufschluss  geben.  Mit  Hülfe  indirecter  Vergleichs- 
methoden ergiebt  sich  aus  den  Beobachtungen,  dass  die  Rotation 
der  Erde  selber  in  erster  Approximation  mit  grosser  Näherung  als 
gleichförmig  angenommen  werden  darf. 

Insofern  nun  diese  gleichförmige  Bewegung  zum  Maasse  anderer 
Bewegung  dient,  heisst  sie  Zeit. 

Jede  weitere  Definition  dieses  Begriffes  muss  bei  ihrer  Grund- 
legung den  Boden  des  Thatsächlichen  verlassen  und  ist  daher  in 
der  Physik  unbedingt  abzulehnen. 

Was  nun  die  specielle  Festsetzung  eines  practisch  anwend- 
baren Maasses  für  die  Zeit  anbetrifft,  so  scheint  es  auf  den  ersten 
Blick  das  richtigste  zu  sein,  hierfür  die  volle  einmalige  Rotation 
in  Bezug  auf  einen  für  uns  festen  Punkt  (z.  B.  einen  sogenannten 
Fixstern)  des  Himmels  anzunehmen.  Diese  Zeit,  die  als  Sternzeit 
zu  bezeichnen  ist,  eignet  sich  indess  aus  gleich  darzulegenden  Grün- 
den nicht  für  eine  allgemeine  Anwendung.  Ihr  Gebrauch  ist  ein 
Intemum  der  astronomischen  Praxis. 

Geeigneter  zur  Festsetzung  eines  Zeitmaasses  ist  die  Sonne. 
Es  ist  0**  wahre  Sonnenzeit  an  einem  Orte,  wenn  der  Mittelpunkt 
der  Sonne  im  Meridian  gesehen  wird.  Der  jedesmalige  Winkel- 
abstand dieses  Punktes  vom  Meridian,  der  Stundenwinkel  der 
Sonne,  ist  dann  das  natürliche  Maass  der  Zeit. 

Indessen  ist  auch  dieses  Zeitmaass  unbequem,  und  daher  un- 
annehmbar, für  jeden  nicht  wissenschaftlichen  Gebrauch.  Denn  es 
ist  dieses  Maass  seiner  Natur  nach  kein  stets  gleichmilssiges,  da  die 
Bewegung  der  Sonne  (d.  h.  die  Abspiegelung  der  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne)   wegen  der  elliptischen  Form  der  Bahn  und 

1* 
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der  sehr  beträchtlichen  Neigung  der  Ekliptik  gegen  den  Aequator 
keine  gleichmassige  ist. 

Um  ein  gleichmässiges  Zeitmaass  in  bequemer  Weise  zu  er- 
halten, fmgirt  man  eine  sich  in  der  Ebene  des  Aequators  bewegende 
Sonne,  der  man  dieselbe  mittlere  Bewegung  zuschreibt,  wie  sie  die 
wahre  Sonne  besitzt.  Die  Rectascension  dieser  fmgirten  Sonne  ist 
somit  stets  gleich  der  mittleren  Länge  der  wahren  Sonne ;  wodurch 
nun  in  der  That  in  dem  Stundenwinkel  der  fingirten  „mittleren 
Sonne^  ein  gleichförmiges  Zeitmaass  erlangt  ist.  Dieses  Zeitmaas 
wird  mittlere  Zeit  genannt.  Sie  wird  astronomisch  vom  Augen- 
blicke der  oberen  Culmination  der  mittleren  Sonne,  dem  mittleren 
Mittag,  ab  gerechnet  und  von  0**  bis  24**  gezählt;  woraus  man  er- 
sieht, dass  das  astronomische  Datum  eines  Tages  nur  für  den 
Nachmittag  mit  dem  Datum  des  coincidirenden  bürgerlichen  Tages 
übereinstimmt. 

z.  B.         Juli  31,  16**  astronom.  Zeit 

=  August  1,  4**  Vormittags  bürgerl.  Zeit. 

Der  Unterschied  zwischen  mittlerer  und  wahrer  Sonnenzeit 
heisst  Zeitgleichung,  sodass  die  Zeitgleichung  der  Betrag  ist, 
der  zur  mittleren  Zeit  addirt  werden  muss,  um  die  wahre  Zeit  zu 
erhalten. 

In  diesem  Sinne  wird  die  Zeitgleichung  im  Berliner  Astrono- 
mischen Jahrbuch  für  jeden  mittleren  Mittag  gegeben. 

Die  oben  erwähnten  Inconvenienzen,  welche  sich  einer  allge- 
meinen Anwendung  der  Sternzeit  entgegenstellen,  entstehen  aus 
der  Bahnbewegung  der  Sonne  (oder  Erde).  Das  tropische  Jahr, 
d.  h.  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  einen  vollen  Umlauf  in  Bezug 
auf  den  Friihlingspunkt  zurücklegt,  beträgt  365**,2422,  also  die 
mittlere  tägliche  tropische  Bewegung  der  Sonne 

/*  =  or>Voi->o  =  0*^  59'  8",33  in  Bogen,  d.  h.  in  Zeit  3™  56%555. 
•^         365,2422  ° 

Nun   heisst  die  einmalige  Rotation  in  Bezug  auf  den  Frühlings- 
punkt F  ein  Sterntag. 

Zur  Zeit  des  Frühliügsäquinoctiums  sind  die  mittlere  Sonne 
und  der  Punkt  F  gleichzeitig  im  Meridian.  Bis  zur  folgenden 
Culmination  dieses  Punktes  hat  sich  die  Erde  um  den  Bogen  f,i  in 
ihrer  Bahn   weiter    bewegt;    die   mittlere  Sonne    culminirt   daher 
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3™  56 ',56  später  als  i''    Allgemein,  bei  J'ig- I. 

der  »**"  folgenden  Culmination  des  Früh-  jp 

lingspunktes  kommt  die  Sonne  erst  nach  F 
Durchmessung  des  Bogens  n./i  in  den 
Meridian,  d.  h.  es  ist  0»»-hn.(3»  56«, 56) 
Sternzeit  im  Momente  des  mittleren 
Mittags.  Es  würden  somit  diesem  für 
das  bürgerliche  Leben  wichtigen,  fest  zu 
erhaltenden  Zeitpunkte  im  Laufe  des  tro- 
pischen Jahres  alle  möglichen  Werthe 
der  Sternzeit  von  0**  bis  24**  zukom- 
men, welcher  Umstand  sich  natürlich 
der  allgemeinen  Anwendung  der  Stern- 
zeit entgegenstellt. 

Uebrigens  sei  noch  bemerkt,  dass 
die  Sternzeit  auch  kein  völlig  gleich- 
förmiges Zeitmaass  sein  würde,  da  die 

Aequinoctialpunkte  kleinen  eigenen  Bewegungen  unterworfen  «ind. 
Hierüber  sind  indess  die  Lehrbücher  der  Astronomie  nachzusehen. 

Die  Sternzeit  im  mittleren  Mittag  wird  in  den  astronomischen 
Jahrbüchern  für  jeden  Tag  gegeben.  Mit  der  Kenntniss  derselben 
kann  jede  Zeitangabe  in  Sternzeit  in  eine  solche  in  mittlerer  Zeit 
verwandelt  werden,  wenn  man  noch  bedenkt,  dass,  nach  obigem, 
in  einem  tropischen  Jahre  genau  ein  Sterntag  melir  enthalten  ist, 
als  sich  mittlere  Tage  darin  finden. 

Wenn  in  diesem  Buche  von  Zeit  und  Zeitmaass  die  Rede  ist, 
so  ist  immer  die  mittlere  Zeit  darunter  zu  verstehen. 


§2. 

Nachdem  der  Begi-iff  festgestellt  worden  ist,  den  wir  mit  dem 
Worte  Zeit  verbinden  wollen,  kann  die  obige  Definition  der  gleich- 
förmigen Bewegung  nunmehr  so  ausgedrückt  werden: 

Eine  Bewegung,  bei  der  in  gleichen  Zeiträumen  gleiche  Wege 
durchlaufen  werden,  heisst  gleichförmig. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich,  dass  eine  geradlinige 
gleichförmige  Bewegung  vollständig  bestimmt  ist,  wenn  ihre 
Richtung  und  der  Zeitpunkt,   in  dem  man  ihre  Beobachtung  be- 
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ginnt,  angegeben  werden,  und  wenn  der  in  der  Zeiteinheit  durch- 
laufene Weg  bekannt  ist. 

Dieser  letztgenannte  Weg,  der  uns  über  die  specielle  Be- 
schaffenheit der  vorliegenden  gleichförmigen  Bewegung  Aufschluss 
giebt,  heisst  die  Geschwindigkeit  der  geradlinigen  gleich- 
förmigen Bewegung.  Bei  der  Bestimmung  der  Geschwindig- 
keiten terrestrischer  Ei-scheinungen  werden  im  Allgemeinen  die 
Secunde  als  Zeiteinheit  und  das  Meter  als  Längeneinheit  zum 
Grunde  gelegt. 

Aus  ihrer  Bedeutung  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  der  gerad- 
linigen gleichförmigen  BewTgimg*  durch  eine  Strecke  nach  Grösse 
und  Richtung  dargestellt  werden  kann,  während  sich  in  analyti- 
scher Beziehung  für  diese  Geschw^indigkeit  der  Ausdruck 

s  ds 

i?  =       ==  — ,--  =  const. 
t  dt 

ergiebt;  wo  v,  s  und  t  zusammengehörige  Werthe  von  Geschwin- 
digkeit, Weg  und  Zeit  bedeuten,  und  w^o  die  Zeit  vom  Beginne 
der  Bewegung  aus  gezählt  ist. 

Die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung  ist  zwar  die  einfachste 
denkbare  Bewegung;  allein  man  wird  selten  genug  bei  der  Be- 
trachtung der  Erscheinungen  in  der  Natur  auf  diese  Bewegung  ge- 
führt. Die  Bewegungen  in  der  Natur  sind  im  allgemeinen  weit 
complicirtere. 

Alle  diase  Bewegungen  fassen  wir  zunächst  unter  der  negativen 
Bezeichnung  „ungleichfönnige  Bewegungen"  zusammen. 

Bei  ihnen  ist  also  der  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegte  Wog 
nicht  constant.  Die  nähere  Erkenntniss  einer  ungleichförmigen  Be- 
wegung wird  durch  ein  Princip  ermöglicht,  zu  dem  Galilei  bei 
der  experimentellen  Untersuchung  der  Fallbewegung  auf  der  schiefen 
Ebene  gelangt  ist.  Es  ist  dies  das  sogenannte  Princip  der  Träg- 
heit, welches  wir  hier  in  folgender  Form  aussprechen  wollen: 

„Wenn  bei  einer  ungleichförmigen  Bewegung  die  bewegungs- 
bestimmenden Ursachen  plötzlich  verschwinden,  so  geht  die  Bewe- 
gung über  in  eine  gleichförmige  geradlinige  Bewegung,  deren  Rich- 
tung übereinstimmt  mit  der  momentanen  Richtung  der  ursprüng- 
lichen Bewegung  zu  der  betreffenden  Zeit." 

Die  Richtung   einer  Bewegung  in  einem  bestimmten  Punkte 
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der  Bahn  ist  aber  die  Richtung  der  Tangente,  die  in  dem  Punkte 
an  die  Bahncurve  gezogen  werden  kann.  Die  Tangente  hat  im 
Berührungspunkte  ein  Element  ds  mit  der  Curvc  gemein.  Dieser 
Umstand  ermöglicht  es,  die  Geschwindigkeit  der  geradlinigen  gleich- 
förmigen Bewegung  anzugeben,  in  welche  die  ui^sprüngliche  Bewe- 
gung nach  dem  Principe  der  Trägheit  übergeht. 

Denn  da  bei  der  geradlinigen  gleichförmigen  Bewegung  die 
Geschwindigkeit,  d.  i.  der  Quotient  der  zusammengehörigen  AV^orthc 
von  s  und  t  für  jeden  beliebigen  Theil  der  Bahn  denselben  AVerth 
hat,  so  können  wir  sie  offenbar  hier  auch  in  dem  Element  ds  be- 
stimmen, woraus  sich  ergiebt 

ds 

"  =  -di- 

Diese  Grösse  ist  also  der  ursprünglichen  Bewegung  und  derjenigen 
gleichförmigen  geradlinigen  Bewegung,  in  die  jene  übergeht,  in 
dem  Elemente  ds  gemeinschaftlich;  und  sie  stellt  die  Geschwindig- 
keit der  gleichförmigen  geradlinigen  Bewegung  dar.  In  übertra- 
gener Bedeutung  bezeichnet  man  diese  Grösse  daher  auch  mit  dem 
Namen  der  Geschwindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  in  dem 
zum  Elemente  ds  gehörigen  Punkte  der  Bahn  des  Bewegten. 

ds 
Die   Grösse   i?  =  -^  ist  also  bei  der  ungleichförmigen  Bewe- 
gung eine  Variable.     Die  Aenderung,   welche  sie  von  einem  Zeit- 
momente t  bis  zum  benachbarten  t-{-dt  erleidet,  beträgt 

dv    , 

-dt  ''■ 

dv 
Die  Grösse  -,-  bezeichnet  man  als  die  Beschleunigung  1.  Ordnung 

der  ungleichförmigen  Bewegung.  Diese  Beschleunigung  g^^^  kann 
nach  obigem  auch  so  ausgedrückt  werden 

d's 
dt'  ' 


gO)== 


Ist  ff^^^  für  die  ganze  Ei-streckung  der  Bahn   constant  . .   ,  so 

heisst  die  Bewegung  gleichförmig         ..      /^  .     In  dem  allgemei- 
nen Falle,  wo  jr^^)  veränderlich  ist,  ist  das  Maass  der  Veränderung 
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dieser  Grösse  wieder 


it     • 


< 


Der  Differentialquotient 


y 


dt  dt 


heisst  dann  die  Beschleunigung  2.  Ordnung  der  betrachteten  Be- 
wegung. Man  kann  im  allgemeinen  Falle  in  dieser  Weise  fort- 
fahren und  die  Beschleunigung  irgend  einer  Ordnung  /t  durch  die 
Relation 

erhalten. 

Mit  der  Betrachtung  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
hat  man  erst  in  neuerer  Zeit  begonnen.  Der  Anstoss  dazu  wurde 
von  Jacob i  in  der  fünften  These  seiner  Inaugural-Dissertation  ge- 
geben. Besondere  Verdienste  um  die  Ausbildung  der  Theorie  der 
Beschleunigungen  höherer  Ordnung  haben  sich  Somoff  und  Resal 
erworben.  Auch  muss  der  Aufsatz  von  Möbius  „lieber  die  pho- 
ronomische  Deutung  des  Taylor'schen  Theorems"  erwähnt  werden. 

Was  eine  geometrische  Dai'stellung  der  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  angeht,  so  folgt  zunächst  aus  der  Art  und  Weise, 
wie  wir  zum  Begriff  der  Geschwindigkeit  auch  bei  einer  ungleich- 
förmigen Bewegung  gelangt  sind,  dass  auch  hier  das  geometrische 
Bild  der  Geschwindigkeit  die  gerade  Strecke  ist. 

Damit  erhellt  aber  zugleich,  dass  auch  die  Beschleunigungen 
aller  Ordnungen  durch  gerade  Strecken  dargestellt  werden,  wobei 
immer  festzuhalten,  dass  eine  Strecke  eine  mit  Anfangspunkt, 
Länge  und  Richtung  versehene  gerade  Linie  ist. 

§3. 

In  dem  Wortlaut  des  Trägheitsgesetzes  kommt  der  Ausdruck 
„bewegungsbestimmende  Umstände"  vor. 

Die  Einführung  dieses  Ausdruckes  oder  der  gleichbedeutenden 
der  „Ursache  einer  Bewegung"  entspricht  dem  allgemeinen  Causa- 
litätsbedürfniss  des  Menschen,  das  uns  überall  zu  den  Fragen  „wo- 
her" und  „Warum"  treibt. 

Dieser  Trieb  fordert  denn  auch  für  jeden  Vorgang  in  der  Na- 
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tur,  für  jede  Bewegung  eine  Ui'sache.  Allein  es  muss  eingestanden 
werden,  dass  eine  endgültige  Befriedigung  dieses  Verlangens,  die 
in  der  Erkenntniss  des  Wesens  der  Ursache  irgend  einer 
Bewegung  zu  bestehen  hätte,  nicht  gegeben  werden  kann. 

Wir  nennen  die  Ursache  einer  Bewegung  eine  Kraft,  allein 
was  eine  Kraft  nun  wirklich,  an  sich,  ist  das  lehrt  keine  Mechanik 
und  wird  auch  nie  eine  zu  lehren  vermögen.  Denn  die  Frage 
nach  dem  Wesen  der  Kräfte  ist  eine  durchaus  transcendente, 
ganz  ebenso  wie  die  nach  dem  Wesen  der  Materie. 

Wenn  somit  Kraft  auch  nur  ein  Ausdruck  ist,  so  ist  dessen 
Anwendung  in  der  Mechanik  dennoch  nicht  abzuweisen,  da  hier- 
mit die  verbale  Formulirung  der  Sätze  der  Mechanik  eine  für  uns 
aas  dem  oben  angegebenen  Grunde  natürlicher  erscheinende  Dar- 
stellung erhält;  während  andrereeits  aus  der  Anwendung  des  Wortes 
„Kraft"  anch  keine  Unklarheit  entstehen  wird,  wenn  man  bedenkt 
dass  die  Sätze  der  Mechanik  ja  über  die  Kräfte  selbst  gar  nichts 
aussagen,  sondern  nur  von  ihren  der  Beobachtung  zugänglichen 
Wirkungen  reden. 

Wir  werden  daher  im  folgenden  ganz  unbedenklich  in  der- 
selben W^eise  von  Kräften  reden,  wie  der  Leser  dies  aus  den  elemen- 
taren Lehrbüchern  der  Mechanik  gewohnt  ist. 

Die  Ursache  einer  Beschleunigung  1.  0.  ist  gemeint,  wenn  im 
folgenden  von  einer  Kraft  schlechthin  die  Rede  ist.  In  besonderen 
Fällen  wird  sie  auch  als  Kraft  1.  0.  bezeichnet  werden.  Analog 
heisst  die  Ursache  einer  Beschleunigung  2.  0.  eine  Kraft  2.  0.  und 
allgemein  die  Ursache  einer  Beschleunigung  /it*"  Ordnung  eine 
Kraft  ju'"  Ordnung. 

Diese  Kräfte  denken  wir  uns  in  der  Richtung  der  erzeugten 
Beschleunigungen  stetig  von  Punkt  zu  Punkt  der  Bahn  des  be- 
wegten Punktes  wirkend. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  üreache  die  wir  für  die  Ge- 
schwindigkeit annehmen.  Diese  nennen  wir  Momentan-  oder  Im- 
pulsiv-Kraft,  denn  wir  denken  uns  die  Geschwindigkeit  hervor- 
gerufen durch  eine  Kraft  die  momentan,  oder  genauer  gesprochen, 
nur  während  eines  unendlich  kleinen  Zeittheilchens  wirkt.  Es  ist 
dies  keine  willkürliche  Annahme,  sondern  sie  ist  bedingt  durch 
unsere  Kenntniss  von  dem  Princip  der  Trägheit. 
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Auch  von  dem  Maasse  einer  Kraft  können  wir  reden,  indem 
wir  die  Annahme  der  zwischen  einer  Kraft  und  ihrer  Wirkung 
bestehenden  direkten  Proportionalität  adoptiren.  Eine  Kraft  A'  ist 
daher  zunächst  direkt  proportional  der  durch  sie  hervorgerufenen 
Beschleunigung  y;  es  ist  aber  auch  klar,  dass  die  Kraft  noch  direkt 
proportional  ist  der  in  Bewegung  gesetzten  Masse  vi.  Darnach 
kann  man  setzen 

K  =  X.m,<p, 
wo  X  ein  Proportionalitätsfaktor  ist.     Setzen  wir 

l  =  \, 
so   wählen  wir  als  Einheit  der  Kraft  diejenige  Kraft,   welche  der 
Masse  1   die  Beschleunigung  1   ertheilt.     Was  unter  der  Einheit 
der  Beschleunigung  zu  verstehen  sei  ergiebt  sich  aus  §  2. 

Es  handelt  sich  also  noch  um  die  Wahl  der  Masseneinheit. 
Als  Masseneinheit  für  terrestrische  Verhältnisse  wollen  wir  nun  die 
Masse  eines  Cubikdecimeters  Wasser  bei  4**  C.  annehmen. 

Das  so  gewählte  Maasssystem  für  die  Kräfte  heisst  das  ab- 
solute.    (Gauss.) 

Man  hat  öfters  als  Krafteinheit  das  Kilogramm  gewählt;  allein 
dies  ist  nicht  ganz  vorsichtig,  da  das  Gewicht  eines  Körpei-s,  ab- 
gesehen von  physikalischen  Bedingungen,  auch  eine  Funktion  des 
Ort^  des  Körpers  auf  der  Erdoberfläche  ist,  sodass  die  Kraftein- 
heit variabel  wird.  Die  Masse  eines  Körpers  ist  aber  unabhängig 
vom  Orte,  sodass  das  oben  angenommene  Maasssysteme  den  Vor- 
zug verdienen  dürfte.  Bezeichnen  also  »,  y,  y^^^...^^^^  die  Ge- 
schwindigkeit, Beschleunigung  1,  2,  ...  ju'*'  Ordnung  der  Masse 
7n;  und  M,  K,  K^'^\  ...  K^"^  die  zugehörige  Momentankraft,  Kraft 
1.  0.,  2.  0.,  . . .  ju^^''  Ordnung,  so  ist  M=  mv,  K  =  wy,  K^^)  =  m  yC^)^ 

Aus  dieser  Darstellung  der  Kräfte  ergibt  sich,  da^s  das  geo- 
metrische Bild  der  Kraft  irgend  einer  Ordnung,  ganz  ebenso  wie 
das  der  Beschleunigung  einer  Strecke  ist,  wenn  wir  dabei  die  Mo- 
mentankräfte als  Kräfte  0*®'  Ordnung  mitzählen. 

Da  die  Strecke  bestimmt  ist  durch  Anfangspunkt,  Richtung 
und  Länge,  so  erkennen  wir,  dass  die  Kraft  bestimmt  ist,  wenn 
ihr  Angriffspunkt,  ihre  Richtung  und  ihre  Grösse  oder  Intensität 
gegeben  sind. 
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In  dem  vorigen  Paragraphen  habe  ich  absichtlich  länger  ver- 
weilt bei  der  Darstellung  der  Grundbegriffe  der  Mechanik  als  der 
einer  Naturwissenschaft.  War  dies  wünschenswerth  in  Hinsicht 
auf  den  nächstliegenden  Zweck  dieses  Buches,  so  erschien  es  mir 
Dothwendig  darum,  weil  die  Mechanik  heute  weit  über  die  Grenzen 
der  Astronomie  und  Physik  hinaus  die  feste  Grundlage  für  die  ge- 
sammte  Naturwissenschaft  überhaupt  geworden  ist:  ein  Entwick- 
prozess  der  eben  erst  in  seinem  aufsteigenden  Knoten  angelangt 
scheint  und  von  dem  viel  zu  erwarten  steht  zum  Vortheile  unserer 
Einsicht  in  die  Natur,  sowohl  im  Makrokosmos  Welt  wie  im 
Mikrokosmos  des  organischen  Seins. 

In  diesem  Paragraphen,  welcher  von  der  Zusammensetzung 
der  Bewegungen  und  der  Kräfte  handelt  werde  ich  mich  auf  eine 
äusserst  knappe,  fast  nur  skizzirende  Darstellung  beschränken 
können.  Denn  abgesehen  davon,  dass  eine  ausführliche  Dar- 
stellung  den    Rahmen    einer   Einleitung   wesentlich    übei'schreiten 

■ 

würde,  kann  doch  auch  betreffs  dieser  Lehren  auf  Poinsot's 
klassische  Lebens  de  Statique  und  auf  das  grossartige  Werk  des 
Herrn  Schell  verwiesen  werden,  zwei  Werke,  deren  Studium  von 
jedem  der  Mechanik  treibt,  unbedingt  zu  fordern  ist. 

Von  vorne  herein  ist  klar,  dass  die  Gesetze  der  Zusammen- 
setzung von  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  identisch  sein 
werden,  mit  denen  der  Zuj^ammensetzung  von  Kräften. 

Denn  aus  obigem  geht  hervor,  dass  die  Figur,  welche  von  den 
auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräften  aller  Ordnungen  gebildet  wird 
ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist  zu  der,  welche  von  den  Geschwin- 
digkeiten und  Beschleunigungen  gebildet  wird.  Das  Aehnlichkeits- 
verhältniss  ist  durch  die  Zahl  m  gegeben,  welche  die  Masse  des 
Punktes  ausdrückt. 

Die  gleiche  Bemerkung  gilt  offenbar  auch  für  ein  System  un- 
veränderlicher mit  einander  verbundener  Punkte,  oder  für  ein 
starres  System. 

Von  diesem  starren  System  wird  in  den  folgenden  Kapiteln 
allein  gehandelt  werden. 

Denken   wir   uns   das   ganze  System   von   Masse   erfüllt,   so 
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reprääentirt  es  den  starren  Körper  der  Physik.  Da  es  nun  aber 
in  der  Natur  keinen  absolut  starren  Körper  gibt,  so  erhellt,  dass 
wir  bei  der  Beschreibung  der  Bewegung  eines  Naturkörpers  nach 
den  Gesetzen  der  starren  Bewegung  nur  eine  erste  Approximation 
der  wirklichen  Bewegung  erhalten,  die  im  allgemeinen  durch  nach- 
trägliche Berücksichtigung  der  Abweichungen  des  gegebenen  Kör- 
pers von  dem  idealen  starren  System  verbessert  werden  muss. 

Eine  der  wichtigsten  Bemerkungen  über  das  starre  System  ist 
die,  dass  der  Angriffspunkt  einer  auf  dasselbe  wirkenden  Kraft, 
wegen  der  starren  unveränderlichen  Verbindung  der  Systemtheilchen 
beliebig  in  der  Richtung  der  Kraft  verschoben  werden  kann,  ohne 
dass  dadurch  die  Wirkung  der  Kraft  verändert  wird. 

Die  Frage  nach  der  Zusammensetzung  von  Kräften  oder  Be- 
wegungen ist  gelöst,  wenn  wir  im  Stande  sind,  zwei  an  einem 
Punkt  angreifende  Kräfte,  oder  zwei  demselben  ertheilte  Geschwin- 
digkeiten oder  Beschleunigungen  zusammenzusetzen. 

Des  Vortheils  der  unmittelbaren  Anschauungsmöglichkeit  halber 
führen  wir  die  Betrachtung  für  zwei  Geschwindigkeiten  aus.  Nach 
dem  früher  gesagten  gelten  die  zu  erlangenden  Resultate  auch  für 
Kräfte  und  Beschleunigungen. 

Es  ist  zunächst  klar,  dass  wenn  wir  einem  Punkte  gleichzeitig 
zwei  in  derselben  geraden  Linie  liegende  Geschwindigkeiten  a  und 
b  ertheilen,  er  sich  in  dieser  Geraden  mit  der  Geschwindigkeit 
(a-+-Ä)  bewegen  wird,  wo  (a-f-J)  die  algebraische  Summe  der  ge- 
gebenen Geschwindigkeit  bedeutet.  Hatten  diese  gleiche  Richtung, 
80  bewegt  sich  der  Punkt  auch  in  dieser  Richtung;  im  andern 
Falle  geht  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der  grösseren  Ge- 
schwindigkeit vor  sich.  Die  Geschwindigkeit  (a-f-A)  heisst  die  re- 
sultirende  Geschwindigkeit  aus  den  beiden  Componenten  a,  h. 

Wir  machen  nun  noch  die  Annahme,  dass  die  Geschwindig- 
keit a+Aj  welche  aus  den  Geschwindigkeiten  a  und  h  bei  gleicher 
Richtung  derselben  resultirt  die  grösste  Geschwindigkeit  ist,  welche 
überhaupt  aus  a  und  h  resultiren  kann;  und  dass  bei  entgegen- 
gesetzter Richtung  von  a  und  h  die  Geschwindigkeit  a  —  h  die 
kleinste  Geschwindigkeit,  die  aus  den  Componenten  überhaupt 
resultiren  kann. 

Dies  vorausgesetzt  mögen  dem  Punkte  M  gleichzeitig  die  Ge- 
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schwindigkeiten  a,  b  ertheilt  wer-  Fig-  2. 

den,  deren  Richtungslinien  den  Win- 
kel w  bilden.  Die,  die  Resultante 
darstellende  Strecke,  die  jedenfalls 
in  der  Ebene  (a,  b)  liegt,  projici- 
ren  wir  auf  die  Richtungslinie  von 
a  und  nennen  die  Projection  R\ 

R*  ist  jedenfalls  eine  Funktion  von  a,  6,  w.   Dieser  unbekannten 
Funktion  geben  wir  die  Form 

R*  =  F(a,  6,  w)  =  (f{ay  b,  w)-\-\p(a^  b,  w\ 

und  suchen  9  und  xp  so  zu  bestimmen,  dass  sie  den  Bedingungen 

genügen : 

y(a,  0)  =  a,         xp(by  0)  =  b, 

(f(ja,  7i)  =  a,         i//(6,  /r)  =  — 6, 

y(a,  — 7i)  =  a,     l//(i,  — 7t)  =  — h. 

Erinnern   wir   uns   nun   der    vorhingemachten   Annahme,  so 
können  .wir  den  Funktionen  q>  und  xp  die  Form  geben 

y(a,  65  w)  =  a(l — A), 


wo 


xp(ay  by  w)  =  bco»w(l — jw), 
2  —      ^9^^^^  b)^VD?^w 


2^  TTik  (a,  b)  sin^*  «» 


^<1, 


^■"   l-h-3'nt(a,6)sin2*w  ' 

und  wo  die  g,  h,  m,  n  Funktionen  von  a,  b  bezeichnen,  die  für 
endliche  Werthe  von  a,  b  nicht  unendlich  werden  sollen.  Ausser- 
dem wird  durch  den  Accent  an  dem  Summenzeichen  angezeigt, 
dass  der  Index  und  Exponent  k  den  Werth  Null  nicht  annehmen  soll. 

Weitere  Ergebnisse  liefert  die  Analysis  bei  der  nahezu  vor- 
aussetzungslosen Stellung  der  Frage  nach  der  Resultante  zweier 
Geschwindigkeiten  nicht. 

Die  Erfahning  aber  lehrt,  dass  die  einfachsten  in  obiger  all- 
gemeiner Form  enthaltenen  Funktionen  g>,  tp  das  Problem  lösen, 

so  dass 

R'  =  a+icosM? 

d.  h.  Ä'  ist  die  Projection  der  geometrischen  Summe  von  a  und 
b  auf  die  Richtungslinie  von  a^  mit  andern  Worten: 
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Die  Resultante  aus  irgend  zwei  einem  Punkte  ertheilten  Ge- 
schwindigkeiten G,  b  ist  gleich  der  geometrischen  Summe  von  a  und  6. 

Hieraus  kann  nun  in  leicht  ereichtlicher  Weise,  durch  successive 
geometrische  Summation  je  zweier  Strecken  die  Resultante  beliebig 
vieler  einem  Punkte  ertheilter  Bewegungen  oder  an  demselben  an- 
greifender Kräfte  ermittelt  werden. 

Ebenso  erkennt  man,  wie  eine  Bewegung  oder  Kraft  eindeutig 
nach  drei  Richtungen  im  Raum  zerlegt  werden  kann. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  der  eigentlichen  Aufgabe  dieses 
Paragraphen,  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen  und  Kräfte 
in  einem  starren  System. 

Bei  dem  einfachen  materiellen  Punkte  bestand  die  Bewegung 
lediglich  in  der  Ortsveränderung  in  Bezug  auf  äussere  Objekte. 
Diese  Bewegung,  die  Translation,  finden  wir  auch  beim  starren 
System  wieder.  Aber  es  treten  hier  auch  noch  Rieh tungs Verände- 
rungen der  Systemtheile  in  Bezug  auf  feste  oder  cigenbewegte 
geometrische  Elemente  des  Systems  auf.  Diese  Richtungsänderungen 
können  wegen  des  starren  Zusammenhangs  der  Systemtheile  nur 
aus  Rotationen  um  faste  oder  oigcnbewegte  Axen  bestehen.  Man 
sieht,  wie  verwickelt  der  Bewegungszustand  eines  starren  Systems 
wegen  der  letzteren  Möglichkeit  werden  kann. 

Wir  wollen  mit  der  Betrachtung  der  Rotation  beginnen;  die 
Betrachtung  der  Translation  ist  hierin  sofort  eingeschlossen,  da  wir 
jede  Translation  als  eine  Rotation  um  eine  unendlich  weit  entfernte 
Axe  ansehen  können.  Es  wird  sich  auch  bald  zeigen,  dass  gerade 
hierdurch  die  Darstellung  des  allgemeinen  Bewegungszustandes  eines 
starren  Svstems  bedeutend  erleichtert  wird. 

Dabei  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in  dem  die  Rotations- 
winkel oder  Amplituden  kleine  Grössen  J.  Ordnung  sind. 

um  die  geometrische  und  verbale  Daretellung  zu  erleichtern, 
wollen  wir  unter  dem  Ausdruck  ein  Punkt  P  erleidet  eine  Rota- 
tion um  eine  Axe  AB  mehrere  Begriffe  zusammenfassen,  indem 
wir  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Endpunkte  AB  der  Strecke  AB 
nicht  nur  wie  immer  die  positive  Richtung  dieser  Axe  bezeichnen, 
sondern  durch  diese  Reihenfolge  auch  noch  auf  den  Sinn  der  Ro- 
tation hinweisen.  Diesen  Sinn  bestimmen  wir  in  folgender  Weise. 
Man  denke  sich  auf  AB  als  Axe  eine  gewöhnliche  Schraube  mit 
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ihrem  Kopfe  in  A  aufliegend  und  Fig.  3. 

mit    dieser     den    Punkt    P    ver- 
bunden. 

Unter  der  Rotation  AB  ist 
dann  diejenige  Rotation  verstan- 
den, bei  der  ein  Vorwärtsgehen 
der  Schraube  stattfindet.  Endlich 
ist  in  dem  Ausdruck  „Rotation 
AB^  noch  der  Hinweis  auf  die 
Amplitude  enthalten,  indem  die 
Strecke  AB  gleich  dem  Arcus  der 
Amplitude  gemacht  wird.  Ist  p 
der  Abstand  des  Punktes  P  von 
der  Rotationsaxe,  so  wird  in  dem 
Falle  der  Figur  die  Rotation  AB 
den  Punkt  P  um  die  kleine  Strecke  p.AB  längs  der  Normalen  auf 
der  Ebene  ^ßP  unter  letztere  hinabdrücken.  Diese  Strecke  ist  also 
proportional  dem  Inhalt  des  Dreiecks  ABP,  Es  ist  leicht  einzu- 
sehen, dass  Rotationen  um  eine  Axe  sich  algebraisch  addiren.  Der 
Bewegungszustand  eines  Systems  wird  nicht  geändert,  durch  Ilin- 
zufügung  zweier  gleicher  entgegengesetzter  Rotationen  um  eine  Axe. 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  dass  dem  starren  System  zu  dem 
der  Punkt  P  gehört,  zwei  Rotationen  ABy  AC,  um  sich  schnei- 
dende Axen  ertheilt  werden. 

Der  Effekt  der  Rotation  AB  ist  schon  erwähnt.  Die  Rotation 
AC  wird  ihrerseits  den  Punkt  P  um  eine  Strecke  längs  der  Nor- 
malen über  die  Ebene  heraufheben,  die  proportional  ist  dem  In- 
halt des  Dreiecks  ACP,  Der  Gesammteffekt  wird  also  in  einer 
Steigung  oder  Senkung  das  Punktes  P  bestehen,  deren  Betrag  pro- 
portional ist 

ABP— ACP. 

Nach    einem    bekannten    elementar-geometrischen  Satze    ist    diese 
Differenz  aber  gleich  dem  Dreieck 

ADP, 
wenn  mit  AD  die  von  A  ausgehende  Diagonale  des  aus  AB^  AC 
gebildeten  Parallelogramms  bezeichnet  wird.     Dies  Dreieck   ADP 
Ui  aber  der  durch  eine  Rotation  AD  hervorgerufenen  Verrückung 
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des  Punktes  P,  normal  zur  Ebene  ADP^  proportional.  Daraus 
schliessen  wir: 

„Erleidet  ein  starres  System  zwei  Rotationen  um  sich  schnei- 
dende Axen,  so  können  diese  in  ihrer  Wirkung  einsetzt  werden 
durch  eine  einzige,  die  nach  Axenlage,  Sinn  und  Grösse  gleich  ist 
der  geometrischen  Summe  der  beiden,  die  gegebene  Rotation  dar- 
stellenden Strecken." 

Nimmt  man  mit  Möbius  auf  den  Sinn*)  der  von  dem  Punkte  P 
mit  den  Strecken  AB,  ACy  AD  gebildeten  Dreiecke  gehörig  Rück- 
sicht, so  kann  man  dem  angezogenen  elementaren  Satze  die  bessere 
Form  geben 

ADP=ABP'^ACP. 

Unter  Beachtung  dieser  Gleichung  erkennt  man,  dass  der  eben  be- 
wiesene Satz  über  die  Zusammensetzung  von  Rotationen  für  jede 
Lage  des  Punktas,  relativ  zu  der  gegebenen  Axe  gültig  ist. 

Ertheilt  man  dem  System  zwei 
Rotationen  AB,  AB  um  paral- 
lele Axen,  so  ist  die  dadurch  er- 
langte zur  Ebene  ABP  perpendi- 
kuläre  Verrückung  eines  beliebigen 
Systempunktes  P  wieder  gleich  der 

Summe 

ABP-^AEF. 

Theilt  man  daher  die  Strecke  A!  A 

^ ,  zieht  durch 


Fig.  4. 


im  Verhältniss 


Ä'ß' 


den  Theilpunkt  A"  eine  Parallele 
zu  den  gegebenen  Axen  und  macht 

A"B''=  AB-hA'B'  (algebraisch), 
so  ist 
A"B"P=ABP-^A'B'P,  d.  h. 

„Werden  einem  starren  System 
gleichzeitig  zwei  Rotationen  um  parallele  Axen  ertheilt,  so  setzen 
sich  diese  zusammen  zu  einer  einzigen  Rotation,  deren  Grösse  die 


•)  Die  Summe  zweier  gleichen  und  ähnlichen  Dreiecke  ist  Null,  wenn  ihre 
Perimeter  in  entgegengesetzten  Sinnen  durchlaufen  werden. 
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algebraische  Summe  der  gegebenen  ist,  während  die  Abstände  der 
Axe  der  resultirenden  Rotation  von  den  gegebenen  Axen  umgekehrt 
proportional  sind  den  Grössen  der  um  diase  erfolgenden  Rotationen/ 

Dieser  Satz  hätte  übrigens  auch  aus  dem  vorigen  abgeleitet 
werden  können. 

Betrachten  wir  nun  den  besonderen  Fall,  dass  einem  starren 
System  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Rotationen  um  parallele 
Axen  ertheilt  werden. 

Ein  beliebiger  Punkt  P  des  p.     . 

Systems  in  der  Ebene  der  Axen 
habe  von  AB  den  Abstand  w,  ,p 

von  Ä*B*  den  Abstand  w,  und 
der  Abstand  beider  Axen  sei  d. 

AB  drückt  den  Punkt  P  um  ^ -ß 

die  Strecke  AB.m   längs    der 

Normalen  unter  die  Ebene  hinab,  rP 

während  A'B^  den  Punkt  P  um  jp' ^' 

die  Strecke  A'B',n  emporhebt. 
Der  gemeinsame  Effect  beider 
Rotationen  besteht  also  in  einem 
zur  Ebene  der  Axen  perpendi- 
tularen  Herabsinken  des  Punktes  um  den  Betrag 

AB  .(m—n)  =  AB  ,d. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  für  jede  beliebige  Lage 
des  Punktes  P  in  der  genannten  Ebene,  sodass  also  durch  die  vor- 
liegende Rotationsverbindung  diese  ganze  Ebene,  mithin  das  ganze 
System  normal  zu  dieser  Ebene  eine  Parallelverschiebung  erleidet. 

Die  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Rotationen  von 
parallelen  Axen  heisst  ein  Rotationspaar,  der  perpendikulare  Ab- 
stand ihrer  Axen  der  Arm  des  Paares  und  das  Produkt 

AB.d 

das  Moment  des  Paares.  Das  obige  Resultat  lässt  sich  daher  so 
darstellen: 

„Ein  Rotationspaar  ist  äquivalent  einer  Translation,  deren 
Grösse  gleich  dem  Momente  des  Paares  ist,  und  deren  Richtung 
senkrecht  auf  der  Ebene  der  Axen  steht.     Der  Sinn  dieser  Trans- 

Ball,   Mechanik.  2 
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latioii  ist  durch  die  oben  getroffene  Uebereinkunft  über  den  Sinn 
einer  Rotation  ebenfalls  stets  bestimmt.** 

Aus  dieser  Bedeutung  des  Rotationspaares  schliesst  man  ohne 
Schwierigkeit  die  folgenden  Sätze: 

„Ein  Rotationspaar  kann  in  seiner  Ebene  beliebig  verschoben 
gedacht  werden.  Ueberhaupt  sind  Rotationspaare  von  gleichem 
Sinne  und  gleichen  Momente  äquivalent,  gleichviel  ob  sie  in  der- 
selben oder  in  parallelen  Ebenen  liegen." 

Dabei  ist  unter  der  Ebene  eines  Rotationspaares  selbstveretäncl- 
lich  die  Ebene  der  Axen  des  Paares  verstanden. 

Endlich  ist  klar,  dass  Rotationspaare  in  vei-schiedenen  Ebenen 
nach  denselben  Regeln  zusammengesetzt  werden,  wie  Kräfte,  die 
in  einem  Punkt  wirken.  Auch  lässt  sich  leicht  erkennen,  dass 
wenn  einem  um  eine  Axe  rotirenden  starren  System  eine  Trans- 
lation senkrecht  zur  Rotationsaxe  mitgetheilt  wird,  dies  keine  an- 
dere Wirkung  zur  Folge  hat,  als  eine  Parallel  Verschiebung  der  Ro- 
tationsaxe. Denn  man  substituire  für  die  gegebene  TraiLslation 
das  äquivalente  Rotationspaar,  so  hat  man  die  Resultante  einer 
Rotation  und  eines  Rotationspaares  zu  suchen,  deren  Axen  in  ein(M* 

Ebene  liegen. 

Das  Paar   lässt   sich    nach 

obigem  immer  in  eine  solche 
Lage  zur  Einzelrotation  brin- 
gen, wie  sie  in  der  Figur  ge- 
wählt wurde. 

Das  Paar  bestehe   aus  den 
Rotationen 

AB  =  +r,     A'B'  =  --r; 
die  Einzelrotation  sei  AC=R, 
ZunächvSt  kann  man  nach  obi- 


Fig.  (5. 


gem  AB  und  AC  zusammensetzen  zu  der  Rotation  r+Ä  (geome- 
trische Summe)  um  die  Axe  AD,  Durch  abermalige  Anwendung 
des  hierin  angewandten  Satzes  wird  man  nun  die  beiden  Rota- 
tionen r-{-R  um  AD  und  — r  um  AB'  zusammensetzen.  Die 
Resultante  ist  also 

also  parallel  und  gleich  der  Strecke  AC\     q.  e.  d. 
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Die  bLsherigen  Ergebni^e  sind  hinreichend  zur  Darstellung  des 
allgemeinsten  Bewegungszustandes  eines  starren  Systems. 

Betrachten  wir  ein  solches  System  dem  beliebig  viele,  beliebig 
gerichtete  Translationen  und  beliebig  viele  Rotationen  um  beliebig 
liegende  Axen  ertheilt  sind. 

Wir  können  sofort  wieder  Alles  auf  Rotationen  zurückführen, 
wenn  für  jede  Translation  das  äquivalente  Rotationspaar  einge- 
führt wird. 

Alle  diese  Rotationspaare  lassen  sich  zusammensetzen  in  ein 
einziges  Paar,  dessen  Ebene  und  Moment  eindeutig  bestimmt  sind. 
Dann  ziehen  wir  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Systems 
Strahlen,  welche  den  Axen  der  gegebenen  Einzelrotationen  resp. 
parallel  sind  und  ertheilen  dem  System  um  jeden  dieser  Strahlen 
sowohl  eine  Rotation,  welche  gleich  ist,  der  um  die  gegebene 
parallele  Axe  stattfindenden,  als  auch  die  entgegengesetzt  gleiche 
Rotation. 

Der  Bewegungszustand  des  SystenLS  ist  dadurch  nicht  geändeii; 
worden.  Aber  jede  gegebene  Rotation  r  ist  ersetzt  worden  durch 
eine  ihr  gleiche  um  eine  parallele  Axe  und  durch  ein  Paar  (r,  — r). 
Alle  diese  neuen  Paare  setzen  sich  wieder  unter  sich  und  mit  den 
sschon  erhaltenen  Paaren  zu  einem  einzigen  vollkommen  und  ein- 
deutig bestimmten  Paare  zusammen,  während  die  Einzelrotationen 
um  die  in  dem  Punkte  0  sich  schneidenden  Axen  sich  zusammen- 
üsetzen  in  eine  einzige  Rotation,  die  nach  Grösse,  Sinn  und  Axen- 
richtung  gegeben  ist  durch  die  geometrische  Summe  der  die  Einzel- 
rotationen repräsentirenden  Strecken. 

Die  allgemeinste  Elementarverschiebung  eines  starren  Systems 
wird  also  repräsentirt  durch  eine  Einzelrotation  in  Verbindung  mit 
einem  Rotationspaar. 

Dieses  Rotationspaar  kann  aber  wieder  zerlegt  werden  in  zwei 
andere,  derart,  dass  die  Axen  des  einen  in  einer,  übrigens  beliebig 
wählbaren,  Ebene  mit  der  Axe  der  Einzelrotation  liegen,  während 
die  Axen  des  anderen  senkrecht  auf  dieser  Ebene  stehen.  Das 
erste  Paar  bewirkt  nur  eine  parallele  Verschiebung  der  Axe  der 
fünzelrotation ,  wie  oben  gezeigt:  das  zweite  ist  äquivalent  einer 
Translation  von  bekannter  Gröase  längs  der  Axe  dieser  Einzel- 
rotation. 

2* 
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Die  allgemeinste  Verschiebung  eines  starren  Systems  kann  da- 
her dargestellt  werden  durch  eine  Rotation  in  Verbindung  mit 
einer  Translation  parallel  der  Axe  der  Rotation.  Dies  ist  aber 
analog  der  Bewegung  einer  Schraube  in  Bezug  auf  ihre  Axe.    Daher : 

Die  allgemeinste  Elementarverschiebung  eines  starren  Systems 
ist  eine  helicoidale  Bewegung.    (Satz  von  Chasles.) 

Man  sieht  übrigens  noch  leicht  ein,  dass  auch  zwei  congruente 
starre  Systeme  von  endlichem  Lagenunterschied  im  allgemeinen 
durch  eine  Rotation  in  Verbindung  mit  einer  Translation  zur  Deckung 
gebracht  werden  können.  Auch  diese  Bewegung  kann  auf  die  ca- 
nonische Form  gebracht  werden.  (Schell,  Mechanik  Bd.  I,  pag.  157.) 

Es  ist  wichtig,  dass  man  nachweisen  kann,  dass  diese  einfache 
canonische  Dai'stellung  der  allgemeinsten  unendlich  kleinen  Bewe- 
gung eines  starren  Systems  eine  eindeutige  ist,  d.  h.  dass  sie  unab- 
hängig von  der  Wahl  des  beliebigen  Punktes  0  stets  auf  dieselbe 
Einzelrotation  und  dasselbe  Paar  führen  wird. 

Nehmen  wir  an,  die  dem  starren  System  ui'sprünglich  ertheilten 
Tranlationen  (Rotationspaare)  und  Rotationen  lieferten  bei  ihrer 
Zusammensetzung,  wenn  der  Punkt  0  zu  Gmnde  gelegt  wird,  die 
eben  erhaltene  Einzelrotation  R  und  das  Paar  G;  dagegen  bei 
Zugrundelegung  des  Punktes  0'  die  Einzelrotation  ß'  und  das 
Paar  G\ 

Zunächst  ist  klar,  dass  R  nach  Grösse  und  Richtung  von  der 
Wahl  des  Punktes  0  immer  unabhängig  ist.  Denn  R'  ist  die 
geometrische  Summe  der  die  gegebenen  Einzel rotationen  repräsen- 
tirenden  Strecken  und  somit  unabhängig  von  dem  Anfangspunkt 
der  Zusammensetzung.  R  und  R'  sind  daher  geometrisch  gleich 
und  liegen  auf  parallelen  Strahlen. 

Kehren  wir  nun  den  Sinn  von  R'  und  G'  um,  so  muss  die 
Verbindung  der  durch  Ä,  G  dargestellten  Bewegung  mit  der  durch 
— R\  — G'  dargestellten  das  System  in  die  Anfangslage  zurück- 
führen. G  und  G'  als  Paare  in  parallelen  Ebenen  vereinigen  sich 
zu  einem  Paare,  das  wir  durch  G^G'  bezeichnen  können,  wenn 
G  und  G'  gleichzeitig  die  Momente  der  resp.  Paare  bedeuten  sollen. 

Ausserdem  haben  wir  in  einer  zur  Ebene  von  (G — G')  senk- 
rechten Ebene  das  Paar  (Ä,  — Ä).  Das  aus  diesen  beiden  Paaren 
resultirende  Paar   muss  nothwendig  verschwinden,  da  andererseits) 
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eine  Bewegung  des  Systems  übrig  bliebe.  Dieses  resultirende  Paar 
kauii  aber;  da  die  Componenten  in  verschiedenen  Ebenen  liegen, 
nur  verachwiudon,  wenn  eben  diese  Componenten  jede  für  sich 
verschwindeD,  d.  h.  es  muss  sein 

G=G' 
und  die  Äxen  von  R  und  R'  müssen  zusammenfallen,    q.  e.  d. 

Es  sei  noch  kurz  erwähnt,  dass  jode  Elementarverrückung 
eines  starren  Systems  auch  durch  zwei  Rotationen  hervorgebracht 
werden  kann,  deren  Axen  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 

Der  Leser  wird  leicht  finden,  dass  in  der  That  eine  Rotation 
in  Verbindung  mit  einem  in  einer  die  Rotationsaxe  schneidenden 
Ebene  liegenden  Rotationspaare  äquivalent  ist  zwei  Rotationen  um 
gekreuzte  Axen,  wodurch  dann  sofort  obige  Behauptung  erwiesen 
ist.  An  eine  eingehende  Discussion  gerade  dieses  letzten  Satzes 
lassen  sich  interessante  und  wichtige  geometrische  Theorien  knüpfen. 
Allein  wir  würden  dadurch  den  Rahmen  dieses  Buches  zu  sehr 
überschreiten  und  ich  muss  mich  daher  begnügen,  den  Leser  auf 
den  grundlegenden  Aufsatz  von  Moebius  „Ueber  eine  besondere 
Art  dualer  Verhältnisse  zwischen  Figuren  im  Räume**  Gesammelte 
Werke  Band  I  pag.  491,  mit  besonderem  Nachdruck  zu  verweisen. 
Wir  wenden  uns  zu  der  Theorie  der  Zusammensetzung  von 
Kräften,  die  an  einem  starren  System  angreifen. 

Zunächst  sei  aasdrücklich  wiederholt,  was  schon  oben  erwähnt 
Lst,  dass  nämlich  der  AngriiTspunkt  einer,  an  einem  starren  System 
angreifenden  Kraft  beliebig  in  der  Richtungslinie  der  Kraft  ver- 
schoben werden  darf.  Diese  aus  dem  Begriff  des  starren  Systems 
sich  ergebende  Bemerkung  involvirt  die  andre,  dass  zwei  in  der- 
selben Geraden  wirkende  Kräfte  von  gleicher  Intensität  aber  ent- 
gegengesetzter Richtung  zusammen  äquivalent  Null  sind.  Ein 
Kraftsystem  wird  also  nicht  geändert,  wenn  zwei  solche  Kräfte 
ihm  hinzugefügt  werden. 

Wir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Fall,  in  dem  zwei  in  einer 
Ebene  liegende  übrigens  beliebig  gerichtete  Kräfte  an  einem  starren 
System  angreifen. 

Die  Angriffspunkte  beider  Kräfte  können  in  den  Schnittpunkt 
()  der  Richtungslinien  der  Kräfte  verlegt  werden.  Im  Punkte  O 
bildet  man   dann   die   Resultante  von  k^  und  k.^,  d.  i.  die  geome- 
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Fig.  7. 

0 


Irische  Summe 


OR  =  /:,+*',  =  L 

Den  AngrilTspunkt  dieser  Resul- 
tante kann  man  dann  wieder  ver- 
legen in  den  Schnittpunkt  der 
Richtung  OR  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Angriffspunkte  der  gege- 
benen Kräfte. 

Richtung,  Grösse  und  Angriffs- 
punkt der  Resultante  zweier  an 
den  Endpunkten  einer  Strecke 
angreifender  Kräfte  sind  demnach 
vollständig  bestimmt.  Bezeichnen 
wir  noch    durch    a    den    Winkel 

(A-,  ,./.*),    durch  ß  den  Winkel  (k,  /.-J,   durch  p  das  Loth  CM  und 

durch  q  das  Loth  CNy  so  ist 


sina 
sin// 


sma  p 

sin/:/         q 


woraus 


p,k^  =  q,k^. 

Das  Produkt  der  Intensität  einer  Kraft  in  dem  senkrechten  Ab- 
stand der  Richtung  der  Kraft  von  einem  Punkte  heisst  das  Moment 
der  Kraft  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

Die  letzte  Gleichung,  welche  die  Gleichheit  der  Momente  der 
Kräfte  ä*,,  k.^  in  Bezug  auf  den  Angriffspunkt  ihrer  Resultante  aus- 
drückt, ist  das  sogenannte  Hebelgesetz. 

Man  leitet  aus  dem  eben  erhaltenen  Resultat  leicht  dasjenige 
für  den  Fall  ab,  dass  die  Richtungen  von  /*,  und  k^  parallel  sind. 

Die  geometrische  Summe  k^-\-k^  geht  dann  über  in  die  algebraische 
Summe  A:,+X', ,  wodurch  die  Grösse  der  Resultanten  gegeben  ist; 
die  Richtung  dei*selben  ist  parallel  der  Richtung  der  Componenten, 
und  der  Angriffspunkt  der  Resultanten  bestimmt  sich  durch  eine 
leichte  Construction  wieder  mittelst  der  Gleichung 

p,k^  =  q-l^^*) 


*)  Die  Strecke  AB  theilt   die  Ebeue,   in   der  die  Kraftrichtuiigeii  liegen, 
iu  zwei  Felder.     Liegen  die  Kraftrichtungen   in  einem  und  demselben  Felde, 
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Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dass  die  Lage  des  Punktes  C  auf  der 
Strecke  AB  unabhängig  ist  von  dem  Winkel,  den  die  Richtung 
der  Kräfte  mit  der  Strecke  AB  macht. 

Sind  die  beiden  parallelen  Kräfte  gleich  und  gleich  gerichtet 
(geometrisch  gleich),  so  geht  die  Resultante  durch  den  Mittelpunkt 
der  Strecke  AB  und  ist  also  gleich  2ky  wenn  jede  der  gegebenen 
Kräfte  gleich  k  war.  Waren  aber  die  Kräfte  entgegengesetzt  gleich, 
so  rückt  der  Angriffspunkt  ihrer  Resultante  in  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  Geraden  AB  (nämlich  in  den  zum  Mittelpunkt 
von  AB  harmonisch  conjugirten  Punktes)  und  die .  Intensität  der 
Resultanten  verschwindet. 

Eine  solche  Kraft  verbin  düng,  die  Kräftepaar  heisst,  ist  also 
keiner  endlichen  Einzelkraft  äquivalent.  Sie  ist  aber  auch  keines- 
wegs etwa  der  Null  äquivalent,  da  zwei  gleiche  entgegengesetzte 
Kräfte  nur  dann  äquivalent  sind,  wenn  sie  in  einer  Geraden  wirken. 

Es  ergiebt  sich  somit  die  Nothwendigkeit,  das  Kräftepaar  als 
ein  besonderes  neues  Element  in  die  Theorie  der  Kräfte  einzuführen. 
Dies  ist  zuerst  von  Poinsot  geschehen  (1804)  und  die  eminente. 
Fruchtbarkeit  dieser  Einführung  hat  sich  in  den  vei-schiedenen  Schrif- 
ten Poinsot 's,  vornehmlich  in  der  „Theorie  nouvelle  de  la  rotation 
des  corps",  gezeigt;  ganz  besonders  aber  tritt  der  Werth  derselben 
in  Poinsot 's  „Theorie  de  la  precession  des  equinoxes"  hervor,  die 
unter  die  schönsten  Arbeiten  dieses  grossen  Geometers  zu  rechnen  ist. 

Für  die  Kräftepaare  gelten  dieselben  Sätze,  wie  für  die  oben 
behandelten  Rotationspaare.  Allein  dies  muss  besonders  bewiesen 
werden,  da  die  Gültigkeit  dieser  Sätze  hier  nicht  so  geradezu  auf 
der  Hand  liegt,  wie  es  bei  den  Rotationspaaren  der  Fall  war.  Die 
das  Paar  bildenden  Kräfte  heissen  die  Seitenkräfte  desselben;  der 
senkrechte  Abstand  der  Richtungslinien  der  Kräfte  der  Arm  des 
Paares  und  das  Produkt  aus  diasem  Arm  in  den  Absolutwerth  der 
Seitenkräfte  das  Moment  des  Paares.  Die  Seitenkräfte  eines  Paares 
bezeichnen  wir  stets  mit  /■,  den  Arm  desselben  mit  p,  welche 
Grössen,  wenn  mehrere  Paare  l)etrachtet,  zur  Unterscheidung  mit 


so  liegt  der  Punkt  C  zwischen  den  Punkten  A  und  B,  im  andern  Falle  liegt 
C  ausserhalb  der  Strecke  AB  auf  der  dieselbe  tragenden  Geraden.  Be- 
zeichnen wir  diesen  letzten  Punkt  mit  C,  sind  AB  CO'  vier  harmonische 
Punkte. 
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Iridices  versehen  werden.  Die 
Kichtungslinien  der  Seitenkräftc 
schneiden  aus  der  Ebene  einen 
Streifen  aus,  dessen  Grenzlinien 
sie  sind.  Da  jede  der  Seiten- 
kräfte sich  selbst  äquivalent 
bleibt,  wenn  sie  in  ihrer  Rich- 
tung verschoben  wird,  so  ist 
ohne  weiteres  einzusehen,  das« 
ein  jedes  Paar  auf  seinem 
Streifen  beliebig  verschoben 
werden  darf  und  dabei  doch 
stets  sich  selbst  äquivalent 
bleibt.  Es  ist  noch  nothwen- 
dig  den  Sinn  eines  Kräfte- 
paares zu  bestimmen. 

Man  denke  sich  die  Verbin- 
dungslinie der  Angriffspunkte 
der  Seitenkräfte  als  Abscissenaxe ;  gelangt  man  dann  vom  Angriffs- 
punkt der  positiven  Seitenkraft  zu  demjenigen  der  negativen  Seiten- 
kraft, indem  man  in  der  Richtung  der  positiven  Abscissen  vorwärts- 
schreitet, so  wollen  wir  den  Sinn  des  Paares  positiv  nennen;  im 
entgegengesetzten  Falle  negativ. 

Da  man  nun  jedes  Paar  auf  seinem  Streifen  so  verschieben 
kann,  dass  die  Verbindungslinien  der  Angriffspunkte  seiner  Seiten- 
kräfte einer  gegebenen  Richtung  parallel  wird,  so  wird  man  in 
jedem  Falle  leicht  beurtheilen  können,  ob  zwei  in  derselben  oder 
in  parallelen  Ebenen  liegende  Paare  gleichen  Sinn  haben  oder  nicht. 
Wir  wenden  uns  nun  zu  einer  kurzen  Darstellung  der  Sätze 
über  die  Aequivalenz  der  Paare,  wobei  wir  von  dem  Grundsatz 
Gebrauch  machen,  dass  zwei  Paare  P  und  P^  einander  äquivalent 
sein  werden,  wenn  da^s  Paar  P  in  Verbindung  mit  dem  Paar  — P' 
äquivalent  Null  ist.  Dabei  ist  unter  dem  Paar  — P*  ein  Paar 
vei-standen,  welches  mit  dem  Paar  P'  auf  demselben  Streifen  liegt, 
also  gleichen  Arm  und  gleich  grosse  Seitenkräfte  hat,  aber  ent- 
gegengesetzten Sinnes  ist,  wo  sofort  offenbar  ist,  dass  P^  und  — P' 
zusammen  äquivalent  Null  sind. 
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Wir  betrachten  zunächst  zwei  ^^»p-  ^• 

Paare  von  gleichem  Sinne,  glei- 
chen Seitenkräften  und  gleichen 
parallel  liegenden  Armen  in  der- 
selben oder  in  parallelen  Ebenen. 

Und  zwar  mögen  der  Einfach- 
heit wegen  die  Paare  auf  ihren 
Streifen  so  verschoben  werden, 
dass  die  Angriffspunkte  der  Sei- 
tenkräfte in  die  Endpunkte  der 
Arme  fallen.  Sodann  kehre  man 
den  Sinn  des  Paares  (k'y  — k') 
um,  so  wird  das  Paar  (ä'ti",  a'm") 
in    Verbindung    mit    dem    Paare  n 

(am'y  b*n')  oder  (A',  — A')  äqui- 
valent Null  sein.  Man  ziehe  nun 
die  Geraden  aV  und  ba\  die  einander  in  ihrem  Schnittpunkt  0 
halbiren.  Bildet  man  dann  die  Resultante  der  geometrisch  gleichen 
Kräfte  a?w,  6'n"  und  die  Resultante  der  geometrischen  gleichen 
Kräfte  bn  und  a'm" ;  so  liegen  diese  Resultanten  OM,  ON  auf  der 
durch  den  Punkt  0  gezogenen  Parallelen  zu  den  Richtungslinien 
der  Seitenkräfte  der  gegebenen  Paare  und  es  Ist 

OiV+OA/=0, 
d.  h.  das  Paar  (awi,  bn)  in  Verbindung  mit  dem  Paare  (b'n",  a^m") 
ist  äquivalent  Null.     Mit  Benutzung  des  angegebenen  Grundsatzes 
folgt  somit: 

„Zwei  Paare  von  gleichem  Sinne,  gleichen  Seitenkräften  und 
gleichen  parallelen  Armen  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen 
sind  einander  äquivalent.^ 

Ein  jedes  Paar  kann  daher  in  seiner  Ebene  beliebigen  Parallel- 
verschiebungen unterworfen  und  auch  parallel  zu  sich  selber  in 
eine  parallele  Ebene  verlegt  werden,  ohne  dass  seine  Bedeutung  sich 
ändert. 

Nehmen  wir  nun  zwei  Paare  an,  die  ebenfalls  gleichen  Sinn, 
gleiche  Seitenkräfte  und  gleiche  Arme  haben,  deren  Arme  aber 
nicht  parallel  liegen.  Die  Streifen  dieses  Paares  werden  sich  in 
einem  Rhombus  durchschneiden.     Man  kehre  wieder  den  Sinn  des 
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Fig-  10.  einen  Paares  um,  und   ver- 

lege die  Angriffspunkte  der 
Seitenkräfte  des  ersten  un- 
geänderten  Paares  und  des 
umgekehrten  zweiten  Paares 
in  die  Endpunkte  einer  der 
Diagonalen  des  Rhombus. 
Bildet  man  dann  an  jedem 
dieser  beiden  Punkte  die  Re- 
sultante der  dort  wirkenden 
Kräfte,  so  liegen  beide  Re- 
sultanten auf  der  die  Diago- 
nale tragenden  Geraden  und 
ihre  Intenstiäten  sind  ent- 
gegengesetzt gleich,  d.  h.  sie 
sind  zusammen  äquivalent 
Null. 

Man  schliesst  analog  wie 
oben  hieraus  den  Satz: 

„Zwei  in  einer  Ebene  be- 
liebig zu  einander  liegende 
Paare,  von  gleichem  Sinne, 
gleicher  Grösse  der  Scitenkräfte  und  gleichen  Armen  sind  ein- 
ander äquivalent;  welcher  Satz  unter  Berücksichtigung  des  vorigen 
auch  gilt  für  zwei  solcher  Paare,  die  in  parallelen  Ebenen  liegen." 
Betrachten  wir  endlich  zwei  in  derselben  oder  parallelen  Ebenen 
liegende  Paare  von  gleichem  Sinne  und  gleichen  Momenten.  Für 
diese  Paare  haben  wir  also  die  Bedingung 

Die  Paare  werden  im  allgemeinen  nicht  so  liegen,  dass  ihre  Arme 
parallel  sind,  können  aber  auf  Grund  obiger  Sätze  in  eine  solche 
Lage  gebracht  werden. 

Nehmen  wir  an  dies  sei  geschehen,  kehren  dann  den  Sinn  des 
einen  Paares,  etwa  von  {k\  — /-')  um,  und  ziehen  die  Goraden  ab' 
und  ba\  so  werden  diese  sich  auch  in  dem  Falle,  dass  die  Paare 
in  parallelen   Ebenen    liegen   in  einem  Punkte    0    schneiden,    da 
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nämlich  bei  dieser  Lage  der  Paare 
(rt,  hj  a\  6')  immer  vier  Punkte 
einer  Ebene  sind.  För  diesen 
Punkt  0  gelten  die  Gleichungen 


Fig.  U. 
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der  Punkt  O  ist  also  der  Angriffs- 
punkt der  Resultanten  der  beiden 
j^leich  gerichteten  Parallelkräfte 
Im,  a!w!^  sowohl  als  auch  der  An- 
griffspunkte der  Resultanten  der  beiden  gleich  gerichteten  Parallcl- 
kräfte  aw,  Vv!,  Diese  beiden  Resultanten  liegen  auf  der  durch 
Null  gezogenen  Parallelen  zu  der  Richtung  der  Kräfte.  Sie  haben  . 
gleiche  Intensität  und  sind  entgegengesetzt  gerichtet;  sind  also  zu- 
sammen äquivalent.  Daraus  ist  zu  schliessen,  dass  wir  alle  bis- 
herigen Ergebnisse  zusammenfassen  können  in  dem  Satze: 

„Zwei  Paare  in  derselben  oder  in  parallelen  Ebenen,  die 
deichen  Sinn  und  gleiches  Moment  besitzen,  sind  einander  äqui- 
valent." 

Dies  ist  der  wichtigste  Satz  aus  der  Theorie  der  Kräftepaare. 
Auf  ihn  stützt  sich  die  Lehre  von  der  Zusammensetzung  von  be- 
liebig zu  einander  liegenden  Paaren.  Liegen  zunächst  in  einer 
Ebene  eine  Reihe  von  Paaren  vor,  von  denen  n  Paare  positiven 
und  m  Paare  negativen  Sinn  haben,  so  transformire  man  jedes 
dieser  Paare  in  ein  solches,  dessen  Arm  gleich  der  Längeneinheit 
ist.  Die  Länge  der  vSeitenkraft  stellt  dann  zugleich  die  Grösse  des 
Momentes  dar.  Nun  schiebe  man  alle  Paare  auf  einen  Streifen 
(von  der  Breite  1)  zusammen.  Die  n  Paare  positiven  Sinnes  setzen 
sich  dann  zusammen  zu  einem  einzigen  Paare  (vom  Arme  1),  dessen 
Seitenkräfte  gleich  der  Summe  der  Seitenkräfto  jener  n  Paare  ist; 
oder  wie  wir  hier  auch  sagen  können,  dessen  Moment  A^  gleich  der 
Summe  der  Momente  jener  ist.  Der  Sinn  dieses  Paares  ist  eben- 
falls   positiv.     Analog  setzen  sich  die  m   Paare    negativen   Sinnes 
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zusammen  zu  einem  Paar  von  negativem  Sinn,  dessen  Moment  M 
gleich  der  Summe  der  Momente  jener  vi  Paare  ist.  Die  beiden  so 
erhaltenen  Paare  haben  also  beide  den  Arm  1,  und  ihre  Seiten- 
kräfte sind  resp.  A'  und  M.  Sie  setzen  sich  zu  einem  Paar  von 
demselben  Arm  und  der  Seitenlänge  iV — ^zusammen.  Der  Sinn 
dieses  resultirenden  Paares  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
{N — A/)^0  ist.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  wir  das  Moment 
eines  Paares  von  negativem  Sinn  als  eine  negative  Grösse  betrachten 
können  und  hiermit  weiter: 

„Eine  Reihe  von  beliebig  in  einer  Ebene  liegenden  Paare  setzt 
sich  zusammen  in  ein  einziges  Paar,  dessen  Moment  gleich  der 
algebraischen  Summe  der  Momente  aller  gegebenen  Paare  ist  und 
dessen  Sinn  mit  dem  Voraeichen  dieser  Summe  übereinstimmt." 

Der  Satz  gilt  nach  früheren  auch  für  Paare  in  parallelen 
Ebenen. 

Betrachten  wir  nun  zwei  Paare,  die  in  zwei  nicht  parallelen 
Ebenen  liegen.  Wir  transformiren  wieder  jedes  Paar  in  ein  solches 
mit  dem  Arme  1  und  verschieben  die  transformirten  Paare  in  ihren 
resp.  Ebenen  so,  dass  die  Arme  in  der  Schnittlinie  beider  Ebenen 
zur  Deckung  kommen. 

Die  in  dem  Endpunkte  A  des 
Armes  wirkenden  Kräfte  k  und  k'  setzen 
sich  zu  einer  einzigen  A"  zusammen, 
imd  die  in  dem  anderen  Endpunkt  B 
wirkenden  Kräfte  — k  und  — k'  haben 
zu  Resultanten  eine  Kraft  — A",  die 
der  vorigen  entgegengesetzt  gleich  ist 
und  mit  ihr  in  einer  Ebene  liegt, 
nämlich  in  der  durch  die  Kante  Ali 
gehenden  Diagonalebene  des  aus  den 
Kanten  k,  k'  und  AB  gebildeten  Pa- 
rallelepipedes. 

K  und  —K  bilden  also  ein  Paar 
am  Arme  AB  in  der  genannten  Ebene. 
Daher: 

„Zwei  Paare  in  nicht  parallelen  Ebenen  setzen  sich  zusammen 
zu  einem  Paare,  dessen  Ebene  zur  Schnittlinie  derer  der  gegebeneu 
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Paare  parallel  und  dessen  Moment  gleich  der  geometrischen  Summe 
der  Momente  der  gegebenen  Paare  ist." 

Diese  Zusammensetzung  ist  also  ganz  analog  derjenigen  zweier 
iu  einem  Punkte  wirkender  Kräfte.  Und  as  ist  leicht  zu  sehen, 
(lass  überhaupt  Paare  sich  zusammensetzen  wie  Kräfte  die  an  einem 
Punkt  wirken;  denn  man  wird  diese  Zusammensetzung  immer 
durch  successive  Zusammensetzung  zweier  Paare  bewirken  können. 
Insbesondere  wird  man  sich  davon  überzeugen,  dass  die  Reihen- 
folge, in  der  man  die  Paare  zusammensetzt  ohne  Einfluss  auf  das 
Resultat  der  Zusammensetzung  ist.  Indessen  ist  dieser  Nachweis 
einfach  genug  zu  führen,  um  dem  Laser  überlassen  bleiben  zu 
können.  Bemerkt  sei  noch,  da^s  die  Zusammensetzung  der  Paare 
auch  aufgefasst  werden  kann  als  geometrische  Addition  von  Flächen- 
theilen,  bei  der  bekanntlich  die  Reihenfolge  der  Summanden  willkür- 
lich ist.  Man  sehe  hierüber  in  erster  Linie  Grassmann's  lineale 
Ausdehnungslehre  von  1862  Art.  284  nach,  sowie  auch  die  im 
Literaturnachweis  angegebenen  Schriften  von  Moebius  und 
ChelinL 

Man  erleichtert  sich  die  Anschauung  betr.  die  Zusammen- 
setzung der  Paare  sehr  durch  die  Einführung  des  „Axenmoments 
eines  Kräftepaares".  Errichtet  man  auf  der  Ebene  eines  Paares 
ein  Loth  (Axe)  und  trägt  von  dem  Fusspunkt  dieses  Lothes  aus 
eine  Strecke  auf  derselben  ab,  die  gleich  dem  Momente  des  Paares 
ist,  so  heisst  diese  Strecke  das  Axenmoment  des  Paares.  Dieses 
Axenmoment  wird  auf  dem  nördlichen  Theil  der  Axe  gezählt,  wenn 
das  Paar  positiven  Sinn  hat,  auf  der  südlichen,  wenn  das  Paar 
negativen  Sinn  hat. 

Das  Axenmoment  kann  beliebigen  Parallelverschiebungen  im 
Raum  unterworfen  werden. 

Die  allgemeine  Zusammensetzung  der  Paare  wird  geleistet 
durch  die  geometrische  Addition  der  Axenmomente:  die  geome- 
trische Summe  einer  Reihe  von  Axenmomenten  ist  das  Axen- 
moment eines  Paares,  welches  in  einer  zu  ihr  perpendikularen 
Ebene  liegt. 

Durch  die  Einführung  des  Axenmomentes  ist  eine  völlige 
Analogie  in  der  Vorstellung  vom  Kräftepaar  mit  der  vom  Rotations- 
paar hergestellt  worden,  und  die  obigen  Sätze  haben  die  formale 


30  Theoretische  Mechanik. 

Uebereinstimmung  der  Lehren  von  dem  Kräftepaar  mit  denjenigen 
von  dem  Rotationspaar  ergeben. 

Der  Grund  hiervon  ist  leicht  einzusehen.  Das  geometrische 
liild  der  Rotation  sowohl,  wie  das  der  Kraft  war  uns  durch  die 
Strecke  gegeben.  Und  sowohl  die  die  Rotation  darstellende  Strecke, 
wie  die  die  Kraft  darstellende  Strecke  durften  ohne  Bedeutungs- 
(Wirkungs-)Aenderung  in  ihrer  Richtung  beliebig  verschoben  werden. 

Diese  mit  einer  besonderen  nicht -geometrischen  Bedeutung 
vei*sehenen  Strecken  erfüllen  also  in  beiden  Fällen  die  allgemeine 
geometrische  Grundvoraussetzung,  dass  eine  Strecke  ohne  Bedeu- 
tungsänderung in  jener  Weise  verschoben  werden  darf.  Hiermit 
ist  aber  die  Berechtigung  und  die  Nothwendigkeit  gegeben,  nicht 
nur  die  Einzelkraft  und  die  Einzelrotation  wie  eine  Einzelstrecke, 
sondern  auch  das  Kraftsystem  und  das  Rotationssystem  wie  ein 
Streckensystem  anzasehen  und  zu  behandeln. 

Es  handelt  sich  somit  bei  der  Theorie  des  Kräftesystems  und 
der  des  Rotationssystems  um  zwei  nur  verbal  verschiedene  Aus- 
legungen desselben  Grundgebildes.  Wir  werden  darauf  zurückzu- 
kommen haben. 

Indem  auf  Grund  des  obigen  der  Beweis  dem  Leser  überlassen 
bleibt,  stellen  wir  noch  den  Satz  auf: 

„Wenn  auf  ein  starres  System  beliebig  viele,  beliebig  gerich- 
tete Kräfte  wirken  (also  ein  Kräftesystem),  so  lassen  sich  diese 
stets  zusammensetzen  zu  einer  Einzelkraft  und  einem  Paare." 

Dieses  Paar  kann  zerlegt  werden  in  zwei  andere,  deren  erateres 
in  einer  Ebene  liegt,  die  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Einzel- 
kraft steht,  während  das  zweite  in  eine  Ebene  mit  der  Einzelkraft 
fällt.  Durch  letzteres  wird  aber  nichts  weiter  bewirkt,  als  dass  der 
Angriffspunkt  der  Einzelkraft,  ohne  dass  diese  ihre  Grösse  oder 
Richtung  ändere,  verschoben  wird. 

Das  Kräftesystem  ist  daher  zurückgeführt  auf  eine  Einzelkraft 
und  ein  Paar,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf  der  Richtung  der 
Einzelkraft. 

Man  beweist  leicht,  wie  in  dem  analogen  Fall  bei  dem  Rota- 
tionssysteme, dass  diese  Reduktion  eines  Kräftesystems  auf  die  ca- 
nonische Form  eindeutig  ist. 

Die  Gerade,  welche  bei  der  canonischen  Form  Träger  der  die 
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Resultante  darstellenden  Strecke  ist,  heisst  nach  Poinsot  „Central- 
axe  des  Kräftesystems". 

Es  ist  in  Hinsicht  auf  das  folgende  Kapitel  wiinschenswerth, 
diese  Reduktion  analytisch  darstellen  zu  können.  Wir  wollen  uns 
zu  diesem  Zwecke  der  sehr  eleganten  und  einfachen  Methode  be- 
dienen, welche  Herr  Schell  in  seiner  „Theorie  der  Bewegung  und 
der  Kräfte"  (Band  I  pag.  53)  angegeben  hat. 

Es  soll  also  zunächst  die  Reduktion  eines  Kräftesystems  für 
einen  beliebigen  Punkt  0  analytisch  dargestellt  werden. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  den  Punkt  0  zum  Anfangs- 
punkt rechtwinkliger  Raumcoordinaten  und  verlegen  die  gegebenen 
Kräfte  P  parallel  zu  sich  nach  diesem  Punkte,  indem  wir  daselbst 
zu  jeder  Kraft  ihre  entgegengesetzt  gleiche  anbiingen.  Das  gege- 
bene Kräftesystem  ist  dann,  wie  oben,  eraetzt  durch  die  im  Punkte  0 
angreifenden  Kräfte  P  und  die  Paare,  die  aus  den  ursprünglich 
gegebenen  Kräften  und  den  im  Punkte  0  angebrachten  ihnen  resp. 
entgegengesetzt  gleichen  gebildet  werden. 

Betrachten  wir  die  erstere  Gruppe  und  zerlegen  jede  einzelne 
im  Punkte  O  angebrachte  Kraft  P  nach  den  drei  Coordinatenaxen, 
nennen  X,  Y,  Z  die  resp.  Componenten,  so  ist  die  Resultante  R 
dieser  Kräfte  ihrer  Grösse  nach  bestimmt  durch 

R'  =  A'-hB'+C\ 
wenn 

A=2X,    B  =  2Y,     C=SZ; 

und  die  Richtung  von  R  ist  gegeben  durch  die  Cosinus 

ABC 
cos  (Ä,  ^)  =  ^  7     cos(/?,  y)  =  -^ ,      cos(Ä,  2)  =  -^ . 

Um  nun  auch  das  resultirende  Paar  der  Reduktion  zu  finden, 
betrachten  wir  eines  der  componirenden  Paare.  Dieses  möge  ge- 
bildet werden  aus  der  im  Punkte  (^ryz)  angreifenden  Kraft  -+-P 
und  der  im  Punkte  0  angebrachten  Kraft  — P.  Das  Loth  vom 
Punkte  O  aus  auf  die  Richtung  von  H-P  heisse  /^  sodass  also  Pp 
das  Axenmoment  des  Paares  (P,  — P)  ist.  Dieses  Axenmoment 
tragen  wir  senkrecht  zur  Ebene  seines  Paares,  dessen  Sinn  ent- 
sprechend, im  Punkte  0  auf  und  nennen  «,  |5,  y  seine  Richtungs- 
cosinus. 
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Dasselbe  steht  also  auf  der  Richtung  von  P  und  auf  der  Ge- 
raden r  vom  Punkte  0  nach  dem  Angriffspunkte  von  P  senkrecht. 

X       Y       Z       , 

Die  Richtungscosiixus  von  P  sind  -|y  ,    -p- ,    -v^ ,  die  von  r  sind 


X      y       z 

•     Somit  bestehen  die  Gleichungen 

xa+yß+zy  —0, 

Xa+Yß-^Zy  —  Q, 

woraus 

a 

ß 

r 

1 

YZ 

zx 

zx 

xy 
XY 

^ 

9'- 

yz 

YZ 

s 

zx 

zx 

a 

xy    « 

=  r'P'— r'P'cos^Cr,  P)  =  r'P'sin'Cr,  P). 

Es  ist  aber 

•  rsin(r,  7^)  =7^ 

und  somit 

daraus  ergiebt  sich,  dass  das  Paar  (P,  — P)  zerlegt  wird  in  drei 
andre,  deren  Axenmomente  den  Coordinatenaxen  parallel  sind  und 
die  Werthe  haben 


Ppa  = 


YZ 


Ppß=- 


zx 
ZX 


Ppr  = 


xy 
XY 


Das  resultirende  Axenmoment  G  ist  die  geometrische  Summe  der 
Axenmomente  der  Paare  des  Systems;  seine  Componenten  L,  A/,  N 
längs  der  Coordinatenaxen  sind  daher  die  algebraischen  Summen 
:SPpa,  2Ppß,  2PpY  oder 


L  =  2 


yz 
YZ 


M  =  2 


zx 


zxr 


N=2 


xy 
XY 


Bezeichnen  wir  noch  mit  xp  den  Winkel  (R,  ö),  so  ist  die  Re- 
duktion eines  Kräftesystems  analytisch  dargestellt  durch  die  Glei- 
chungen 
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A  =  2X,    L  =  2(yZ-zY),    cos(Ä,x)  =  ^,    co8(G,ar)  =  ^, 
B  =  IY,    M=S(zX-xZ),    cos(Ä,y)  =  4.    coa(G,y)  =  ^, 


R 


G 


RGcoaifj  =  AL-hBM+CN. 

Will  man  die  Reduktion  des  Systems  für  einen  anderen  Punkt 
0'(j;', y',  2*)  finden,  so  erhält  man  diese  aus  den  obigen  Formeln 
dorch  eine  einfache  Coordinatentransformation,  indem  an  Stelle  von 
jsyz  die  Grössen  x — «',  y — y',  2 — z'  treten. 

Auf  die  Bildung  von  R  fibt  diese  Transformation  keinen  Ein- 
fluss  aus,  nur  die  Componenten  des  resultirenden  Axenmoment^s 
ändern  sich.    An  die  Stelle  von  L  tritt 


L'  =  2 


y—y  z— z' 
Y        Z 


YZ 


y'z' 

YZ 


=  L— 


y  2' 

SYSZ 


=  L 


y'z" 

BC 


and  analog  erhält  man  die  neuen  Componenten  M',  N'. 

Dabei  ergiebt  sich  unter  Rücksicht  auf  einen  elementaren  De- 
terminantensatz 

AL'-hBM'+CN'  =  AL-hBM+CN; 

d.h.    RG' cos  f  =  RGcoaip. 

Sei  nun  0'(ji',y',z')  ein  Punkt  der  Centralaxe;  G'  das  zugehörige 
Axenmoment  und  X',  fi',  v'  dessen  Richtungscosinus,  so  ist  also 


L'  =  L— 


BC 


M'  =  M- 


z!x' 
CA 


N'  =  N— 


X  y 
AB 


G'*  =  L'*-^M'*=N", 


V 
L 


r  =  ^=-^  =  -0>     und    X  =a,    (i  =  ß,    v  =  y, 


wenn  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  von  R  sind. 

Ball,  Meclunlk. 
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Aus  den  beiden  letzten  Gleichungareihen  folgt 

L'         M'        N' 


B 


C 


1  ? 


welche  Doppelproportion  ersetzt  werden  kann  durch  je   zwei    der 
Gleichungen 


M'N' 
B  C 


=  0, 


N'L' 
CA 


=  0, 


L'M' 
AB 


=  0. 


Die  erste  dieser  Gleichungen  geht  nun  mit  Rücksicht  auf  die  oben 
angegebenen  Ausdrücke  der  in  ihr  enthaltenen  Grössen  über  in 

2'x'    _    BC 
CA   ~   MN 


B 


AB 


-C 


oder 


(B*-^C')x'—A(By'-{-Cz')  = 


BC 

MN 


Wird  hier  die  Grösse  A*a^  addirt  und  subtrahirt,  und  führt  man 
dieselben  Rechnungen  bei  den  andern  beiden  Gleichungen  durch. 
80  erhält  man 

BC 


(a) 


R*a!'—A(Ax'-hBy'-\-Cz')  = 
Ry—BiAa^+By'+Cz!)  = 
R*z'—  C(Ax'-+-  By'-h  Cz')  = 


MN 

CA 
NL 

AB 
LM 


Je  zwei  dieser  Gleichungen  stellen  für  x',  y\  z'  als  laufende  Coor- 
dinaten  die  Gleichungen  der  Centralaxe  dar.  Legen  wir  nun  durch 
den  Anfangspunkt  der  Coordinate  0  eine  Ebene  senkrecht  zur  Cen- 
tralaxe, so  ist  deren  Gleichung 

(b)        Ax+By^Cz  =  0. 

Sind  I,  r/,  f  die  Coordinaten  der  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit 
der  Centralaxe,  so  erhält  man  aus  (a)  und  (b) 


(c)        Ä»|  = 


BC 
MN 


Ä'ij  = 


CA 
NL 


Ä'C  = 


AB\ 

lm\ 


und  die  Verbindung  von  (a)  und  (c)  giebt  die  Gleichung  der  Gen- 
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tralaxe  in  der  üblichen  Form 

^— g  _  y—n  _  ^—i  _  J_ 

A  B     ~     C     ~  R  ' 

wo  die  Accente  an  den  laufenden  Coordinaten  weggelassen  sind 
und  wo 

'~  R 

die  Strecke  der  Centralaxe  vom  Punkte  (J,  ^,  0  bis  zum  Punkte 
(jr^y^z)  bedeutet. 

Die  Elemente  der  canonischen  Form  eines  Kräftesystems  sind 
somit  auch  analytisch  dargestellt.  Noch  ist  zu  bemerken,  dass  hier 
der  Winkel 

RG'  =  AL'-hBAf-hCN'  =  AL+BM+CN, 

Da  nun  sowohl 

RG  CO»  ip  =  const., 

also  auch  R  für  alle  Reduktionen  denselben  Werth  behält,  so  sieht 
man,  dass  das  Axenmoment  der  canonischen  Form  das  kleinste  ist 
für  alle  mögliche  Reduktionen  des  Kräftesystems. 

Die  Bedingungen  für  die  Aequivalenz  des  Kräftesystems  mit 
Null  drucken  sich,  da  i?'  und  G'  Quadratsummen  sind,  durch  die 
folgenden  Gleichungen  analytisch  aus: 

^  =  0,         L  =  0, 

ß  =  0,        M=0, 

C=0,         A^  =  0. 

Man  sieht  dann,  dass  „Gleichgewicht  der  Kräfte^  herrscht,  und 
hat  früher  diesen  speciellen  Fall  gesondert  behandelt  und  als 
Statik  bezeichnet,  der  man  die  Theorie  aller  derjenigen  Fälle, 
in  denen  alle  oder  wenigstens  eine  der  obigen  6  Grössen  von  Null 
verschieden  ist,  als  Dynamik  gegenüberstellte;  die  gleichzeitig  im 
aneigentlichen  Sinne  zu  der  Bedeutung  Bewegungslehre  gelangt  ist. 
Diese  Gegenüberstellung  hat  man  jetzt  mit  Recht  aufgegeben, 
da  sie  durchaus  unlogisch  gewesen  ist.  Dagegen  hat  sich  seit 
Ampere    und   namentlich   unter   dem   Einfluss    der   Arbeit    von 

3* 
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Poinsot  und  Chasles  eine  andere  Einthellung  der  Mechanik  her- 
ausgebildet. 

Man  beginnt  jetzt  in  den  grossen  systematischen  Lehrbüchern 
(Schell,  Somoff  u.  A.)  mit  der  rein  geometrischen  Betrachtung 
der  Bewegungsvorgänge.  Dabei  wird  denn  auch  das  Bewegte  nur 
geometrisch  aufgefasst. 

Die  bezüglichen  Theorien  werden  unter  dem  Namen  Kine- 
matik zusammengefasst,  der  ausdrückt,  dass  hier  die  Bewegung 
nur  als  Zustand  betrachtet  wird. 

Man  kann  die  Kinematik  als  eine,  durch  Einführung  der  Zeit 
veranlasste  Erweiterung  der  Geometrie  bezeichnen.  Sie  hängt  auch 
aufs  innigste  mit  der  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften 
zusammen,  derart,  dass  ein  Fortschritt  auf  dem  einen  Gebiet  auch 
immer  dem  andern  zu  gute  kommt.  Man  vergleiche  hiezu  insbe- 
sondere die  im  Literaturnachweis  angeführten  Arbeiten  des  Herrn 
Mannheim  sowie  dessen  Geometrie  descriptive,  Paris  1880. 

Geht  man  nun  in  der  theoretischen  Mechanik  einen  Schritt 
weiter  in  der  Annäherung  an  die  Wirklichkeit,  indem  man  den 
Begriff  der  Masse  einführt,  so  entsteht  damit  auch  die  Frage  nach 
den  Ui'sachen  der  Bewegung,  wir  kommen  also  zu  der  Betrachtung 
der  Kräfte.  Es  schliesst  sich  somit  naturgemäss  an  die  Kinematik 
an  die  Theorie  der  Kräfte  und  ihrer  Aequivalenz  oder  die  Dyna- 
mik im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes.  In  dieser  ist  als  specieller 
Fall  die  Statik  enthalten. 

Endlich  folgt  dann  die  Betrachtung  der  Bewegung  mit  Rück- 
sicht auf  die  wirkenden  Kräfte  oder  die  Kinetik. 

Das  vorliegende  Buch  wird  indessen  von  dieser  systematischen 
Gliederung  keinen  Gebrauch  machen,  da  in  den  vorgetragenen 
Theorien  kinematische  und  dynamische  Sätze  aufs  engste  mit  ein- 
ander verbunden  sind. 

§5. 

In  diesem  Paragraphen  möge  kurz  an  den  wichtigen  Begriff 
der  Arbeit  einer  Kraft  erinnert  werden.  Unter  „Arbeit  einer  Kraft 
in  Bezug  auf  eine  Elementarverschiebung  ihres  Angriffspunktes"  ver- 
steht man  das  Produkt  aus  der  Grösse  der  Verschiebung  in  die 
Projektion  der  Kraftintensität  auf  die  Richtung  dieser  Verschiebung. 
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Macht  also  die  Kraft  K  den  Winkel  y  mit  der  Richtung  des 
vuu  ihrem  Angriffspunkte  beschriebenen  Elementarweges,  so  ist  die 
bezägliche  Elementararbeit  der  Kraft 

dA  =  K,  cos  ^.(Is. 

Diese  Arbeit  ist  positiv  oder  negativ  je  nach  dem  Zeichen  vor 
cosy,  und  sie  wird  Null,  wenn  die  Richtung  der  Kraft  senkrecht 
steht  auf  ds. 

Aus  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  an  einem  Punkt 
angreifenden  Kräfte  zieht  man  leicht  den  Satz: 

„Die  Arbeit  der  Resultante  der  an  einem  Punkt  angreifenden 
Kräfte  ist  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  der  Componenten.'' 

Sind  also  X,  F,  Z  die  Componenten  einer  Kraft  R  nach  drei 
rechtwinkligen  Axen  im  Raum,  so  ist  die  Arbeit  der  Kraft  in  Be- 
zug auf  die  Verschiebung  ds  des  Angriffspunktes 

dAR  =  Xd8cos(a,  cb)+Frf«cos(y,  ds)-{-Zd8cos(Zj  ds), 

aber 

dsco»(a,  ds)  =  da,    (hcos(y,  ds)  =  di/,     d8C0s(z,  ds)  =  dz, 

daher 

dÄR  =  Xda+Ydy  +  Zdz 

der  aus  der  analytischen  Mechanik  bekannte  Ausdruck. 

Ganz  analog  haben  wir  den  Satz: 

„Ist  die  Verschiebung  ds  des  Angriffspunktes  einer  Kraft  die 
Resultante  einer  Reihe  von  Verschiebungen,  so  ist  die  Arbeit  der 
Kraft  in  Bezug  auf  ds  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  dieser  Kraft 
in  Bezug  auf  die  compinirenden  Bewegungen.^ 

Betrachten  wir  noch  den  besonderen  Fall,  dass  die  Verschie- 
bung des  Angriffspunktes  einer  Kraft  K  in  einer  Rotation  um  eine 
feste  Axe  besteht.  Der  Winkel,  den  die  Kraftrichtung  mit  dieser 
Axe  macht,  sei  ip.  Wir  zerlegen  K  in  zwei  Kräfte,  deren  eine  der 
Rotationsaxe  parallel  ist,  während  die  andere  in  einer  durch  den 
Angriffspunkt  gehenden,  zur  Axe  senkrechten  Ebene  liegt.  Die 
erstgenannte  Componente  steht  auf  der  Verschiebung  senkrecht, 
leistet  also  in  Bezug  auf  dieselbe  keine  Arbeit.  Die  zweite  Com- 
ponente nennen  wir  P,  Die  Entfernung  des  Angriffspunktes  von 
K  von  der  Rotationsaxe  möge  r  sein;    dann  ist  die  Verschiebung 
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dieses  Punktes 

ds  =  rda, 

wenn  da  die  elementare  Rotationsamplitude  bezeichnet.  Dabei 
steht  rfs  senkrecht  auf  r.  Die  Arbeit  von  P  in  Bezug  auf  ds  ist 
nun  wieder 

dA  =  Pcos(P,  rf8)c/«  =  Pcosif.rda, 

Aber 

(P,  ds) + (ds,  r)  -h(r,  P)  =  l80^     ((fe,  r)  =  90^ 

folglich 

rcosy  =^, 

wenn  2>  den  senkrechten  Abstand  der  Rotationsaxe  von  P  bedeutet, 

oder  also  die  kürzeste  Distanz  zwischen  K  und  der  Rotationsaxe. 

Die  Arbeit  von  Ä"  in  Bezug  auf  die  vorliegende  Rotation  ist 

also 

dA  =  Ksirnp.p.da. 

Die  Grösse  Ksmtp.p  wird  als  das  Moment  der  Kraft  K  in  Bezug 
auf  die  Rotationsaxe  bezeichnet. 

Betrachten  wir  nun  ein  starres  System,  so  ist  sofort  klar,  dass 
in  Bezug  auf  Translation  ein  an  dem  System  wirkendes  Kräftepaar 
keine  Arbeit  leistet,  indem  die  Arbeiten  der  Seitenkräfte  einander 
entgegengesetzt  gleich  sind. 

Untersuchen  wir,  ob  und  welche  Arbeit  ein  Paar  (AT,  — K) 
leistet  in  Bezug  auf  eine  einem  starren  System  ertheilte  Rotation 
da  um  eine  feste  Axe.  Dabei  kann  nach  §  4  die  Lage  des  Paares 
immer  so  angenommen  werden,  dass  sein  Arm  senkrecht  auf  der 
Rotationsaxe  steht.  Wii*  zerlegen  das  gegebene  Paar  in  zwei  an- 
dere, deren  eines  in  einer  zur  Rotationsaxe  parallelen  Ebene  wirkt, 
das  also  keine  Arbeit  leistet  in  Bezug  auf  da;  während  das  zweite 
componirende  Paar  in  einer  zur  genannten  Axe  senkrechten  Ebene 
liegt.    Dieses  Paar  besteht  also  aus  den  Seitenkräften 

P  =  Ksin  xp,    — P  =  — iTsin  xp, 

wenn  wir  uns  in  den  Bezeichnungen  an  das  obige  anschliessen. 
Nun  möge  P  um  die  Strecke  x,  und  — P  um  die  Strecke  (a — k) 
von  der  Rotationsaxe  abstehen,  wo  k  den  Arm  des  gegebenen 
Paares  bedeutet.     Dann  ist  nach  obigem  die  Arbeit  des  Paares  ge- 
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geben  durch 

dA  =  KÄnijj.xda — Ksmip.(x — k^da^ 

dA  =  Kksinipda, 

Ist  das  Axenmoment  des  Paares  parallel  der  Rotationsaxe,  so  ist 
}p  =  90\  also 

dA  =  Kk.da. 

Das  wesentliche  Maass  der  Arbeit  eines  Kräftepaares  ist  sein 
Moment. 

Da  sowohl  Kräftepaare,  als  auch  Rotationen  hinsichtlich  ihrer 
Zusammensetzung  denselben  Gesetzen  folgen,  wie  Einzelkräfte,  so 
schliessen  wir  die  den  oben  gegebenen  analogen  Sätze: 

„Ist  ein  Kräftepaar  aus  mehreren  anderen  zusammengesetzt, 
so  ist  seine  Arbeit  in  Bezug  auf  eine  Rotation  gleich  der  Summe 
der  Arbeiten  der  Componenten  in  Bezug  auf  diese  Rotation." 

„Ist  eine  Rotation  die  Resultante  mehrerer  anderer  Rotationen 
um  sich  schneidende  Axen,  so  ist  die  Arbeit  eines  Kräftepaares  in 
Bezug  auf  die  resultirende  Rotation  gleich  der  Summe  der  Arbeiten 
des  Paares  in  Bezug  auf  die  componirenden  Rotationen." 

§6. 

Mit  der  Kenntniss  des  Begriffs  der  Arbeit  lässt  sich  auch  ein 
allgemeines  Princip  der  Mechanik,  auf  welches  Lagrange  seine 
Mecanique  analytique  aufgebaut  hat,  leicht  formuliren. 

Wenn  nämlich  die  an  einem  starren  Punktsysteme  angreifen- 
den Kräfte  für  keine  der  für  ihre  Angriffspunkte  möglichen  Ver- 
schiebungen Arbeit  leisten,  so  bleibt  offenbar  das  System  in  Ruhe, 
oder  die  Kräfte  stehen  im  Gleichgewicht. 

Dies  ist  das  Princip  der  virtuellen  Verschiebungen  oder 
virtuellen  Geschwindigkeiten.  Seinen  analytischen  Ausdruck 
findet  man  nach  obigem  leicht: 

2(X6x-h  YSy-hZSz)  =  0, 

wo  durch  das  Variationszeichen  S  virtuelle  Verschiebungen  be- 
zeichnet sind;  also  solche,  die  überhaupt  mit  den  geometrischen 
Bedingungen  des  Punktsystems  vereinbar  sind.  Für  eine  wirklich 
eintretende,  actuelle,  Verechiebung  bleibt  das  Zeichen  d  vorbe- 
halten. 
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Das  Princip  der  virtuellen  A^erschiebungen  ist  durch  d'Alem- 
bert  auch  zur  Grundlage  der  Kinetik  gemacht  worden  durch  die 
Betrachtung  der  sogenannten  „verloren  gegangenen^  Kräfte.  Den- 
ken wir  uns  ein  starres  System  bestehend  aus  den  Punkten 
7/1,  m\  m"  etc.,  wo  die  m  auch  gleichzeitig  die  Massen  der  betr. 
Punkte  bedeuten  sollen.  An  diesen  Punkten  mögen  nun  resp.  die 
Kräfte  P,  P',  P"  etc.  angreifen.  Es  ist  nun  klar,  dass  irgend  ein 
beliebiger  dieser  Punkte,  etwa  w,  sich,  wegen  seiner  starren  Ver- 
bindung mit  allen  anderen  Systempunkten,  unter  dem  Einfiuss  der 
Kraft  P  jetzt  anders  bewegen  wird,  als  wenn  er  frei  wäre  und 
diese  Kraft  wirkte  auf  ihn.  Insbesondere  wird  seine  wirkliche  Be- 
schleunigung nach  Richtung  und  Grösse  verschieden  sein  von  der, 
die  er  als  freier  Punkt  unter  dem  Einfluss  von  P  annehmen  würde. 
Und  es  kommt  also  nur  die  in  die  Richtung  der  wirklichen  Be- 
schleunigung fallende  Componente  zur  Wirkung,  während  die  an- 
dere Componente  durch  die  Verbindungen  der  Systempunkte  com- 
pensirt  wird,  also  in  der  That  für  die  Bewegung  verloren  geht. 

Denken  wir  uns  sowohl  die  wirkliche  Bewegung  von  w,  als 
auch  diejenige,  die  es  unter  dem  Einflüsse  von  P  annähme,  wenn 
es  frei  wäre,  nach  drei  rechtwinkligen  Axen  im  Räume  zerlegt. 
Die  Componenten  von  P  nach  diesen  Axen  seien  resp.  X,  F,  Z, 
also  die  entsprechenden  Componenten  der  Beschleunigung,  die  der 

Punkt  m  als  freier  Punkt  annälime  — X,  — 7,  — Z.    Die  Com- 

w         m        7n 

ponenten  der  wirklichen  Beschleunigung  von  m  sind  resp.  -^, 

73..  J^ 

,^-,    -TÄ'     Verloren  geht  die  geometrische  Differenz  der  Kräfte 
mKp  und  P, 


mtp — P, 

wo  ip  die  ganze  wirkliche  Beschleunigung  von  m  bedeutet.  Die 
Componenten  dieser  verloren  gegangenen  Kraft  nach  den  drei  Axen 
sind: 

'""-W-^^    ^rf^-^'    ^*rf^-^- 

Analog  erhält  man  die  Ausdrücke  der  verloren  gegangenen  Kräfte 
für  die  anderen  Punkte  des  Systems.    Die  Gesaramtheit  aller  dieser 
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Kräfte  bleibt  obüe  Wirkung  auf  die  Bewegung  des  Systems,  leistet 
also  in  Bezug  auf  eine  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Körpers 
keine  Arbeit,  d.  h.  wir  haben 

Diese  specielle  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Verschie- 
bungen heisat  das  d'Alembert'sche  Princip. 

Die  hier  auftretenden  Variationen  8xy  Sy^  dz;  Sx\  dy\  dz'  etc. 
sind  nicht  von  einander  unabhängig.  Denn  der  Umstand,  dass 
Punkte  überhaupt  zu  einem  System  verbunden  sind,  findet  seinen 
analytischen  Ausdruck  in  dem  Bestehen  von  Bedingungsgleichungen 
zwischen  den  Coordinaten  dieser  Punkte,  die  nur  dann  die  unab- 
hängige Bestimmung  einer  Coordinate  gestatten,  wenn  die  Anzahl 
aller  Bedingungsgleichungen  übereinstimmt  mit  der  Anzahl  aller 
Coordinaten.  Die  Bedingungsgleichungen  können  im  allgemeinen 
auch  noch  die  Zeit  enthalten.  Wir  werden  diesen  Fall  indess  nicht 
explicite  betrachten,  da  er  bei  dem  starren  Systeme  nicht  eintritt. 

Seien 

/  =  c,     y  =  c, ,     ... 

die  Bedingungsgleichungen  eines  starren  Systems,  so  bestehen  für 
die  Variationen  d  immer  die  Gleichungen: 


(B) 


Die  Anzahl  der  da,  dy,  dz  ist  nun  3n,  wenn  das  System  aus  n 
Punkten  gebildet  wird.  Bestehen  also  m  Bedingungsgleichungen, 
so  kann  man  mit  deren  Hülfe  m  Variationen  aus  der  Gleichung  (A) 
eliminiren  und  die  übrig  bleibenden  3n — w  sind  dann  von  ein- 
ander unabhängig.  Die  linke  Seite  der  so  umgestalteten  Glei- 
chung (A)  kann  dann  nur  Null  werden,  wenn  jeder  Summand 
Null  wird;  d.  h.  die  Coefßcienten  der  übrig  gebliebenen  Variationen 
sind  jeder  für  sich  gleich  Null.  Man  erhält  also  3/i — vi  Gleichun- 
gen, die  zur  Darstellung  der  3n — m  unabhängigen  Coordinaten  hin- 
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reichend  sind ;  d.  h.  die  erhaltenen  Gleichungen  sind  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  des  Systems. 

Die  angedeutete  Elimination  bewirkt  man  auf  die  Weise,  dass 
man  die  Gleichungen  (B)  resp.  mit  Factoren  A,  jU,  . . .  multiplicirt 
und  von  (Ä)  substrahirt.  Die  so  aus  (A)  entstandene  Gleichung 
heisse  (A').  Die  Multiplicatoren  sind  nun  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Coefficienten  von  m  der  Variationen  Ac,  iy,  dz,  in  (A')  iden- 
tisch verschwinden.  Durch  Nullsetzen  der  Coefficienten  der  übrig 
bleibenden  3w — m  Variationen  ergeben  sich  dann  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung.  Das  Verfahren  wird  sich  also  so  ge- 
stalten, dass  man  die  Coefficienten  sämmtlicher  3n  Variationen  in 
(A')  gleich  Null  setzt,  aus  diesen  3n  Gleichungen  die  m  Grössen 
A,  ju,  . . .  eliminirt  und  so  die  3n — m  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  des  Systems  erhält. 

Man  führt  indessen  diese  Elimination  nicht  praktisch  aus, 
sondern  behält  sich  dieselbe  vor  und  läjsst  die  m  Grössen  A,  ju,  . . . 
in  den  Gleichungen  der  Bewegung  stehen,  sodass  diese  also  lauten : 


(C) 


-5  =  ^+^f+4f- 

iPz  V  ,   .   df  d(p 


dt'  'dz    '  ^  öc 

und  analoge  drei  Gleichungen  für  jeden  der  übrigen  (n — 1)  System- 
punkte. 

Dabei  bedeuten  X,  fi,  , . .  in  allen  3n  Gleichungen  dieselben 

m  Grössen. 

Dies  sind  Lagrange 's  Gleichungen  der  Bewegung  eines  durch 
beliebige  Bedingungen  gebundenen  Systems. 

Für  die  thatsächliche  Bestimmung  der  Multiplicatoren  verweisen 
wir  auf  Herrn  Kirchhoffs  Mechanik  und  auf  Jacobi's  Vor- 
lesungen über  Dynamik  (herausgegeben  von  Lettner). 

Wir  haben  hier  die  Gleichungen  (C)  aus  (A)  hergeleitet.  Man 
sieht  leicht,  dass  auch  der  umgekehrte  Weg  hätte  gegangen  werden 
können,  wie  e^  auch  in  der  That  bei  Herrn  Kirchhoff  geschieht. 

Aus  (C)  oder  (A)  erhält  man  (unter  Voraussetzung,  dass  die 
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Zeit  in  den  Bedingungsgleichungen  nicht  vorkommt) 

woraus  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  f^  und  t  folgt 
(D)         2imv'-Simvl  =  j' 2(Xdx+  Ydy+Zdz), 

wo  V  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  zur  Zeit  ty  v^  die- 
selbe Geschwindigkeit  zur  Zeit  t^  bedeutet,  und  wo  also  die  Sum- 
mation  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstrecken  ist. 

Die  Grösse  S\mv^  heisst  die  kinetische  Energie  des  Sy- 
stems. 2(Xdx'^Ydy-\-Zdz)  ist  die  Elementararbeit  der  wirkenden 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  elementaren  Verschiebungen  ihrer  Angriffs- 
punkte. Wir  wollen  nun  auch  von  der  Arbeit  einer  Kraft  in  Be- 
zug auf  eine  endliche  Verschiebung  reden,  indem  wir  als  solche 
die  Summe  (das  Integral)  aller  Elementararbeiten  definiren,  welche 
von  der  Kraft  geleistet  werden  in  Bezug  auf  alle  die  elementaren 
Verschiebungen,  aus  denen  sich  die  endliche  Bewegung  zusammen- 
setzt. 

Gleichung  (D)  besagt  dann,  dass  die  Zunahme  an  kinetischer 
Energie,  welche  das  System  in  dem  Intervall  t — t^  erfahrt,  gleich 
ist  der  von  den  wirkenden  Kräften  in  diesem  Intervall  geleisteten 
Arbeit. 

Die  rechte  Seite  von  (D)  wird  integrabel,  wenn  sich  eine 
Function  ü  so  angeben  lässt,  dass 

^       du       ^       du       ^       du 
A  =  -T>— ,      /  =  -TT- 1     Z  =  -TT—  u.  s.  w. 
ox  ay  dz 

Bezeichnet  man  dann  noch  die  kinetische  Energie  mit  T,  so  ist, 
wenn  die  Zeit  in   ü  nicht  explicite  vorkommt, 

T-T,=  ü-U, 

oder 

T=  ü'H-const. 

Die  Function  ü  heisst  die  Kräftefunction  oder  auch  das  Potential 
der  an  dem  System  angreifenden  Kräfte.  Ist  U  eine  eindeutige 
Funktion^  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung,  dass,  wenn  das  System 
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in  eine  Position  zurückkehrt,  die  es  bereits  einmal  einnahm,  die 
kinetische  Energie  auch  genau  den  damaligen  Werth  wieder  erhält. 

Diesen  Satz  nennt  man  den  Satz  von  der  Erhaltung  der 
Energie.  Und  ein  System,  für  welches  dieser  Satz  gilt,  heisst  ein 
dynamisch  conservatives  System.  In  einem  solchen  System 
ist  also  die  continuirliche  Erzeugung  von  kinetischer  Energie  un- 
möglich. 

Im  Falle  eines  conservativen  Systems  wird  die  Funktion 


U=—fs(X(Lc-^Ydy-{'Zdz)    . 


'o 


auch  als  potentielle  Energie  des  Systems  zur  Zeit  ^  bezeichnet. 
Nennen  wir  sie  Py  so  lässt  sich  die  Gleichung  der  Erhaltung  der 
Energie  auch  so  schreiben 

r-hP=const. 

T+P  nennt  man  auch  die  totale  Energie  des  Systems,  die  also 
constant  bleibt. 

Für  ein  eingehendes  Studium  der  Theorie  der  Energie  verweisen 
wir  auf  die  Natural  Philosophy  der  Herren  Thomson  und  Tait, 
und  insbesondere  auf  Herrn  F.  Neumann's  Einleitung  in  die 
theoretische  Physik  (Kapitel  IV). 

§7- 

Nachdem  wir  die  Hülfsmittel  kennen  gelernt  haben,  mit  denen 
wir  operiren  wollen,  ist  es  nun  auch  möglich,  eine  Definition  zu 
geben  von  der  Aufgabe  der  Mechanik. 

Und  zwar  wollen  wir  die  Aufgabe  der  Mechanik  finden  in 
der  Beschreibung  der  Bewegungen  nach  ihrer  Individua- 
lität und  nach  ihrem  Zusammenhang  untereinander. 
Diese  Definition  ist  in  succincterer  Form  von  Herrn  Kirchhoff 
aufgestellt  w^orden.  Ich  habe  absichtlich  eine  etwas  breitere  Fas- 
sung gewählt,  da  die  Kirch  hoff 'sehe  Definition  leicht  bei  dem 
Anfanger  den  Irrthum  erwecken  kann,  als  ob  mit  einer  (im  allge- 
meinen Sinne)  graphischen  Beschreibung  der  Bewegungen  alles  ge- 
than  wäre  in  der  Mechanik.  Wenn  wir  aber  die  Bewegungen  zu 
beschreiben  suchen,  auch  nach  ihrem  Zusammenhang  unter- 
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einander,  so  ist  auch  dem  Causalitätsbedürfniss  innerhalb  der  uns 
nun  einmal  gezogenen  Grenzen  völlig  genügt. 

In  dieser  Hinsicht  dürfte  auf  die  Entdeckungsgeschichte  des 
Neptun  zu  verweisen  sein,  die  neuerdings  durch  Herni  Tisserand 
imAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  Tan  1885  eine 
schätzenswerthe  Darstellung  gefunden  hat. 

Die  Beschreibung  der  Bewegungen  soll  eine  vollständige 
sein  und  sie  soll  mit  den  jederzeit  einfachsten  uns  zur  Verfügung 
stehenden  Mitteln  geschehen. 

Die  erste  Bedingung  ist  selbstverständlich.  Die  andere  Be- 
dingung aber,  die  Bewegungen  einfach  zu  beschreiben,  wird  trotz 
ihrer  Nothwendigkeit  immer  nur  relativ  erfüllt  werden  können,  in- 
dem sie  von  dem  augenblicklichen  Stand  unserer  mathematischen 
Kenntnisse  in  erster  Linie  abhängig  ist. 

Die  Geschichte  der  Astronomie  und  Physik  liefern  manche  Bei- 
spiele hierfür. 


Kapitel  IL 
Specielle  Fundamentalbegrlffe. 

Windungen  und  Dynamen. 

§1- 

Die  Kinetik  staiTer  Systeme  (oder  Körper)  hat  sich  zunächst 
mit  dem  Probleme  zu  beschäftigen: 

„Ein  starrer  Körper  steht  unter  der  Einwirkung  bestimmter 
Kräfte  und  ist  ausserdem  gewissen  seine  Bewegung  einschränken- 
den, modüicirenden  Bedingungen  unterworfen.  Man  soll  die  Lage 
dieses  Körpers  für  jeden  Augenblick  einas  bestimmten  Zeitabschnittes 
angeben." 

Diese  Aufgabe  muss  so  gelöst  werden,  dass,  wenn  irgend  eine, 
aber  bestimmte.  Lage  des  Körpers  als  dessen  Anfangslage  angesehen 
wird,  es  möglich  ist,  irgend  eine  einer  anderen  Epoche  zukommende 
Lage  des  Körpers  aus  jener  ersten  abzuleiten. 
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Es  handelt  sich  also  zunächst  darum  eine  Methode  zu  finden, 
vermöge  deren  sich  in  einfacher  und  vollkommener  Weise  eine 
Lage  des  Körpers  auf  eine  andere,  als  Fundamentalposition  ange- 
nommene beziehen  lässt. 

Wenn  es  sich  um  einen  einfachen  Punkt  handelt,  so  Lst  die 
Sache  leicht  genug.  Denn  die  natürlichste  Art  und  Weise  um  den 
Ort  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  einen  Fundamentalpunkt  A  zu 
beziehen  ist  doch  immer  die,  dass  man  sich  die  gerade  Linie  ver- 
gegenwärtigt, längs  welcher  ein  Punkt  fortschreiten  muss,  um  von 
A  nach  P  zu  gelangen.  Um  die  Vorstellung  vollkommen  zu  machen, 
muss  dann  noch  die  Zeit  angegeben  werden,  innerhalb  deren  der 
genannte  Weg  durchlaufen  worden  ist. 

Handelt  es  sich  dagegen  um  ein  starr  verbundenes  System 
von  Punkten,  also  um  einen  Körper,  so  muss  man  mit  Poinsot 
zugeben,  dass  wir  a  priori  durchaus  keine  Anschauung  von  dem 
Vorgang  der  Bewegung  eines  solchen  Systems  besitzen.  Wir 
können  uns  unendlich  viele  Arten  denken,  auf  die  das  System 
aus  einer  Lage  in  eine  andere,  auch  wenn  dies  eine  Nachbar- 
position ist,  gelangen  kann.  Alle  diese  Uebergangsarten  sind 
möglich. 

Wenn  es  sich  aber  darum  handelt,  die  Bewegung  eines  sturren 
Systems  wissenschaftlich  zu  beschreiben,  so  müssen  wir  unter  allen 
diesen  möglichen  Uebergängen  denjenigen  aussuchen,  der,  nach 
unserem  Wissen,  der  einfachste  ist  und  der  gleichzeitig  die  Be- 
dingung erfüllt,  den  Vorgang  vollkommen  und  eindeutig  dar- 
zustellen. 

Den  beiden  letzten  Forderungen  kommt  der  im  L  Kapitel  ent- 
wickelte Satz  von  Chasles  in  völlig  genügendem  Maasse  entgegen. 
Der  Absicht,  die  Bewegung  des  Systems  so  einfach,  als  uns  mög- 
lich, zu  beschreiben,  entsprechen  wir  durch  die  Festsetzung,  dass 
die  in  irgend  einem  Momente  des  betrachteten  Zeitintervalles  statt- 
findende Elementartranslation  zur  Gesammttranslation  in  demselben 
Verhältniss  stehen  soll,  wie  die  in  dem  gleichen  Momente  statt- 
findende Elementarrotation  zu  der  Gesammtrotation.  Es  kommt 
dies  also  darauf  hinaus,  dass  wir  annehmen,  dass  während 
des  vorliegenden  Zeitintervalles  die  Translationsgeschwindigkeit 
ein  constantes  Verhältniss  zur  Rotationsgeschwindigkeit  beibehalte. 
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Während  also  der  Chasles'sche  Satz  die  allgenieiuäte  Bewegung 
eines  starren  Systems  nur  generell  als  eine  helicoidale  beschreibt,  ist 
nach  der  obigen  Festsetzung  die  Bewegung  des  Systems  genau  die- 
selbe, als  ob  es  fest  verbunden  sei  mit  einer  längs  ihrer  Schraube  *) 
bewegten  Schraubenmutter;  wobei  diese  Schraube  völlig  bestimmt 
ist  hinsichtlich  ihrer  Lage  im  Räume  und  der  Anzahl  ihrer  Züge 
auf  die  Längeneinheit. 

um  nun  die  so  erlangte  Vorstellung  verwerthen  und  mathe- 
matisch zum  Ausdruck  bringen  zu  können,  führen  wir  den  Begriff 
des  Parameters  einer  Schraube  ein. 

Wir  wollen  unter  dem  Parameter  einer  Schraube  diejenige 
geradlinige  Strecke  verstehen,  um  welche  eine  längs  ihrer  Schraube 
sich  bewegende  Schraubenmutter  vorwärtsschreitet,  wenn  sie  gleich- 
zeitig sich  um  einen  Winkel  dreht,  dessen  Bogen  gleich  der  Ein- 
heit des  Bogenmaasses  ist. 

Der  Parameter  ist  also  eine  Liniengrösse,  eine  Strecke. 

Der  zunächst  sich  darbietende  Vortheil  dieser  Festsetzung  be- 
steht darin,  dass  man  die  einen  beliebigen  Drehungswinkel  ent- 
sprechende Translationsstrecke  der  Schraubenmutter  erhält,  wenn 
man  den  in  Bogenmaass  ausgedrückten  Drehungswinkel  mit  dem 
Parameter  multiplicirt. 

Andererseits  ist  es  uns  aber  nun  auch  möglich  den  Begriff 
der  Schraube,  mit  dem  wir  bisher  immer  nur  als  mit  einem  ge- 
wissermaassen  physischen  Hilfsmittel  für  die  Anschauung  operirten, 
in  abstracter  für  die  spätere  theoretische  Anwendung  verwendbaren 
Weise  zu  definiren. 

Und  zwar  können  wir  eine  Schraube  definiren,  als  eine 
gerade  Linie  im  Räume,  der  eine  bestimmte  lineare 
Grösse,  der  Parameter,  associirt  ist. 

W^ir  werden  die  Schrauben  stets  durch  kleine  griechische 
Buchstaben  bezeichnen.  Dabei  muss  aber  beachtet  werden,  dass 
es  sich  hier  wirklich  nur  um  eine  Bezeichnung,  um  ein  Symbol 
handelt.  Denn  eine  Schraube  ist  keine  arithmetische  Grösse.  Wenn 
daher  von  einer  Schraube  a  die  Rede  ist,  so  kann  dies  a  nie  in 
eine  der  analytischen  Relationen,  welche  wir  finden  werden,  ein- 


•)  Dies  Wort  im  alltäglichen  Sinne  genommen. 
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treten.  Dieses  a  ist  ein  Zeichen,  unter  welchem  alles  zusammen- 
gefasst  ist,  was  in  dem  Begriff  der  Schraube  enthalten.  Es  sind 
aber  fünf  Grössen  nöthig,  um  eine  Schraube  (geometrisch  oder  ana- 
lytisch) genau  zu  bestimmen:  vier  Grössen  erfordert  die  Bestimmung 
einer  Raumgeraden,  und  um  eine  Gerade  im  Räume  als  Schraube 
ansehen  zu  können,  müssen  wir  noch  eine  fünfte  Grösse,  den  Para- 
meter, hinzunehmen. 

Den  Parameter  werden  wir  stets  durch  ein  kleines  lateinisches 
p  bezeichnen  und  einen  Index  zum  Hinweise  auf  die  Schraube  hin- 
zufügen, der  der  Parameter  angehört.  Es  wird  also  pa  der  Para- 
meter der  Schraube  a  sein. 

Für  die  Anwendung  ist  zu  bemerken,  dass  der  Parameter  die 
Maasszahl  einer  Strecke  ist. 

§2. 

Von  fundamentalerer  Wichtigkeit  noch,  als  die  Annahme  des 
oben  gegebenen  Begriffs  der  Schraube,  ist  die  Einführung  zweier 
Begriffe,  deren  einer  der  Kinematik  des  starren  Systems  angehört, 
während  der  andere  in  der  Dynamik  seinen  Platz  findet. 

Man  hat  vor  dem  Erscheinen  der  grossartigen  Forschungen 
Herrn  R.  BalTs  stets  daran  festgehalten,  die  allgemeine  Bewegung 
eines  starren  Systems  zu  zerlegen  in  eine  Translation  und  eine 
Rotation.  Man  hat  diese  beiden,  wie  ich  sagen  will,  kinematischen 
Elemente,  die  im  allgemeinen  nicht  in  einander  übergeführt  werden 
können,  in  den  mechanischen  Untersuchungen  auch  stets  in  ihrer 
Heterogeneität  nebeneinander  bestehen  lassen. 

Es  war  dies  eine  Betrachtungsweise,  welche  ich  der  alten  Be- 
handlung der  realen  und  imaginären  Zahlen  gewissermaassen  als 
Analogon  zur  Seite  stellen  möchte.  Wie  nun  auf  diesem  Gebiete 
der  Arithmetik  die  moderne  Mathematik  die  bedeutsamsten  Fort- 
schritte gemacht  hat  durch  die  Verbindung  beider  Zahlenarten  zu 
einer  einzigen  Zahlenart,  derjenigen  der  complexen  Zahlen,  so  ist 
auch  für  die  Mechanik  das  gleiche  zu  hoffen  durch  consequentes 
Befolgen  des  Gedankens  des  Herrn  Ball,  die  beiden  bei  der  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  auftretenden  heterogenen  kinemati- 
schen Elemente  zu  einem  einzigen  zu  verbinden,  welches  sich 
zugleich  streng  anlehnt  an  den  oben  gegebenen  Begriff  der  Schraube. 
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Das  neue  kinematische  Element  wollen  wir  als  Windung  be- 
zeichnen.  IJm  den  Contact  mit  der  älteren  Vorstellung  strenge 
herzustellen,  definiren  wir: 

Ein  Körper  erfahrt  eine  Windung  um  eine  Schraube,  wenn  er 
um  dieselbe  gedreht  wird,  w^ährend  er  gleichzeitig  parallel  zu  der- 
selben verschoben  wird  um  eine  Strecke,  welche  gleich  ist  dem 
Producte  aus  dem  Parameter  der  Schraube  und  dem  Bogenmaass 
des  Drehungswinkels. 

Wir  können  somit  dem  kinematischen  Fundamentalsatze  des 
I.  Kapitels  die  folgende  Form  geben: 

„Die  canonische  Form,  auf  welche  die  Bewegung 
eines  starren  Systems  stets  gebracht  werden  kann,  ist 
eine  Windung  um  eine  Schraube." 

Mit  diesem  Begriff  der  Windung  werden  wir  also  hinfort  ope- 
riren  als  mit  einem  homogenen,  einzigen  Begriff. 

Es  wird  sich  weiter  unten  zeigen,  dass,  wenn  ein  Körper 
mehrere  Windungen  nach  einander  ausführt,  seine  endgültige  Lage 
.stets  auch  durch  eine  einzige  Windung  hätte  erreicht  werden  kön- 
nen. Diese  letztere  Windung  werden  wir  als  die  rcsultirende 
AVindung  bezeichnen. 

Wie  wir  im  I.  Kapitel  gesehen  haben,  gilt  der  Chasles'sclie 
Satz  über  die  Bewegung  eines  starren  Systems  auch  in  jedem  Mo- 
mente der  Zeit,  während  welcher  die  Bewegung  stattfindet.  In 
jedem  Zeitelemente  erfährt  also  der  Körper  eine  Windung  um 
eine  bestimmte,  für  dieses  Element  vorhandene.  Schraube.  Wir 
wollen  eine  solche  Schraube,  um  die  der  Körper  in  einem  be- 
stimmten Augenblicke  eine  Windung  (Elementarwindung)  aus- 
führt, eine  instantane  Schraube  nennen. 

Für  die  Dynamik  haben  wir  einen  Satz  von  Poinsot,  welcher 
dem  Chasles'schen  kinematischen  Satz  analog  ist,  bereits  im 
I.  Kapitel  entwickelt.  Betreffs  des  Inhaltes  dieses  Poinsot'schen 
Satzes  gilt  ganz  dasselbe,  was  wir  oben  über  den  Chasles'schen 
Satz  gesagt  haben. 

Kräftepaare  und  Einzelkräfte  sind  nicht  auf  einander  reducir- 
bar;  es  sind  wiederum  heterogene  Elemente. 

Wir  werden  demnach  auch  in  der  Dynamik  an  Stelle  dieser 
l>eiden  heterogenen  Elemente-  ein    einziges   aus   ihrer  Verbindung 

Ball,   MeclMUlk.  4 
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entstandenes  einführen.  Der  Poinsot  sehe  Satz  führt  die  Reduction 
eines  an  einem  starren  Körper  wirkenden  Kräftesystems  dahin  au2>. 
dass  dasselbe  auf  eine  vollständig  bestimmte  Einzelkraft  und  ein 
vollständig  bestimmtes  in  einer  zu  der  Einzelkraft  senkrechten  Ebene 
wirkendes  Paar  zurückgeführt  wird. 

Diese  Zerlegung  des  Gesammtresultats  der  Reduction  eines 
Kräftesystems  wollen  wir  nicht  adoptiren,  sondern  die  Verbindung 
von  Kraft  und  Paar  als  dynamisches  Element  einführen  und  als 
Dyname  bezeichnen. 

Wie  man  aus  Kapitel  I  leicht  entnimmt,  ist  der  Quotient,  welchen 
man  bei  der  Reduction  eines  Kräftesystems  erhält,  indem  man  das 
Moment  des  Kräftepaares  durch  die  Einzelkraft  dividirt,  eine  Li- 
niengrösse.  Wenn  daher  die  Grösse  der  Einzelkraft  gegeben  ist, 
so  erübrigt  zur  vollständigen  Definition  einer  Dyname  nur  noch 
die  Angabe  der  Lage  einer  Geraden,  nämlich  der  Richtungs- 
linie der  Einzelkraft,  und  einer  gewissen  Liniengrösse  als  des 
oben  erwähnten  Quotienten. 

Hieraus  eraieht  man,  dass  auch  der  Begriif  der  Dyname  sich 
an  jenen  der  Schraube  anlehnen  Rsst.  Wir  werden  somit  den 
Ausdruck  „Dyname  an  einer  Schraube"  anwenden  und  dar- 
unter verstehen:  eine  längs  der  Schraube  wirkende  Kraft  und  ein 
in  einer  zur  Schraube  senkrechten  Ebene  wirkendes  Paar,  dessen 
Moment  gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Kraft  in  dem  Parameter 
der  Schraube. 

Dann  lässt  sich  der  Poinsot 'sehe  Satz  kurz  so  ausdrücken: 

„Die  canonische  Form,  auf  welche  ein  an  einem 
starren  Körper  wirkendes  Kräft.esystem  stets  reducirt 
werden  kann,  ist  eine  Dyname  an  einer  Schraube." 

Wirken  an  einem  starren  Systeme  mehrere  Dynamen,  so  kann 
man  stets  diese  durch  eine  einzige  Dyname  ersetzen,  welche  wir 
die  resultirende  Dyname  nennen. 

§3. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  ein  für  allemal  die  Be- 
zeichnungen festsetzen,  deren  wir  uns  im  Folgenden  zu  bedienen 
gedenken. 

Eine  Windung  um  eine  Schraube  a  bedarf  zu  ihrer  vollstän- 
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iligen  Definition  sechs  Grössen.  Fünf  dieser  Grössen  sind  nöthig, 
um  die  Schraube  a  zu  bestimmen.  Die  sechste  ist  metrischer 
Natur  und  'drückt  denjenigen  Dr^hungswinkel  aus,  der  mit  einer 
bestimmten  Translation  verbunden,  die  Windung  bildet.  Diesen 
Winkel  nennen  wir  die  Amplitude  der  Windung  und  bezeich- 
nen ihm  mit  a\ 

Dann  haben  wir  sofort  die  Grösse  der  Translationsstrecke;  da 
diese  das  Product  aus  Windungsamplitude  und  Schraubenparameter 
isf:  also  a'p«. 

Wenn  der  Parameter  ^      ^.     ist,  so  steht  die  Richtunfi;  des 

negativ  ^ 

translatorischen  Theils  der  Windung  zu  der  Richtung  das  rotatori- 
schen Theils  in  derselben  Beziehung,  wie  die  Translationsrichtung 

-    .  ..,    ,.  ,       rechtsgewundenen  ^  ,       ,        ,  ., 

einer  auf  emer  gewöhnlichen  ,.  ,  ,  Schraube  deiten- 

ImkSgewundenen  ° 

den  Schraubenmutter  zu  deren  RotatioiLsrichtung. 

Ist  der  Parameter  Null,  so  reducirt  sich  die  Windung  auf 
eine  reine  Rotation.  Ist  der  Parameter  aber  unendlich  gross,  dann 
existirt  entweder  überhaupt  keine  endliche  Bewegung;  oder  die 
Windung  reducirt  sich,  wenn  gleichzeitig  die  Amplitude  verschwin- 
det, auf  eine  einfache  Translation  parallel  a. 

Die  Aenderung  der  W^indungsamplitude  für  die  Zeiteinheit 
heisse  WMndungsgeschwindigkeit  und  werde  mit  a!  bezeichnet. 

Die  Richtungsverhältnisse  bei  einer  Windung  kann  man  sich 
noch  durch  folgende  Vorstellung  erleichtern:  Man  denke  sich  die 
Schraube  in  der  Axe  liegend,  um  welche  die  Zeiger  einer  ühr  sich 
drehen.  Wenn  nun  die  Windung  in  der  Richtung  der  Bewegung 
der  Zeiger  stattfindet,  so  ist  für  positiven  Parameter  der  translato- 
rische Theil  der  Windung  von  der  Vorderseite  nach  der  Rückseite 
gerichtet;  dagegen  findet  die  Translation  von  der  Rückseite  nach 
der  Vorderseite  statt,  wenn  der  Parameter  negativ  ist.  Diese  Ver- 
hältnisse kehren  sich  um,  wenn  die  Windung  der  Bewegung  der 
Zeiger  entgegengesetzt  ist.  — 

Eine  Dyname  an  einer  Schraube  a  erfordert  zu  ihrer  Bestim- 
mung ebenfalls  6  Grössen,  von  denen  wieder  fünf  auf  die  Bestim- 
mung von  a  entfallen.  Die  sechste,  rein  metrische  Grösse  drückt 
die  Grösse   jener  Kraft  aus,  die  mit  einem  bestimmten  Paar  ver- 

4* 
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bunden,  die  Dyname  bildet.  Wir  nennen  diese  Grösse  die  „Inten- 
sität der  Dyname"  und  bezeichnen  sie  mit  a". 

Dann  haben  wir  sofort  wieder  das  Moment  des  Kräftepaares, 
nämlich,  da  dies  gleich  dem  Product  aus  Intensität  der  Dyname 
und  Parameter  ist,  a^p«. 

Ueber  die  Richtungsverhältnisse  bei  einer  Dyname  wird  sicli 
der  Leser  leicht  selbst  Aufschluss  geben  bei  aufmerksamer  Ueber- 
tragung  des  für  die  Windungen  gesagten. 

§4. 

Die  Kräfte,  welche  wir  im  Folgenden  betrachten  wollen, 
sollen  nicht  ganz  beliebige  sein;  sondern  war  wollen  zwei  einschrän- 
kende Bedingungen  annehmen.  Zunächst  verlangen  wir,  dass  auf 
dem  starren  Körper,  dessen  Bewegung  wir  untei*suchen,  stets  die- 
selben Kräfte  wirken,  wenn  er  dieselbe  Lage  einnimmt. 

Aus  dieser  Bedingung  folgt  zunächst,  dass  alle  die  durch  An- 
ziehung nach  beweglichen  Centren  entstehenden  Bewegungen  nicht 
in  den  Kreis  unserer  Betrachtungen  fallen  werden.  Und  da.<^selbe 
gilt  von  allen  den  Fällen,  wo  man  den  Widerstand  eines  Mediums 
oder  die  Reibung  zu  berücksichtigen  hat.  Denn  im  ersten  Falle 
sind  die  Kräfte  nicht  nur  Functionen  des  Ortes  sondern  auch  der 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers.  Im  zweiten  Falle  sind  sie 
auch  noch  abhängig  von  der  Richtupg  der  Bewegung. 

Obgleich  nun  auf  diese  Weise  die  Grenzen  für  die  Zulässigkeit 
der  unserer  Untersuchung  zu  unterwerfenden  Kräfte  schon  eng  ge- 
zogen sind,  wäre  es  doch  noch  möglich,  dass  wir  innerhalb  dieser 
Grenzen  auf  Kräfte  und  Bewegungen  träfen,  denen  keine  reale  Er- 
scheinung entspräche. 

Wir  fügen  daher  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  in  jedem 
von  uns  zu  betrachtenden  Systeme  die  fortwährende  (uncompensirte) 
Erzeugung  von  Energie  unmöglich  sein  soll,  d.  h.  wir  behandeln 
nur  dynamisch  conservative  Systeme. 

§  fi. 

Für  solche  Systeme  gilt  mm  der  wichtige  Satz: 
„Der  Aufwand  an  Energie,  welcher  erforderlich  ist  zur  Ueber- 
führung  des  Systems  S  aus  einer  Lage  A  in  die  Lage  B  ist  |un- 
abhängig  von  dem  Wege,  auf  dem  diese  Ueberführung  erfolgt.** 
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Seien  L  und  i/ zwei  solche  Wege,  und  nehmen  wir  an,  dass 
weniger  Energie  erfordert  werde ,  um  die  Lagenänderung  de^ 
Systems  vermöge  des  Weges  L  hervorzubringen,  als  auf  dem 
Wege  M, 

Lassen  wir  nun  das  System  sich  von  A  über  L  nach  B  be- 
wegen und  führen  wir  es  von  B  nach  A  zurück  auf  dem  Wege  M. 
Nach  den  im  vorigen  §  gemachten  Festsetzungen  über  die  Kräfte 
folgt  nun,  dass  bei  der  Bewegung  des  Systems  von  B  nach  A  über 
M  genau  ebensoviel  Energie  in  A  erlangt  wird ,  als  zur  üeberfüh- 
rung  des  Systems  von  dieser  Lage  nach  der  Lage  B  auf  dem 
Wege  M  erforderlich  gewesen  wäre.  Nach  Voraussetzung  ist  dieser 
Betrag  aber  grösser  als  der  für  den  Weg  L  nothwendige.  Es  ist 
also  offenbai*  ein  Gewinn  an  Energie  entstanden,  während  das 
System  in  die  Anfangslage,  unter  dieselbe  Einwirkung  derselben 
Kräfte,  zurückgekehrt  ist.  Das  beschriebene  Verfahren  könnte  be- 
liebig oft  wiederholt  werden  und  somit  aus  Nichts  eine  beliebig 
grosse  Energiemenge  erzeugt  werden.  Da  dies  aber  absurd  ist,  so 
ist  der  obige  Satz  bewiesen*). 

§6. 

Aus  diesem  Satz  folgen  nun  sofort  einige  für  die  ganze  Dyna- 
mik wichtige  Bemerkungen. 

Da  nämlich  nach  §  5  die  bei  einer  Lagenänderung  des  Systems 
geleistete  Arbeit  unabhängig  ist  von  dem  Wege  der  Ueberführung, 
so  ist  auch  ohne  Weiteres  der  Satz  bewiesen: 

„Die  Summe  der  in  einer  Reihe  von  Windungen  unter  dem 
Einfluss  einer  Dyname  geleisteten  Arbeiten  ist  gleich  der  in  der 
resultirenden  Windung  geleisteten  Arbeit." 

Zur  Erkenntniss  dieses  Satzes  war  eine  exacte  Definition  des 
Begriffes  „der  unter  dem  Einfluss  einer  Dyname  in  einer  Windung 
geleisteten  Arbeit"  zwar  nicht  unbedingt  erforderlich.  Für  das 
Folgende  ist  es  indessen  nothwendig,  eine  solche  Bestimmung  zu 
besitzen.     Wir  definiren  daher: 

„Die  in  einer  Windung  unter  dem  Einfluss  einer  Dyname 
(oder  wie  wir  auch  sagen  werden,  die  von  einer  Dyname  in  Bezug 

*)  Dieser  Satz  eigiebt  sich  auch  sofort  aus  der  Gleichung  T=  CZ-f-const. 
iu  Kapitel  I,  §  6. 
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auf  eine  Windung")  geleistete  Arbeit  ist  die  Summe  der  Arbeiten, 
welche  von  den  drei  die  Dyname  constituirenden  Kräften  bei  den 
durch  die  Windung  verursachten  Bewegungen  ihrer  Angriffspunkte 
geleistet  werden." 

Auf  Gnind  dieser  Definition  ist  es  nun  möglich  den  folgenden 
Satz  aufzustellen  und  zu  beweisen: 

„Die  Summe  der  von  einer  Reihe  von  Dynamen  in  Bezug  auf 
eine  Windung  geleisteten  Arbeiten  ist  gleich  der  Arbeit,  welche  in 
derselben  Windung  unter  dem  Einflüss  der  resultirenden  Dyname 
geleistet  wird." 

Zum  Beweise  dijBses  Satzes  wollen  wir  uns  zweier  elemen- 
taren Theoreme  erinnern.  Nämlich  P.:  Die  Arbeit  einer  Kraft 
hei  der  Verschiebung  eines  starren  Systems  bleibt  ungeändert,  in 
welchem  Punkte  ihrer  Richtungslinie  wir  auch  immer  die  Kraft 
angreifen  lassen. 

IV.  Wirken  auf  einen  Punkt  eine  Reihe  von  Kräften,  so  ist 
die  von  diesem  bei  einer  Verschiebung  des  Punktes  geleistete  Ar- 
beit gleich  der  von  ihren  Resultanten  in  derselben  Verachiebung 
geleisteten  Arbeit. 

Lassen  wir  nun  auf  ein  gegebenes  starres  System  n  Dynamen 
wirken.  Die  constituirenden  3n  Kräfte  derselben  mögen  in  den 
Punkten  J,,  ...,  A^n  angreifen.  Wir  denken  uns  noch  die  n  ge- 
gebenen Dynamen  ersetzt  durch  die  resultirende  Dyname,  deren 
Coustituirende  in  den  Punkten  P,  Q,  R  angreifen  mögen.  Nun 
zerlegen  wir  die  am  Punkte  Ak  (k=l^  , . ,,  3w)  angreifende  Kraft 
in  drei  Kräfte  nach  den  Richtungen  PAk,  QAk,  RA^.  Dann  ist 
nach  dem  zweiten  Hilfssatze  die  Arbeit  W  der  3w  gegebenen  Kräfte 
gleich  der  Arbeit  der  eben  erhaltenen  9n  Componenten.  Nach  P 
können  aber  von  diesen  9n  Componenten  3w  als  in  P,  3n  in  Q 
und  Sn  als  in  R  angreifend  angesehen  werden,  ohne  dass  die  ge- 
leistete Arbeit  sich  ändere. 

Diese  Arbeit  bleibt  aber  nach  IP  auch  dieselbe,  wenn  für 
jede  der  drei  in  P,  Q,  R  wirkenden  Gruppen  ihre  resp.  Resultante 
eingeführt  wird.  Da  nun  die  drei  so  erhaltenen  Resultanten  die 
Constituirenden  der  resultirenden  Dyname  sind,  so  ist  der  oben 
ausgesprochene  Satz  bewiesen. 
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§7. 

Die  beiden  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Sätze  stehen 
gewiBsermaa^sen  dualistisch  nebeneinander.  Dieser  Dualismus,  der 
zwischen  Windungen  und  Dynamen  stattfindet,  ist  von  grosser 
Wichtigkeit  für  die  Entwicklung  der  theoretischen  Dynamik  und 
wird  uns  im  Folgenden  vielfach  beschäftigen. 

W^endet  man  beide  Sätze  des  §  6  gleichzeitig  auf  die  Bewegung 
eines  starren  Systems  an,  so  gelangt  man  ohne  Mühe  zu  dem  fol- 
genden wichtigen  Theoreme: 

„An  einem  starren  Systeme  möge  eine  Reihe  von  Dynamen. 
Z^,,  ...,  ß«  wirken,  deren  Resultante  B  heisse;  und  das  System 
möge  eine  Reihe  von  Windungen  J,,  ...,  A^  ausführen,  deren 
Re^ultirende  A  sei.  Dann  ist  die  Energie,  welche  verbraucht  oder 
gewonnen  wird,  wenn  das  System  die  Windung  A  unter  dem  Ein- 
fluss  der  Dyname  B  ausführt,  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
mn  Energiemengen,  welche  verbraucht  oder  gewonnen  werden, 
wenn  das  System  der  Reihe  nach  jede  Windung  Ak  unter  den  Ein- 
fluss  jeder  Dyname  ß*  (i  =  1,  2,  . . .,  m;  A=  1,  2,  . . .,  n)  aus- 
fahrt.** 

§8. 

Mit  diesem  Satze  schliessen  wir  zunächst  die  Reihe  der  Fun- 
damentalbegriffe und  Hilfsmittel  ab,  deren  wir  uns  bedienen  wollen 
bei  der  Lösung  der  in  der  Kinetik  starrer  Systeme  auftretenden 
Probleme. 

Eine  vollständige  Lösung  wird  nach  §  1  uns  für  jeden  Zeit- 
punkt des  Intervalles,  in  dem  wir  die  Bewegung  untei-suchen,  eine 
Schraube  liefern  müssen,  derart  dass  das  System  durch  eine  Win- 
dung um  diese  aus  einer  bestimmten  Fundamentalposition  in  die 
g^ebene  Lage  übergeführt  werden  könne,  wobei  sich  selbstver- 
ständlich die  Amplitude  dieser  Windung  auch  als  eine  völlig  be- 
stimmte Grösse  ergeben  muss.  Desgleichen  muss  man  für  jeden 
Zeitpunkt  die  instantane  Schraube  und  deren  Windungsgeschwin- 
digkeit  angeben  können. 

Endlich  muss  die  Resultirende  der  am  Svstem  wirkenden  Dv- 
uamen  sowohl  in  Rücksicht  auf  ihre  Schraube  wie  auf  ihre  Inten- 
.sität  sich  völlig  bestimmt  finden  lassen. 
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Wir  haben  nun  nuch  den  Grad  von  Allgemeinheit  festzusetzon, 
in  dem  wir  die  Kinetik  sturrer  Systeme  hier  behandeln  wollen, 
in  dieser  Hinsicht  sieht  man  leicht  ein,  dass  nun  eine  sehr  geringe 
Ausbeute  an  wichtigen  und  werthvollen  anwendbaren  Resultaten 
zu  erreichen  ist,  wenn  das  Problem  in  seiner  grössten  Allgeraein- 
heit gestellt  wird.  Denn  alle  diejenigen  Fragen,  deren  Lösung  in 
Bezug  auf  die  Erkenntniss  der  Natur  von  Wichtigkeit  ist,  sind  nun 
ganz  specielle  Fälle  in  der  Theorie  starrer  Systeme,  wie  z.  B. 
dai*  berühmte  Problem  der  Rotation  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt. 

W^ir  werden  daher  zunächst  ganz  absehen  davon,  die  Bewe- 
gung eines  starren  Systems  während  einas  endlichen  Zeitraumes  zu 
verfolgen;  und  also  annehmen,  dass  das  System  während  der  Unter- 
suchung entweder  in  oder  doch  unendlich  nahe  seiner  Anfangslage 
bleibe*). 

Bei  näherem  Zusehen  findet  man,  dass  diese  Einschränkung 
nicht  so  gross  ist,  wie  es  auf  den  ei*sten  Blick  erscheinen  möchte. 
Denn  zunächst  sind  innerhalb  der  gesteckten  Grenzen  die  wichtigen 
Theorien  des  Gleichgewichts,  der  Impulsivkräfte  und  der  kleinen 
Schwankungen  völlig  allgemein  und  einschränkungslos  enthalten. 

Andererseits  wird  man  aber  von  den  aufzustellenden  Elemen- 
targesetzen aus  in  jedem  speciellen  Falle  mit  Hilfe  besonderer 
Methoden  auch  zur  Erkenntniss  der  kinematischen  und  dvnami- 
sehen  Verhältnisse  des  Körpers  für  endliche  Zeiten  gelangen  können. 

Weitere  Einschränkungen  werden  wir  der  Untersuchung  nicht 
auferlegen.  Also  werden  keinerlei  specielle  Voraussetzungen  ge- 
macht über  die  Gestalt  des  starren  Körpers  oder  über  die  geome- 
trische Bedingungen,  durch  die  die  Bewegungen  desselben  modificirt 
werden. 

Auch  betreffs  der  wirkenden  Kräfte  behalten  wir  volle  Allge- 
meinheit bei,  denn  wenn  wir  nach  §4  nur  solche  Kräfte  in  Be- 
tracht ziehen  wollen,  die  in  der  Natur  vorkommen,  so  kann  das 
bei  einer  Naturwissenschaft,  wie  es  die  Mechanik  doch  ist,  nicht 
als  Beschränkung  der  Allgemeinheit  gelten. 


*)  Demgemäss  sind   die  WlDdungsainpliludcn  fortan  als  kleine  (irüssen 
I.  Ordnung  anzuseheu. 
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Id  dieser,  mit  obiger  Modification,  völligen  Allgemeinheit  un- 
serer Untersuchungen  liegt  der  Grund  dafür,  dass  man  im  Folgenden 
eine  ganze  Reihe  völlig  neuer  Ergebnisse  vorfinden  wird. 


Kapitel  III. 

Das  Cylindroid. 

§1. 
Nachdem  im  vorigen  Kapitel  bereits  mehrfach  die  Begriffe  der 
resultirenden  Windung  und  resultirenden  Dyname  aufgetreten  sind, 
w  enden  wir  uns  nun  dazu,  die  Existenz  der  Resultirenden  einer 
Reihe  von  Windungen  oder  Dynamen  nachzuweisen,  ^owie  die  Re- 
geln für  die  Herleitung  einer  solchen  Resultirenden  aus  den  com- 
ponirenden  Windungen  oder  Dynamen  herauleiten.  Wir  werden 
dabei  finden,  dass  die  Gesetze  für  die  Composition  von  Windungen 
und  Dynamen  identisch  sind. 

§2. 

Dass  es  für  eine  Reihe  an  einem  starren  System  angreifender 
Dynamen  in  der  That  stets  eine  eindeutig  bestimmte  Resultirende 
geben  muss,  kann  man  auf  folgende  Weise  leicht  einsehen. 

Eö  mögen  an  einem  Körper  n  Dynamen  wirken.  Jede  der- 
selben ist,  wie  wir  wissen,  äquivalent  einem  Kräftesystem.  Die 
Gesammtheit  der  n  Dynamen  kann  daher  zurückzerlegt  werden  in 
n  an  dem  Körper  angreifende  Kräftesysteme.  Diese  n  Einzelsysteme 
vereinigen  sich  dann  zu  einem  Gesammtsysteme  A;  von  welchem 
wir  aus  Kapitel  I  wissen,  dass  es  nur  in  einer  einzigen  Weise  auf 
die  canonische  Form  reducirbar.  Anderei-seits  folgt  aus  den  im 
§  6  Kapitel  II  wiederholten,  Hilfssätzen,  dass  die  Wirkung  des  Ge- 
sammtsystems  auf  den  Körper  gleich  ist  der  aus  den  Einzelsystemen 
hervorgehenden  Gesammtwirkung.  Die  Reduction  auf  die  canonischc 
Form  des  Systems  A  ist  also  in  der  That  in  jeder  Beziehung  die 
Resultante  aus  den  n  Einzelsystemen,  d.  h.  also  auch  aus  den  n  ur- 
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sprÜDgllch  gegebenen  Dynamen.  Diese  Resultante  ist  aber  selbst 
eine  Dyname,  die  sowohl  hinsichtlich  ihrer  Schraube  wie  ihrer 
Intensität  eindeutig  bestimmt  ist. 

Handelt  es  sich  um  die  entsprechende  Frage  bei  Windungen, 
so  führt  folgende  Betrachtung  zum  Ziel.  Man  substituire  in  jeder 
dem  System  ertheilten  Windung  für  die  translatorische  Consti- 
tuirende  da^  dieser  äquivalente  Rotationspaar.  Dann  wird  der  Be- 
wegungszustand des  Systems  gegeben  durch  das  so  entstehende 
ganz  allgemeine,  (weil  auch  Paare  enthaltende)  System  von  Rota- 
tionen. Man  fasse  nun  zunächst  die  Einzelrotationen  ins  Äuge 
und  führe  die  Reduction  dieses  Theils  des  Systems  für  einen  be- 
liebigen Punkt  0  aus;  was  bekanntlich  nach  denselben  Gesetzen 
geschieht,  nach  deneb  die  Reduction  eines  Kräftesystemes  gebildet 
wird.  Man  erhält  also  in  0  eine  Einzelrotation  und  ein  Paar. 
Die  in  dem  gegebenen  System  enthaltenen  Rotatiouspaare  ver- 
schiebe man  nun  auch  noch,  jedes  parallel  mit  sich,  nach  0,  so 
erhält  man  ein  Aggregat  von  Paaren,  dessen  Resultirendes  mau 
nach  Kapitel  I  eindeutig  zu  construiren  weiss.  Das  mit  der  ge- 
gebenen Reihe  von  Windungen  äquivalente  System  von  Rotationen 
ist  daher  in  bekannter  Weise  auf  eine  Einzelrotation  und  ein 
Rotationspaar,  d.  i.  auf  eine  Rotation  und  eine  Translation  zurück- 
geführt. Das  Resultat  kann  dann  noch,  und  zwar  eindeutig,  so 
transformirt  werden,  dass  die  Translationsrichtung  parallel  zur  Ro- 
tationsaxe  wird.  Woraus  man  ersieht,  dass  es  in  der  That  für 
jedes  Windungssystem  eine,  nach  Schraube  und  Amplitude  ein- 
deutig bestimmte,  resultirende  Windung  giebt. 

Andererseits  bemerkt  man  aber  auch  jetzt  schon,  dass  die  Ge- 
setze für  die  Bildung  der  resultirenden  Dyname  und  der  resultiren- 
den  Windung  in  der  That  identisch  sind.  Es  w^ürde  dies  noch 
prägnanter  hervorgetreten  sein,  wenn  in  der  Betrachtung  über  die 
Windungen  für  jede  Windung  das  ihr  äquivalente  System  von 
Einzelrotationen  eingeführt  worden  wäre. 

Der  Grund  dieser  Erscheinung  liegt  darin,  dass  das  geome- 
trische Bild  sowohl  des  Dynamensystemes  (in  dessen  Zurückfnhrung 
auf  das  System  von  Einzelkräften),  wie  auch  das  des  Windungs- 
systemes  (in  seiner  Zurückführung  auf  das  System  von  Einzelrota- 
tionen) gegeben  ist  durch  das  allgemeine  Streckensysteni. 
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Die  Theorie  dieser  Strockensysteme,  von  der  auch  der  wesent- 
liche  Inhalt  des  Principe  der  virtuellen  Verschiebungen  abhängt,  ist 
hauptsächlich  von  A.  F.  Moebius  und  Herrn  Schell  ausgebildet 
worden,  und  dem  letzteren  verdankt  man  eine  streng  systematische 
Darstellung  dei'selben,  aus  der  erst  ihre  ausserordentliche  Wichtig- 
keit so  recht  hervortritt.  Auch  eines  Aufsatzes  von  Rodrigues  ist 
hier  zu  gedenken,  in  der  als  die  Quelle  der  Analogie  zwischen 
der  Composition  von  Rotation  und  der  von  Kräften  eben  das  Prin- 
cip  der  virtuellen  Verriickungen  genannt  wird.  (Lionville's  Jour- 
nal t.  5,  1840,  pag.  436.) 

§3. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Einführung  einer  Grösse,  mit  deren 
Hülfe  Herr  R.  Ball  zunächst  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen 
in  einfacher  und  eleganter  Weise  abgeleitet  hat,  die  aber  auch 
fernerhin  uns  eines  der  werthvollsten  Instrumente  sein  wird  für 
die  Untersuchung  dynamischer  Fragen. 

Wir  nehmen  an,  dass  auf  ein  stan-es  System  eine  Dyname  an 
einer  Schraube  ß  wirke.  Ihre  Intensität  sei  also  ß'\  Nun  er- 
theilen  wir  dem  Körper  eine  (virtuelle)  Windung  um  eine  Schraube  a. 
Die,  nach  Kapitel  II  §  8,  kleine  Windungsamplitude  ist  a\  Wir 
Sachen  einen  Ausdruck  für  die  Arbeit  der  Dyname  in  Bezug  auf 
die  Windung. 

Man  nehme  a  zur  ^-Axe  eines  Systems  orthogonaler  Parallel- 
coordinaten,  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  zwischen  a  und  ß 
zur  y-Axe;  und  eine  Senkrechte  zu  a  und  y  sei  die  ^-Axe.  Den 
kürzesten  Abstand  selber  von  a  und  ß  nennen  wir  d,  und  der  Winkel 
zwischen  a  und  ß  heisse  0*). 

Wenn  wir  nun  die  gegebenen  Dyuamen  zerlegen  in  drei  Ein- 
zelkräfte X,  Yy  Z  parallel  zu  den  Axen  und  drei  Paare,  von  den 


^)  Herr  R.  Ball  giebt  folgende  Vorschrift  zur  einfachen  Unterscheidung 
zwischen  0  und  n  —  0. 

Man  denke  sich  um  d  als  Axe  eine  gewöhnliche  rechUgewundene  Schraube 
und  auf  dieser  eine  Schraubenmutter,  mit  der  a  fest  verbunden.  Wenn  dann 
die  Schraubenmutter  so  gedreht  wird,  dass  a  und  ß  sich  einander  nähern, 
d.h.  also  dass  d  kleiner  wird,  dann  ist  der  Winkel  0  der  kleiner  als  n 
ausfallende  Winkel,  um  den  «  sich  drehen  muss  bis  es  mit  ß  parallel  wird. 
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resp.  Momenten  L,  M^  iV,  in  Ebenen  senkrecht  zu  den  Axen,  su 
erhalten  wir: 

X  =  ^"cos  0;  Y  .-=  ^"sin  0;  Z  ^  0, 

L  =  ß"pjiCOsO—ß''dsiRO;  M  =  ß"pß»inO+ß"dcosO;  N=(K 

Wir  haben  also  die  gegebene  Dyname  auf  vier  Dynamen,  von 
specieller  Art,  zurückgeführt;  nämlich  auf  zwei  Kräfte  und  zwei 
Paare;  und  wir  führen  die  gegebene  Windung  auf  zwei  Windungen 
specieller  Art,  nämlich  auf  eine  Rotation  und  eine  Translation  zu- 
rück. Nunmehr  wenden  wir  auf  diesen  Fall  den  Satz  des  §  7  an. 
wonach  die  von  der  gegebenen  Dyname  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Windung  geleistete  Arbeit  gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der 
8  Arbeitsmengen,  welche  durch  die  Arbeiten  in  Bezug  auf  jede 
der  vier  componirenden  Windungen  entstehen.  Sechs  dieser  Bei- 
träge zu  der  Gesammtarbeit  sind  aber,  wie  man  gleich  sieht,  Null. 
In  der  That  kann  bei  einer  Rotation  um  die  ^-Axe  nur  das  Paar  L 
Arbeit  verrichten. 

Da  die  Rotationsamplitude  a'  ist,  so  ist  der  Betrag  der  von  L 
geleisteten  Arbeit 

a'ß"(pßCoaO — (isin  0). 

Andererseits  kann  in  Bezug  auf  die  translatorische  Constituirendc 
der  gegebenen  Windung  nur  X  Arbeit  verrichten.  Die  Grösse  der- 
selben ist,  da  paCi'  die  Translationsstrecke  Ist. 

a'ß'^paCOü(K 

Daraus  ergiebt  sich  für  die  von  der  gegebenen  Dyname  in  Bozuj? 
auf  die  dem  System  ertheilte  Windung  geleistete  Gasammtarbeit 
der  Ausdruck 

jr=  «V"IO^.+iV)«osO— c/siu  Oj. 

Der  wesentliche  Theil  dieses  Ausdruckes  ist  die  Grösse 

(pa  -hp,i)cos  0 — r/sin  O. 

Diese  Grösse,  welche  wir  stets  mit 

bezeichnen  werden,  hat  von  Herrn  R.  Ball  den  Namen  „des  virtuellen 
CoefBcienten  der  beiden  Schrauben  «  und  ß^  erhalten;  was  für 
uns  auch  maassgebend  sein  wird.  In  einzelnen  Fällen  werden  wir 
allerdings  auch  von  „dem  virtuellen  CoefBcienten  der   Dyname  ß 
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in  Bezug  auf  die  Windung  a"  reden.  Im  allgemeinen  aber  ist  der 
Ball'sche  Ausdruck  unbedingt  der  bessere  und  richtigere,  denn 
der  virtuelle  Coefficient  hängt  nur  von  Grössen  ab,  die  sich  auf 
Schrauben  allein  beziehen,  und  hat  auch,  ohne  Rücksicht  auf 
Dynamen  und  Windungen,  eine  ganz  bestimmte  geometrische 
Bedeutung. 

Der  virtuelle  Coefficient  ist  einer  der  Hauptfactoren  in  der 
schönen  Theorie  der  Dynamik  starrer  Systeme,  welche  wir  Herrn 
Ball  verdanken. 

An  dieser  Stelle  sei  zunächst  darauf  verwiesen,  dass  20«,? 
sjTnmetrisch  ist  in  Beziehung  auf  j)«  und  pß^  sodass  es  also  un- 
verändert bleibt,  wenn  die  Dynamenschraube  mit  der  Windungs- 
schraube vertauscht  wird.  Aus  dieser  Symmetrie  lässt  sich  w^ie- 
(lerum  die  Identitüt  der  Gesetze  für  die  Composition  von  Dynamen 
und  Windungen  ableiten.  Insbesondere  aber  führt  die  Discussion 
des  Falles,  dass 

zu  ganz  ausserordentlicli  bedeutenden  Ergebnissen  fiir  unsere 
Theorie*). 

§4. 

In  diesem  Paragraphen  wollen  wir  den  ganz  allgemeinen  Ge- 
dankengang wiedergeben,  den  Herr  Ball  zur  Auffindung  der  Ge- 
setze der  C'omponirung  von  Windungen  und  Dynamen  skizzirt  ist. 

Nehmen  wir  an,  drei  Windungen  um  drei  Schraul)en  a,  ß,  y 
besassen  die  Eigenschaft,  dass  der  Körper  nach  der  letzten  Win- 
dung (um  y)  wieder  in  dieselbe  Lage  zurückgeführt  sei,  die  er  vor 
der  ersten  Windung  (um  a)  eingenommen  hatte. 

Dann  muss  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  eine  beliebige 
Dyname  auf  irgend  einer  Schraube  ij  in  Bezug  auf  die  gegebenen 

•)  Der  Leser  möge,  mit  Ilnlfe  des  virtuellen  Coefficienten,  den  Beweis 
führen,  dass  zwei  Dynamen  auf  verschiedenen  Schrauben  und  von  endlichen 
Intensitäten  nicht  im  Gleichgewicht  sein  K<>nnen.  Der  analoge  Satz  gilt  auch 
für  Windungen.  Die  Beweise  sind  übrigens  schon  in  dem  in  Kap.  I  über  die 
canonischen  Reduktionen  der  Kraft-  und  der  Rotationssysteme  gesagten  ent- 
halten. Aus  dem  dortigen  ersieht  man  auch,  wann  zwei  Dynamen  oder  zwei 
Windungen  bei  zusammenfallender  Schraube  einander  aufheben  (Gleichheit  der 
Parameter,  Summe  der  Intensitäten  oder  Windungen  gleich  Null). 
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drei  Windungen  leistet,  nach  früherem  Null  sein.  Dies  ergiebt  die 
Gleichung 

Solcher  Gleichungen  bestehen  aber  unendlich  viele  (von  denen  sechs 
unabhängig  sind),  die  ^ir  sämmtlich  erhalten,  wenn  wir  alle  mög- 
lichen Schrauben  an  die  Stelle  von  tj  treten  lassen. 

Aus  jeder  Gruppe  von  dreien  dieser  Gleichungen  lassen  sich 
die  Amplituden  a',  ß\  /  eliminiren ;  und  vier  der  auf  diese  Weise 
hergeleiteten  Gleichungen  liefern  alle  rein  geometrische  Bedingungen, 
also  bezüglich  der  Lage,  Richtung  und  des  Parameters,  welche  von 
den  drei  Schrauben  a,  ß,  y  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  gegebenen 
drei  Windungen  zusammen  äquivalent  Null  sein  sollen. 

Diejenige  Windung  um  y,  welche  für  sich  allein  mit  der  ge- 
gebenen Windung  um  y  äquivalent  Null  ist,  also  die  der  gegebenen 
Windung  entgegengesetzt  gleiche  Windung  um  y,  heLsst  dann  die 
aus  den  Windungen  um  a  und  ß  zusammengesetzte  Windung  oder 
die  aus  jenen  resultirende  Windung. 

Betrachten  wir  nun  drei  Dynamen  auf  den  drei  Schrauben 
a,  ß,  y.    Diese  Dynamen  sollen  im  Gleichgewicht  sein. 

Dann  ist  die  Summe  der  von  ihnen  in  Bezug  auf  eine  belie- 
bige virtuelle  Windung  um  irgend  eine  Schraube  i]  geleisteten  Ar- 
beiten gleich  Null,  d.  h.  wir  haben: 

welche  Gleichung  wieder  nur  ein  Individuum  ist  aus  der  beliebig 
grossen  Menge  von  Gleichungen,  welche  wir  erhalten,  wenn  für  r^ 
alle  möglichen  Schrauben  angenommen  werden.  Vergleicht  mau 
dieses  System  von  Gleichungen  mit  dem  für  die  Windungen  vor- 
hin erhaltenen,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  rein  geometrischen 
Bedingungen,  welchen  die  drei  Schrauben  für  die  Aequivalenz  der 
Dynamen  genügen  müssen,  vollkommen  identisch  sind  mit  denen, 
welche  für  die  Aequivalenz  der  Windungen  zu  erfüllen  waren;  und 
femer,  dass  für  die  Intensitäten  der  Dynamen  Werthe  folgen, 
welche  beziehlich  proportional  sind  den  Amplituden  der  Win- 
dungen. 

Da  nun  diejenige  Dynamo  auf  y,  welche  für  sich  äquivalent 
Null  ist  mit  der  gegebenen  Dyname  auf  y,  also  die  der  letzteren 
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entgegengesetzt  gleiche,  die  Resultironde  der  beiden  Dynanie  auf 
a  und  ß  ist,  so  hat  sich  in  ganz  unmittelbarer  Weise  die  Iden- 
tität, welche  zwischen  der  Zusammensetzung  von  Dynamen  und 
der  von  Windungen  besteht,  von  neuem  herausgestellt. 

In  diesem  Ergebniss  besteht  auch  der  wesentliche  Werth  der 
Ball 'sehen  Ueberlegung;  und  aus  diesem  Grunde  ist  sie  hier  re- 
producirt  worden. 

AVir  wenden  uns  nun  zu  der  factischen  Darstellung,  der  Ge- 
setze dieser  Zusammensetzung  und  werden  mit  Herrn  Ball  die 
Betrachtung  an  Windungen  durchführen. 

§5- 

W^ir  stellen  das  Problem  noch  einmal  in  den  beiden  Fassungen 
auf,  die  man  ihm  geben  kann: 

^Einern  starren  System  werden  Windungen  um  drei  Schrauben 
ertheilt.  Unter  welchen  Bedingungen  wird  das  System-  nach  der 
letzten  AVindung  dieselbe  Lage  einnehmen,  die  es  vor  der  ersten 
besass?" 

Oder: 

„Es  soll  eine  einzige  Schraube  so  bestimmt  werden,  dass  das 
System  durch  eine  Windung  um  diese  Schraube  die  nämliche  Lagen- 
iinderung  erfährt,  als  ob  es  zwei  gegebene  Windungen  um  zwei  ge- 
ffebene  Schrauben  ausgeführt  hätte." 

Wir  betrachten  zunächst  einen  speciellen  Fall,  aus  dem  sich 
dann  die  allgemeine  Lösung  leicht  ergeben  wird. 

Die  Schrauben  (a,  ß)  der  gegebenen  beiden  Windungen  mögen 
einander  unter  rechten  W^inkeln  schneiden.  Ihre  Parameter  seien 
/>a?  p,i'  Wir  wollen  also  die  Schraube  ^  der  resultirenden  Win- 
dung bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  führen  wir  ein  räumliches  Co- 
ordinatensys'tem  ein,  als  dessen  ^-Axe  und  y-Axe  wir  resp.  die 
Schrauben  a  und  ß  wählen.  Die  z-Axe  steht  senkrecht  auf  der 
Ebene  (a,  ß)  im  Schnittpunkte  von  a  und  ß. 

Die  Rotationen,  die  in  den  Windungen  um  a  und  ß  enthalten 
sind,  setzen  sich  zusammen  zu  einer  einzigen  Rotation,  deren  Axe 
durch  den  Schnittpunkt  von  a  und  ß  geht,  und  deren  Amplitude 
gleich  a'+j3',  der  geometrischen  Summe  der  Amplituden  der  ge- 
gebenen Windungen,  ist.    Die  Translationen  parallel  a  und  ß  sind 
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Pf^,a!  und  Pß*ß'.  Ihre  Resultante  zerlegen  wir  wieder  so,  dass  die 
eine  Componente  parallel  wird  zu  der  oben  erhaltenen  Axe  der 
resultirenden  Rotation,  während  die  andere  senkrecht  auf  dieser 
Axe  steht.  Durch  diese  letztere  Componente  wird  nun,  wie  wir 
wissen,  nichts  weiter  bewirkt  als  eine  Vei-schiebung  jener  RotAtions- 
axe  parallel  zu  sich  selber  in  einer  Ebene,  die  senkrecht  steht  auf 
der  Ebene  (a,  ß). 

Das  Resultat  dieser  kurzen  Betrachtung  ist  also,  da.ss  wir  die 
beiden  gegebenen  Windungen  in  der  That  zusammengesetzt  haben 
in  eine  einzige,  deren  Schraube  ^  durch  die  2- Axe  geht.  Die 
nähere  Bestimmung  dieser  Schraube  und  der  resultirenden  Win- 
dung ist  leicht  genug  ausgeführt.  Denn  wir  haben  gasehen,  dass 
die  Amplitude  der  resultirenden  AVindung  die  geometrische  Summe 
der  Amplituden  der  gegebenen  Windungen  ist,  sodass  also 

^'cosZ  =  a\ 

wenn  /  der  Winkel  Ist,  denn  die  Spur  0  von  ^  in  der  Ebene  (a,  ß) 
mit  a  macht.  Die  gegebenen  Translationen  lassen  sich  also 
durch  p«^'cos/  und  resp.  p^^'sinZ  ausdrücken.  Ihre  Resultante 
wird  nach  obigem  zerlegt  in  eine  Componente  parallel  6  deren  Be- 
trag also  ist 

^'(/'aCOsV-hj^^jsinV), 
und  in  eine  Componente  senkrecht  zu  ö.     Diese  Componente  ist 

^'  (pa  — p,?)sin  /cos/. 

Aus  diesen  Result.aten  ergiebt  sich  ei-stens,  dass  der  Parameter  der 
Schraube  ^  der  resultirenden  Windung 

p»  =  /'«cos*/+i>^sin'/, 

und  dass  die  Lage  von  ^  bestimmt  Ist  durch  die  Gleichungen 
y  =  ^tang/, 
-  =  (Pa—p,9)i^irilvoHl  =  i(pa  —  p,3)Hin2l, 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Lage  der  Schraube  ^  der  Re- 
sultirenden zweier  Windungen  nur  von  dem  Verhältniss  der  Am- 
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plituden  dieser  Windungen  abhängt,  denn  nach  Obigem  ist 

tangZ  =  ^- 

Die  Gleichungen  lehren  ferner,  dass  d-  längs  der  z-Axe  gleitet, 
während  ihre  Spur  in  der  ^-Ebene  diese  letztere  in  gleichförmiger 
Kreisbewegung  überstreicht;  dass  ^  also  Erzeugungslinie  einer 
coDoidalen  Fläche  ist,  und  endlich,  dass,  wie  sich  aus  den  Maxi- 
mal werthen  von  zizz  ergiebt,  diese  Fläche  eingeschlossen  ist,  zwi- 
schen den  beiden  Parallelebenen  z  =  zH(pa — Pß).  Die  Höhe 
der  Fläche  ist  also  pa — Pß»  Ihre  Gleichung  erhält  man  durch  Eli- 
mination von  /  aus  den  Ausdrücken  für  die  Coordinaten  Xj  y^  z 
wie  folgt: 

zix^-^y^—(j>a—pß)xy  =  0. 

Diese  Fläche  ist  also  von  der  dritten  Ordnung.  Sie  hat  von  Herrn 
Cayley  den  Namen  Cylindroid  erhalten  in  Anlehnung  an  die 
von  ihm  gegebene  Construction  der  Fläche*). 

Jeder  Erzeugungslinie  dieser  Fläche  kommt  also  in  unseren 
Betrachtungen  noch  die  besondere  Bedeutung  einer  Schraube  zu, 
d.  h.  wir  associiren  ihr  einen  Parameter,  dessen  Werth  durch  den 


*)  Das  Cylindroid,  welches  in  den  verschiedensten  Fragen  in  der  Theorie 
der  starren  Systeme  auftritt  und  überall  von  grosser  Wichtigkeit  ist,  war 
schon  kune  Zeit  vor  den  ersten  BalTschen  Untersuchungen  in  der  Mathe- 
matik aufgetreten,  und  zwar  war  es  von  Plücker  in  seiner  „Neuen  Geo- 
metrie des  Raumes^  (publicirt  nach  Plücker's  Tode  im  Jahre  1868)  als  Axen- 
flächc  einer  zweigliedrigen  Complexgruppe  betrachtet.  Das  heisst  sind  C  =  0 
und  C"  =  0  die  Gleichungen  zweier  linearen  Complexe,  so  sind,  wenn  l  einen 
veränderlichen  Coefficienten  bedeutet,  die  Axen  aller  Complexe  der  Gruppe 
C-f  i  C  =  0  auf  einem  Cylindroid  enthalten.  Ist  k  der  Parameter  des  Com- 
plexes  C=0  und  k'  der  Parameter  des  Complexes  C  =  0,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Axenflächc  «(x*-|-^^  — (ifc— ifc')^  =  0.  Und  der  Parameter  k" 
irgend  eines  Complexes,  dessen  Hauptaxe  mit  der  j;-Axe  einen  Winkel  i/; 
macht,  ist  il"  =  ifcco8'i//-l-it'sin*i/;.  Die  Vertheilung  der  Parameter  in  der 
zweigliedrigen  Complexgruppe  richtet  sich  also  nach  demselben  Gesetze,  wie 
die  Vertheilung  der  Parameter  der  Schrauben  eines  Cylindroids.  Die  Ball'sche 
Theorie  hat  überhaupt  vielfache  Berührungspunkte  mit  der  Theorie  der  Com- 
plexe, nicht  nur  der  linearen,  wie  sich  im  nächsten  Kapitel  zeigen  wird. 

Im  Literaturnachweis  werden  noch  einige  hierauf  bezügliche  Angaben  ge- 
macht werden. 

Ball,   Mechanik.  5 
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Ausdruck 

bestimmt  wird. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  man  immer  ein  Cylindroid  so 
beschreiben  kann,  dass  es  durch  zwei  gegebene  Schrauben  &  und  ip 
gehe.  Dabei  ist  also  zu  beachten,  dass  der  Ausdruck:  „ein  Cylin- 
droid gehe  durch  eine  Schraube^  nicht  allein  besagt,  dass  diese 
Schraube  eine  Erzeugungslinie  des  Cylindei's  sein  soll,  sondern  auch, 
dass  ihr  Parameter  identisch  ist  mit  dem  Parameter,  welcher 
der  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  zuzuertheilen  ist,  mit  der  die 
Schraube  coincidirt. 

Seien  also  S-  und  ip  zwei  beliebig  iin  Räume  gelegene  Schrau- 
ben. Ihr  kürzester  Abstand  sei  h  und  der  Winkel  zwischen  ^  und 
ip  sei  A. 

Um  das  Cylindroid  zu  finden,  welches  durch  -d-  und  tp  geht, 
erinnern  wir  uns  der  Natur  des  Cylindroids  als  der  einer  conoi- 
dalen  Fläche,  von  der  also  S-  und  xp  Erzeugende  werden  sollen. 
Wir  nehmen  daher  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  von  d-  und  tp 
zur  2:-Axe  eines  ortliogonalen  räumlichen  Coordinatensystems.  Um 
die  Gleichung  des  Cylindroids  aufstellen  zu  können,  haben  wir  noch 
den  Anfangspunkt  dieses  Coordinatensystems,  die  Richtung  der 
^-Axe  und  die  Parameter  pa  und  pß  zu  bestimmen.  Wir  wollen 
den  Winkel  zwischen  der  x-Axe  und  der  Schraube  ^  durch  l  be- 
zeichnen; der  Durchschnitispunkt  dieser  Schraube  mit  der  2:-Axe 
möge  den  Abstand  ^^  von  dem  zu  bestimmenden  Anfangspunkte 
haben.  Die  analogen  Grössen  für  die  Schraube  tp  seien  m 
und  2,. 

Die  unbekannten  Grössen  hängen  nun  mit  den  gegebenen  durch 
folgende  Gleichungen  zusammen: 

P^p  —  PaCOs'TwH-^^sin'w,        z^  =  \{pa—pß)^ixi2m, 

A  =  / — w,  h  =  2, — 2,. 

Hieraus  leitet  man  aber,  unter  Benutzung  bekannter  trigonometri- 
scher Relationen,  die  weiteren  Gleichungen  ab: 
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Ä  =  2j — 2j  =  ^(pa — pß)(sin2l — sin  27») 

=    (pa — Pß)  cos(/-f-wi)sin  (/ — m) 
=    (pa  — Pß)  cos  (l+m)  sin  A, 
2|~^^2  =  i(Pa — j?y9)Csin2Z+sin2m) 

=    (pa  — j?;9)sin(/-hw)cos(/ — m) 
=    (pa  — Pß)  sin  (1+ m)  cos  ^4 , 
P»—Pu'=    (Pa—Pß)(cosV—co^'my 

=    (i?^ — pa)sin(/-|-w)sin(/— w) 
=    Cpß—Pa)  sin  (^+ w)  sin  -4, 

P^+i^y.  =     (Pa -f-P/9)-+-iC;^«—p^)(C0s2Z-f-C0s2w) 

=      (Pa  4-p^)  -I-  (Pa P^)C0S(/-|- W)C0S(Z m) 

•  =      (Pa-hPß)+(Pa^Pß)c0s(l'\-m)C0SiA. 

Durch  geeignete  Combination  dieser  Resultate  ergiebt  sich  weiter 

P^-Pa  =  **«(^+^)  =  Atg(2Z— ^),    p^—p.^  =  (3,+^,)tg^, 
P»-^P;,  =  Pa-hpß-hhcoigA,     h^-\-(p^—p^y  =  (pa—pßy»in^A 
und  daraus  endlich  die  definitiven  Bestimmungen: 

Pa-^Pß^P^-^P^—hcoi^A, 

Pa—Pß  =  ^^v^-VÄM-(p^— i>y,)% 

/  =  l|^  -f-arc  tg     "^^     ^j ,    2J,  =  ^(p^—p^)cotgA-i'Y ' 
m  =  l — .4,  z^  =  z^ — h. 

Das  gesuchte  Gylindroid  ist  hierdurch  eindeutig  bestimmt,  denn 
man  kann  sich  immer  mit  Hülfe  der  übrigen  Relationen  Auskunft 
verschaffen  über  das  Zeichen  von  (pa — p^)sin^.  Damit  ist  aber 
auch  immer  das  Zeichen  der  Quadratwurzel  bestimmt. 

Das  so  durch  die  Schrauben  ^,  ip  gelegte  Gylindroid   werden 
wir  im  ferneren  vielfach  kurz  als  das  Gylindroid  (^,  jp)  bezeichnen. 

§6. 

Die   grosse   Wichtigkeit,   welche    das   Gylindroid    für   unsere 
Theorie  hat,  besteht  nun  darin,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 

5* 
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„Wenn  »ein  starres  System  Windungen  erfährt  um  drei  auf 
einem  Cylindroid  liegende  Schrauben,  und  wenn  die  Amplitude 
jeder  Windung  proportional  ist  dem  Sinus  des  WMnkels  der  beiden 
nicht  zugehörigen  Schrauben,  so  wird  das  System  nach  der  letzten 
Windung  sich  wieder  genau  in  dei'selben  Position  befinden,  die  es 
vor  der  ersten  Wendung  einnahm.* 

Mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  ist  dann  auch  der  Beweis 
dieses  andern  Theorems  gegeben: 

„Wenn  an  einem  starren  System  drei  Dynamen  auf  drei 
Schrauben  eines  Cylindroids  wirken,  so  werden  diese  Dynamen 
dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  die  Intensität  jeder  Schraube 
proportional  ist  dem  Sinus  des  Winkels  zwischen  den  beiden  nicht 
zugehörigen  Schrauben." 

Den  ersten  Satz  beweisen  wir  in  folgender  Weise^ 

Seien  die  drei  auf  dem  Cylindroid  liegenden  Schrauben  ^,  q>,iff; 
und  seien  ihre  Winkel  mit  der  ^r-Axe  resp.  /,  wi,  n.  Wir  ertheilen 
dem  System  Windungen  um  diese  Schrauben,  deren  Amplituden 
wir  also  durch  ^',  <p\  rp'  bezeichnen.  Jede  dieser  Windungen 
kann  nach  obigem  zerlegt  werden  in  zwei  Windungen  um  die  auf 
den  Axen  x  und  y  aufliegenden  Schrauben  a  und  ß  (§  5).  Der 
ganze  Bewegungszustand  des  starren  Systems,  dem  die  drei  Win- 
dungen ertheilt  werden,  lässt  sich  also  auch  darstellen  durch  zwei 
Rotationen  resp.  um  die  Axen  a  und  y  und  zwei  Translationen, 
resp.  parallel  zu  diesen  Axen. 

Die  Amplituden  der  beiden  Rotationen  sind   beziehlich  gleich 

^'  cos  Z-f-  (fj'  cos  w-h  ip'  cosw 
und 

^'>' sin /-hy' sin  wi-hi/^' sinn. 

Und  die  correspondirenden  Translationsstrecken  sind  resp.: 

Pa(^'cos/-|-y'cosw-|-</^'cosw) 
und 

j[^^(y  sin /H-y' sin  ?^-hJ//' sinn). 

Diese  vier  Grössen  verschwinden,  d.  h.  die  drei  gegebenen  Win- 
dungen sind  zusammen  äquivalent  Null,  oder  das  System  ist  nach 
der  letzten  wieder  in  der  nämlichen  Lage,  wie  vor  der  ersten,  wenn 

^':  ^' :  e/;'  =  sin(w  —  7i)  :  sin(« — /)  :  sin(/ — wi). 
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Die  obigen,  die  allgemeine  Eigenschaft  das  Cylindroids  darstellen- 
den Sätze  sind  somit  bewiesen. 

Wir  sehen,  dass  diese  Fläche  die  Mittel  an  die  Hand  giebt, 
um  zwei  Windungen  oder  zwei  Dynamen  auf  eine  ganz  ebenso 
einfache  Weise  zu  einer  einzigen  Windung  oder  Dyname  zu- 
sammenzusetzen, wie  wir  dies  aus  den  Elementen  bei  Kräften  oder 
Bewegungen  mit  Hülfe  des  Parallelogramms  zu  thun  gewohnt  sind. 

Denn  man  construire  das  Cylindroid,  welches  sich  durch  die 
Schrauben  der  beiden  gegebenen  Windungen  oder  Dynamen  legen 
lässt.  Auf  der  Fläche  wähle  man  dann  eine  Schraube  so  aus,  dass 
die  Sinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  gegebenen  Schrauben 
macht,  umgekehrt  proportional  sind  den  Amplituden  der  gegebenen 
Windungen  oder  resp.  den  Intensitäten  der  gegebenen  Dynamen. 

Die  der  so  bestimmten  Schraube  zugehörende  Windung  oder 
Dyname  ist  dann  die  gesuchte  Resultirende. 

Die  Amplitude,  resp.  Intensität,  dieser  Resultirenden  ist  pro- 
portional der  Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen  Seiten  pa- 
rallel den  gegebenen  Schrauben  sind,  während  ihre  Länge  resp. 
proportional  den  gegebenen  Amplituden  oder  Intensitäten  ist. 

§7- 
Wir  wollen  einige  specielle  Fälle  kurz  betrachten.  Ist  jt)«  =p^, 
so  geht  das  Cylindroid  in  eine  Ebene  über;  und  die  Zusammen- 
setzung von  Windungen  und  Dynamen  ist  also  hier  eine  ganz  ele- 
mentare Sache.  Die  Parameter  aller  Schrauben  sind  dann  einander 
gleich,  wie  aus 

p^  =  Pa  cos'(J,  a)+p^sin' (?,  a),     pa  =  p,^ 

folgt.  Sind  insbesondere  sämmtliche  Parameter  gleich  Null,  so 
geht  die  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Eigenschaft  des  Cylin- 
droids in  die  bekannte  Construction  der  Resultanten  von  Kräften, 
deren  Richtungen,  oder  von  Rotationen,  deren  Axen  sich  schnei- 
den, über. 

Werden  endlich  sämmtliche  Parameter  unendlich  gross,  so  geht 
der  im  vorigen  Paragraphen  bewiesene  Satz  über  wiederum  in  den 
von  dem  Parallelogramm,  aber  hier  in  dessen  Anwendung  auf  die 
Zusammensetzung  von  Translationen  oder  von  Kräftepaaren. 
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§8. 

Bevor  wir  uns  in  §  10  mit  der  Construction  des  Cylindroids 
beschäftigen,  mögen  hier  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die 
Form  des  Cylindroids  gemacht  werden. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  enthält  nur  den  einen  Parameter 
X  =  pa — Pßj  woraus  sofort  zu  entnehmen  ist,  dass  alle  Cylindroide 
ähnliche  Flächen  sind,  die  nur  in  der  absoluten  Ausdehnung 
(Grösse),  nicht  in  der  Gestalt  von  einander  verschieden  sind.  Ver- 
mehren wir  Pa,  Pß  gleichzeitig  um  irgend  eine  Grösse  ±a,  so  än- 
dert sich  die  Gleichung  der  Fläche  nicht,  die  Parameter  aller 
Schrauben  der  Flächen  wachsen  aber  auch  um  den  Betrag  ±a. 

Wie  schon  erwähnt,  breitet  sich  die  Fläche  zwischen  den  bei- 
den Parallelebenen  z  =  ±\{pa — Pß)  aus.  Das  zwischen  diesen 
Ebenen  enthaltene  Stück  der  2-Axe  gehört  der  Fläche  als  Doppel- 
linie an. 

Der  Durchschnittspunkt  der  ^-Axe  mit  einer  Ebene  ist  ein 
Doppelpunkt  oder  ein  isolirter  (conjugirter)  Punkt  der  Schnittcurve 
dieser  Ebene  mit  dem  Cylindroid,  jenachdem  er  die  2-Axe  inner- 
halb der  Strecke  (p« — Pß^  oder  ausserhalb  tlerselben  trilft. 

Die  dem  Buche  beigegebene  Tafel  stellt  die  Abbildung  eines 
nach  Herrn  Ball  angefertigten  Stabmodells  des  Cylindroids  dar. 
Um  von  dem  Modell  zur  mathematischen  Fläche  überzugehen,  muss 
man  sich  den  Cy linder,  auf  dem  die  Stäbe  aufsitzen,  unendlich 
dünn,  zur  Linie  geworden,  denken,  und  die  Stäbe  bis  in^s  Unend- 
liche verlängern. 

§9. 

Es  ist  wünschenswerth,  dass  wir  neben  einer  klaren  Einsicht 
in  die  geometrische  Natur  des  Cylindroids  auch  eine  möglichst  an- 
schauliche Vorstellung  von  dieser  Fläche  besitzen  in  Hinsicht  auf 
die  besondere  mechanische  Bedeutung,  welche  derselben  im  Rahmen 
unserer  Theorie  zukommt.  Diese  mechanische  Bedeutung  des  Cy- 
lindroids findet  ihren  Ausdruck  in  dem  Gesetze  der  Parameterver- 
theilung,  wenn  die  Erzeugungslinien  der  Fläche  als  Schrauben  be- 
trachtet werden. 

Dieses  Gesetz  ist  dargestellt  durch  die  Formel  des  §  5 

Pq.  =  paCOs'Zn-p^sin'/. 
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Man  kann  leicht  auf  Grund  dieser  Gleichung  die  Parameter verth ei- 
luDg  auch  geometrisch  darstellen.  Betrachten  wir  nämlich  in  der 
jy-Ebene  den  Kegelschnitt 

wo  U  eine  beliebige  Constänte  ist. 

Ist  nun  r  derjenige  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  der  mit 
der  jr-Axe  den  Winkel  l  macht,  so  giebt  die  Vergleichung  der  bei- 
den letzten  Gleichungen  die  Relation 

H 
Den  Kegelschnitt 

nennt  Herr  Ball  den  Parameterkegelschnitt.  Und  wir  kön- 
nen das  Gesetz  der  Parametervertheilung  auch  so  aussprechen: 

„Der  Parameter  einer  beliebigen  Schraube  auf  einem  Gylin- 
droid ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  der  Schraube 
parallelen  Halbdurchmessers  des  Parameterkegelschnitts.  ^ 

Es  ist  um  so  vortheilhafter  sich  dieses  BalTschen  Satzes  zu 
bedienen,  als  wir  eine  ganze  Reihe  sehr  einfacher  Constructionen 
des  Cylindroids  besitzen,  die  aber,  mit  einer  Ausnahme,  auf  die 
Parametervertheilung  keine  Rücksicht  nehmen,  während  der  Para- 
meterkegelschnitt auch  hierfür  uns  eine  klare  geometrische  An- 
schauung giebt. 

§10. 

Unter  den  geometrischen  Constructionen  des  Cylindroids  ist  in 
erster  Linie  diejenige  des  Herrn  Cayley  zu  erwähnen,  aus  der, 
wie  erwähnt,  dieser  Mathematiker  eine  Benennung  der  Fläche  her- 
genommen hat. 

Die  Cayley'sche  Construction  betrachtet  die  Fläche  nur  in 
ihrem  geometrischen  Charakter  und  lässt  die  mechanische  Bedeu- 
tung, die  in  der  Parametervertheilung  ihren  Ausdruck  findet,  zu- 
nächst^ausser  Acht. 

Es  sei  von  einem  Cylindroid,  das  von  der  Constanten  2a  ab- 
hängt, die  Doppellinie  D  nach  Lage  und  Richtung  gegeben.  Auf 
^  tragen  wir  die  Strecke  2a  auf  und  legen  durch  den  Mittelpunkt 


72 


Theoretische  Mechanik. 


feD; 


Fig.  13.  dieser  Strecke  eine  Ebene  e 

senkrecht  zu  D,  In  e  ziehen 
wir  einen  Kreis  K  mit  dem 
Radius  a,  der  durch  den 
Punkt  (e,  D)  geht  und  be- 
trachten den  über  diesem 
Kreise  stehenden  Rotations- 
cylinder,  sowie  dessen  durch 
(e,  D)  gehende  Seitenlinie, 
also  Z).  Dann  legen  wir 
durch  den  im  Punkte  (^,  D) 
endigenden  Durchmesser  S 
des  Kreises  eine  Ebene  f,  die  mit  e  den  Winkel  \n  macht.  iSie 
schneidet  den  Cylinder  in  einer  Ellipse  £,  deren  Projection  auf  e 
der  Kreis  ist.  Der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  dieser  Ellipse 
von  seiner  Projection  auf  dem  Kreise,  ist  dann  gleich  dem  Abstände 
des  letzteren  Punktes  von  d. 

Schneidet  dann  irgend  eine  zu  e  parallele  Ebene  e*  die  Ge- 
rade D  in  einem  Punkte  (e\  D)  und  die  Ellipse  in  zwei  Punkten 
(e\  E\  und  (e\  £),,  so  sind  die  Geraden  [(e\  Z)),  (e\  E\]  =  ^4,, 
[(«',  D)y  (e\  EW  =  A^  Erzeugende  eines  Cylindroids,  dessen  Dop- 
pellinie D  ist. 

Denn  die  Projection  A\  von  A^  auf  e  mache  mit  6  den  Win- 
kel If  so  ist  der  Abstand  des  Dui'chschnittspunktes  (A^^K^  von  S 
gleich  asin2/;  dies  ist  aber  nach  obigem  auch  der  Abstand  des 
Punktes  (-4,,  Z))  von  e. 

Nehmen  wir  also  ä  als  y-Axe,  die  Tangente  in  (^,  D)  an  den 
Kreis  K  als  .r-Axe  und  D  als  ^-Axe  eines  räumlichen  Coordinaten- 
systems  an,  so  ist  dann  die  Linie  A^  bestimmt  durch  die  Gleichung 

y  =  ^tangZ, 

aus  denen  durch  Elimination  von  l  die  Gleichung  des  Cylindroids 
in  der  bekannten  Form  folgt 

z(x^+y^)—2axy  =  0. 

Wir  haben  hier  ein  beliebiges,  von  der  Constanten  2a  abhängendes 
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Cylindroid  construirt.  In  der  Anwendung  sind  die  Axen  x  und  y 
(die  Schraube  a,  ß  des  §  5)  gegeben. 

Es  war  bei  dieser  Construction  die  Gerade  D  als  vollständig  ge- 
geben ai^enommen  worden.  Der  die  Construction  vermittelnde 
Cylinder  wurde  dann  beliebig  gelegt,  mit  der  einzigen  Bedingung, 
dass  er  durch  D  gehen  solle. 

Wir  können  die  Construction  so  abändern,  dass  wir  nun  den 
Cylinder  als  fest  gegeben  annehmen,  und  irgend  eine  beliebige 
seiner  Erzeugenden  zur  Doppellinie  oder  Direktrix  des  Cylindroids 
nehmen.     Wir  wollen  dieselbe?  wieder  mit  D  bezeichnen. 

Es  sei  nun  ein  fester  elliptischer  Schnitt  E  dieses  Cylinders 
gegeben.  Wir  construiren  den,  durch  die  kleine  Axe  von  E  gehen- 
den, zur  Cylinderaxe  senkrechten  Kreisschnitt  K  (dessen  Radius 
wieder  a  ist).  Irgend  eine  zu  K  parallele  Ebene  k^  schneidet  die 
Gerade  D  in  einem  Punkte  (D,  i')  =  S,  und  die  Ellipse  E  in 
Punkten  (k\E\  =  Q^,  (k\  E\  ==  (>3  derart,  dass  der  Winkel 
QjSQ3  =  i7r  ist.  Die  Geraden  iSQj  und  SQ^  sind  Erzeugende 
eines  Cylindroids.  Denn  zieht  man  in  der  Ebene  von  K  eine  Pa- 
rallele durch  den  Punkt  (2),  if)  zu  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  E 
und  betrachtet  diese  Gerade  als  a?-Axe,  eine  im  Punkte  (Z>,  K)  zu 
ihr  normale  Geraden  als  y-AxQ  und  D  wieder  als  2 -Axe,  wäh- 
rend l  der  Winkel  sein  möge,  den  die  Projection  von  SQ^  auf  die 
Ebene  von  K  mit  der  x-Axe  macht,  so  hat  man  wieder  für  SQ 
die  Gleichung 

y  =  Xigly 

z  =  asin2/. 

Es  ist  also  dasselbe  Cylindroid,  nur  in  einer  anderen  Lage  wieder 
gefunden  worden. 

In  der  soeben  angestellten  Betrachtung  ist  auch  schon  die 
Construction  des  Cylindroids  enthalten,  welche  Clifford  in  seinen 
Elements  of  Dynamic  (pag.  126  u.  127)  angegeben  hat. 

Es  mögen  wieder  die  beiden  Schrauben  a,  j5  des  §  5  gegeben 
sein,  a  auf  der  a?-Axe,  ß  auf  der  y-Axe.  Wir  wollen  dann  hier 
auch  die  Bezeichnungen  unserer  Theorie  wieder  gebrauchen.  Wir  con- 
struiren einen  Kreis  vom  Durchmesser  pa — Pß^  der  durch  0  geht, 
und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Halbirungslinie  der  Winkel  xOy 
liegt.    Es  ist  also  OA  =  OB.    Wir  denken  uns  wieder  den  über 
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Fig.  14. 


dem  Kreis  stehenden  Bota- 
tionscylinder  construirt  und 
schneiden  ihn  mit  einer  durch 
AB  gehenden  Ebene,  die  mit 
der  Ebene  (jsy)  den  Winkel 
\n  macht. 

Diese  Ebene  schneidet  den 
Cylinder  in  einer  Ellipse. 
Zieht  man  durch  die  Punkte 
dieser  Ellipse  Strahlen,  wel- 
che der  Ebene  (xy)  parallel 
sind  und  die  2;-Axe  schnei- 
den, so  sind  diese  Strahlen 
Erzeugende  eines  Cylindroids, 
dessen  Doppellinie  die  2-Axe  ist  und  welches  von  der  Constanten 
Pa — P/5  abhängt. 

Der  Beweis  kann  nach  den  bisherigen  Darlegungen  leicht  vom 
Leser  selbst  gebildet  werden. 

Diese  Constructio- 
nen  sind  rein  geo- 
metrische. Von  Le- 
wis ist  eine  solche 
angegeben  worden, 
die  auch  auf  die  Be- 
deutung des  Cylin- 
droids für  die  Me- 
chanik volle  Rück- 
sicht nimmt. 

Es  mögen  wieder- 
gegeben sein  die  bei- 
den Schrauben  a,  ß 
mit  den  Parametern 
Pat  Pß  nnd  die  Dop- 
pellinie oder  Direk- 
trix OZ. 

Lassen  wir  eine 
durch  OZ   gehende 


Fig.  15. 


Z 
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Ebene  um  diese  Axe  rotiren,  so  enthält  die  Ebene  in  jeder  ihrer 
[jagen  eine  Erzeugende  des  Cylindroids. 

Betrachten  wir  eine  solche  Lage  e  dieser  Ebene,  die  mit  der 
j;-Axe  den  Winkel  l  macht.  In  dieser  Ebene  e  construiren  wir 
einen  Kreis,  mit  dem  Durchmesser  pa — Pßt  dessen  Mittelpunkt  in 
der  0^- Ebene  liegt.  Die  Lage  dieses  Kreises  bestimmen  wir  so, 
dass  der  Abstand  seines  Mittelpunktes  von  0  gleich  \(jPa+Pß)  ist. 
Es  ist  also 

OM=pß,     ON  =  pa. 

Nun  ziehen  wir  in  der  Ebene  e  durch  den  Punkt  AI  einen  Strahl, 
der  mit  A/N  den  Winkel  l  macht  und  den  Kreis  in  P  triJFt. 

Eine  durch  P  zur  xf/'Eheue  gezogene  Parallele  PQ,  die  die 
Direktrix  in  Q  schneidet,  ist  dann  eine  Erzeugende  des  Cylindroids. 
Denn  es  ist 

OQ  =  FP  =  z=  i(pa-'Pß)8m% 

und  die  Gerade  MN  hat  die  Gleichung 

y  =  atgL 

Die  Strecke  PQ  auf  dieser  Erzeugenden  stellt  aber  hier  auch  zu- 
gleich deren  Parameter  dar,  da 

=  iO>a+;?^)-hiCj^«— J9^)(c08*/— sinV) 

=  KP«-+"P^)CcosV+8in'f)-hi(pa— 2>/9)(cos'Z— sin'O 

=  paCOs^l-j-pßsin^L 

An  diese  Lewis'sche  Construction  lässt  sich  noch  ein  inter- 
essanter Satz  knäpfen,  der  hier  nur  kurz  skizzirt  wird.  Betrachten 
wir  in  Figur  15  die  Strecken  QP,  QT  und  QT',  so  sehen  wir  so- 
fort, dass  die  beiden  letzteren  Schrauben  gleichen  Parameters  auf 
dem  Cylindroid  vorstellen,  während  QP  und  Ql^  die  Bilder  von 
zwei  Schrauben  sind,  die  sich  auf  der  Direktrix  schneiden.  Der 
Winkel  der  Schrauben  QP  und  QT'  wird  gegeben  durch  den 
Peripheriewinkel  PMT  in  dem  Kreise  MTNP.  Es  ist  aber 
PMT  =  ^n.    Daher  der  Satz: 

„Ist  eine  Schraube  auf  einem  Cylindroid  normal  zu  einer  von 
zwei  auf  der  Direktrix  sich  schneidenden  Schrauben  desselben  Cy- 
lindroids, so  hat  sie  gleichen  Parameter  mit  der  anderen  Schraube/ 
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§11. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Construction  des  Cy- 
lindroids  betrachtet,  in  der  die  von  Caylcy  und  Clifford  gege- 
benen Constructionen  al«  besondere  Fälle  enthalten  waren. 

Betrachten  wir  wieder  die  Ebene  der  beiden  Erzeugungslinien 
iSQ,  und  SQ2,  wo  also  S  ein  Punkt  der  Direktrix  und  Q,  und  Q, 
Punkte  eines  festen  elliptischen  Schnittes  des  dort  construirten 
Cylinders  sind.  Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Direktrix  bei  dieser 
Construction  eine  beliebige  Erzeugungslinie  des  Cylinders  ist,  also 
auch  beliebig  zu  der  Ellipse  liegt  und  nicht  etwa  durch  einen  der 
Axenscheitel punkte  geht.  Die  Ebene  SQ^Q^  verschieben  wir  nun 
parallel  bis  S  in  den  Schnittpunkt  der  Direktrix  mit  der  Ellipse 
gelangt. 

Dann  wird  die  eine  der  Geraden  SQ,,  SQ,,  etwa  SQ,,  Tangente 
am  Rotationscylinder,  während  SQ,  in  die  Ebene  der  Ellypse  fallt. 
Es  besteht  also  der  Satz: 

„Berührt  ein  Kreiscylinder  die  Ebene,  welche  die  Direktrix  und 
eine  Erzeugungslinie  des  Cylindroids  enthält,  so  schneidet  er  das 
Cylindroid  in  einer  Ellipse.  Diejenige  Erzeugungslinie  des  Cylin- 
droids, welche  sich  mit  der  gegebenen  auf  der  Direktrix  schneidet 
liegt  in  der  Ebene  dieser  Ellipse." 

Nun  berührt  aber  jeder  durch  die  Direktrix  gehende  Kreis- 
cylinder irgend  eine  Erzeugende  des  Cylindroids,  daher  weiter: 

„Jeder  Kreiscylinder,  der  durch  die  Direktrix  geht,  schneidet 
das  Cylindroid  in  einer  Ellipse." 

In  der  Ebene  dieser  Ellipse  liegt  eine  Erzeugende,  die  wieder 
ÄQ,  heissen  möge.  Da  nun  die  Ellipse  selbst  dem  Cylindroid  an- 
gehört, so  bestimmen  ihre  Tangente  in  Q^  und  die  Erzeugende  SQ^ 
die  Tangentenebene  an  die  Fläche  im  Punkte  Q,. 

Die  Ebene  der  Ellipse  ist  selbst  die  Tangentenebene  im  Punkte 
Qj.     Umgekehrt  gilt  auch: 

„Jede  Tangentenebene  des  Cylindroids  schneidet  dasselbe  in 
einer  Ellipse." 

Ist  also  in  einem  Punkte  Q^y  der  Erzeugenden  SQ,,  die  Tan- 
gentenebene an  das  Cylindroid  zu  construiren,  so  construire  man 
einen  Kreis,  der  durch  den  Punkt  Q,   geht  und  die  Gerade  SQ^, 
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die  sich  mit  SQ^  auf  der  Direktrix  schneidet,  im  Punkte  P  be- 
rührt. Der  über  diesem  Kreis  stehende  gerade  Cylinder  schneidet 
das  Cylindroid  in  der  Ellipse,  deren  Ebene  tangirt.  Diese  Ebene 
ist  aber  jetzt  leicht  zu  zeichnen. 

Die  Verbindungslinie  TT  der  Punkte  T  und  T',  in  welchen 
irgend  zwei  Erzeugende  des  Cylindroids,  die  durch  denselben  Punkt 
S  der  Direktrix  gehen,  die  Ellipse  schneiden,  ist  immer  der  klei- 
nen Axe  dieser  Ellipse  parallel. 

Betrachten  wir  nun  wieder  diejenige  Erzeugende  SQ,  des  Cy- 
lindroids, die  in  die  Ebene  der  Ellipse  fällt.  Durch  Q,  ziehen  wir 
in  der  Ebene  der  Ellipse  eine  Parallele  zu  deren  grosser  Axe.  Der 
Schnittpunkt  mit  der  Ellipse  sei  P.  Die  durch  diesen  Punkt  ge- 
zogene Erzeugende  das  Cylindroids  sei  S,P.  Die  Verbindungslinie 
SP  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  die  Ebene  SPS, 
ist  eine  Durchmasserebene  des  Cylinders,  dessen  Durchschnitt  mit 
dem  Cylindroid  die  betrachtete  Ellipse  ist.  Die  Ebene  SPS,  ist 
daher  normal  zu  der  Tangentenebene  eines  Cylinders  im  Punkte  S. 
Also  kreuzt  die  Erzeugende  S,  P  die  durch  S  gehende  zweite  Er- 
zeugende SQ.,  rechtwinklig  und  hat  somit  gleichen  Parameter 
mit  ihr. 

„Die  Verbindungslinie  der  Punkte,  in  denen  die  Ellipse  in 
zwei  sich  auf  der  Direktrix  schneidenden  Erzeugende  das  Cylindroids 
getroffen  wird,  ist  parallel  der  kleinen  Axe  der  Ellipse." 

„Die  Verbindungslinie  der  Punkte,  in  denen  die  Ellipse  von 
zwei  Erzeugenden  gleichen  Parameters  getroffen  wird,  ist  parallel 
der  grossen  Axe." 

Leicht  überzeugt  man  sich  noch  von  der  Gültigkeit  der  folgen- 
den beiden  Sätze: 

„Die  kleinen  Axen  aller  der  Ellipsen,  in  denen  das  Cylindroid 
von  seinen  Tangentenebenen  geschnitten  wird,  liegen  in  einer 
Ebene,  nämlich  in  der  Ebene  der  Schrauben  a^  ß  des  §  5,  das 
heisst  in  der  Ebene,  welche  im  Mittelpunkt  0  der  Direktrix  senk- 
recht auf  dieser  steht." 

„Die  Differenz  der  Quadrate  der  Axen  der  Ellipsen,  in  der 
eine  Tangentenebene  das  Cylindroid  schneidet,  ist  unveränderlich 
für  alle  Lagen  der  Tangentenebene." 

Sind  wie  gewöhnlich  a,  b  die  halbe  grosse  und  die  halbe  kleine 
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Axe  der  Ellipse,  so  ist  nämlich 

a'-b*  =  {(jpa-Pß)'. 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  verdankt  man  im  wesentlichsten  dem 
Herrn  Casey. 

§12. 

Alle  Erzeugenden  des  Cylindroids  sind  einer  Ebene  parallel, 
nämlich  einer  auf  der  Direktrix  senkrechten  Ebene. 

Greifen  wir  daher  drei  beliebige  dieser  Erzeugenden  heraus, 
so  können  diese  als  drei  Strahlen  der  einen  Regelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  betrachtet  werden.  Die  Direktrix  ge- 
hört dann  der  andern  Regelschaar  dieses  hyperbolischen  Para- 
boloids an. 

Aus  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich  eine  einfache  geometrische 
Construction  eines  Cylindroids  aus  zweien  seiner  Erzeugungslinien 
Gy  G'.  Man  ziehe  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  von  G  und  G'. 
Dies  ist  die  Direktrix  Z>. 

Dann  betrachten  wir  G  und  &  als  Axen  eines  Strahlen- 
systems 1**'  Ordnung  und  1**'  Klasse  und  construiren  die  kürzesten 
Abstände  aller  Strahlen  dieses  Systems  von  D.  Die  so  erhaltenen 
Strahlen  sind  die  Erzeugenden  der  Fläche.  Dabei  ist  zu  beachten, 
dass  jede  Erzeugende  6"  des  Cylindroids  Linie  kürzesten  Abstandes 
für  eine  ganze  hyperbolisch-paraboloidische  Regelschaar  des  Strahlen- 
systems (G,  G')  ist,  sodass  also  bei  unserer  Construction  die  zwei- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen  des  Strahlensystems 
nur  als  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Regeischaaren  zur 
Wirkung  kommt,  sodass  die  Construction  denn  auch  nur  eine  ein- 
fach unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen,  also  in  der  That 
eine  Regelfläche  liefert. 

§13. 

Es  ist  ein  wesentliches  Characteristicum  der  BalTschen  Theorie, 
dass  sie  die  Lösung  der  mechanischen  Probleme  mit  Hülfe  klarer 
geometrischer  Vorstellungen  und  Anschauungen  unternimmt. 

Fassen  wir  in  dieser  Hinsicht  den  Inhalt  des  vorliegenden  Ka- 
pitels zusammen,  so  ergiebt  sich: 
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„Dass  jederzeit  ein  Cylindroid  so  bestimmt  werden  kann,  dass 
nicht  nur  zwei  seiner  Erzeugungslinien  mit  zwei  gegebenen  Schrau- 
ben a,  ß  coincidiren,  sondern  dass  auch,  wenn  alle  Erzeugenden 
der  Fläche  als  Schrauben  betrachtet  werden,  indem  wir  jeder  von 
ihnen  einen  dem  Parametervertheilungsgesetz  entsprechenden  Para- 
meter zuertheilen,  diejenigen  Erzeugungslinien,  welche  mit  a,  ß  zu- 
sammenfallen, dann  Parameter  erhalten,  welche  den  gegebenen 
Parametern  von  a,  ß  gleich  sind." 


Kapitel  IV. 
Reciproke  Schrauben. 

§1. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  des  Falles,  dass  der 
virtuelle  Coefificient  zweier  Schrauben  verschwindet.  Heissen  diese 
Schrauben  a,  j9,  so  haben  wir  mit  den  Bezeichnungen  des  vorigen 
Kapitels  also 

2niaß  =  (jt>«+Py9)cos  0 — rfsiu  0  =  0. 

Die  Gleichung  besagt  nun,  dass  ein  starres  System,  welches  solchen 
Bedingungen  unterworfen  ist,  dass  es  lediglich  eine  Windung  um  a 
ausfahren  kann,  im  Gleichgewicht  bleibt,  wenn  eine  Dyname  auf  ß 
auf  es  wirkt.  Aber  die  Grösse  tSaß  ist  symmetrisch  in  Bezug  auf 
(i  und  /9,  und  die  Gleichung  lässt  sich  daher  auch  so  interpretiren, 
dass  ein  System,  welchem  lediglich  eine  Windung  um  ß  gestattet 
ist,  seine  Lage  nicht  ändert  unter  der  Wirkung  einer  Dyname  auf  a. 
Der  virtuelle  Coefßcient  hängt  nur  ab  von  den  Bestimmungs- 
stücken der  Schrauben  a,  /?,  nicht  aber  von  den  Intensitäten  von 
Dynamen  oder  Amplituden  von  Windungen.  Die  Gleichung  n^aß  =  0 
drückt  daher  eine  rein  geometrische  Beziehung  der  beiden  Schrau- 
ben a,  ß  aus.  Diese  Beziehung  nennt  Herr  Ball  die  Reciprocität 
zweier  Schrauben. 
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„Zwei  Schrauben  a^  ß  heissen  reciprok,  wenn  ihr  vir- 
tueller Coefficient  Null  ist." 

§2. 

Man  giebt  leicht  einige  specielle  Fälle  der  Reciprocitat  von 
Schrauben  an.  So  sind  parallele  oder  einander  schneidende  Schrau- 
ben reciprok,  wenn  die  Summe   ihrer  Parameter  Null  ist.    Ferner 

TV 

sind  zwei  Schrauben  reciprok,  wenn  ihr  Winkel   O  =  —  ist  und 

wenn  sie  entweder  einander  treffen  oder  aber,  wenn  einer  der  Para- 
meter unendlich  gross  w-ird. 

Auch  zwei  Schrauben,  deren  Parameter  beide  unendlich  gross 
sind,  sind  reciprok.  Denn,  wie  wir  in  Kapitel  I  sahen,  leistet  ein 
Kräftepaar  keine  Arbeit  in  Bezug  auf  eine  Translation. 

Endlich  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  eine  Schraube,  deren 
Parameter  Null  oder  unendlich  gross  ist,  sich  selber  reciprok  ist. 

§3. 

Es  sei  nun  gegeben  eine  Schraube  tj^  die  gleichzeitig  reciprok 
ist  zweien  anderen  Schrauben  d-  und  ff.  Diese  Schrauben  ^  und 
(f  bestimmen  ein  Cylindroid  (-6^,  y).  Und  eine  Dyname  auf  irgend 
einer  Schraube  ip  dieses  Cylindroids,  kann  in  Dynamen  auf  d-  und 
g>  zerlegt  werden.  Da  nun  rj  reciprok  ist  zu  ^  und  y,  so  wird 
ein  Körper,  der  nur  um  tj  gewunden  werden  kann,  seine  Lage 
nicht  ändern  unter  der  Wirkung  von  Dynamen  auf  ^  und  g>.  Er 
wird  aber,  nach  dem  soeben  Gesagten,  seine  Lage  auch  nicht  än- 
dern unter  der  Wirkung  einer  Dyname  auf  irgend  einer  Schraube 
ip  des  Cylindroids  (^,  y). 

Wir  haben  also  den  Satz: 

„Wenn  eine  Schraube  rj  reciprok  ist  zweien  andern 
Schrauben  ^,  y,  so  ist  i]  auch  reciprok  jeder  andern  auf 
dem  Cylindroid  (^,  y)  liegenden  Schraube." 

Wir  werden  diese  Eigenschaft  kurz  so  ausdrücken,  dass  wir 
die  Schraube  tj  reciprok  zu  dem  Cylindroid  (^,  y)  nennen. 

Dieses  Cylindroid  wird  als  Fläche  dritter  Ordnung  von  ?^  in 
drei  Punkten  geschnitten.  Durch  jeden  derselben  geht  eine  Schraube 
des  Cylindroids.    Jede  dieser  drei  Schrauben  ist  also  der  Schraube  ?/ 
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reciprok.  Nach  §  2  können  aber  zwei  sich  schneidende  Schrauben 
nur  reciprok  sein,  wenn  sie  entweder  rechtwinklig  sind  oder  wenn 
die  Summe  ihrer  Parameter  Null  ist.    Aus  der  Formel 

p  =2?aC0sV-|-j?^sin*Z 

folgt  nun,  dass  Schrauben  gleichen  Parameters  immer  nur  paar- 
weise auf  dem  Cylindroid  auftreten,  denn  es  ergiebt  sich  derselbe 
Werth  von  p  nur  für  die  Werthe  /  und  n —  l  des  Winkels,  welche 
die  Schraube  vom  Parameter  p  mit  der  Schraube  a  (.r-Axe)  macht. 
Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  der  Lewis'schen 
Construction  des  Cylindroids.  Die  Schraube  ri  kann  also  nur  zwei 
Schrauben  des  Cylindroids  treffen,  die  mit  ihr  entgegengesetzt  glei- 
chen Parameter  haben.  Auf  der  dritten  Schraube  muss  also  ri 
.senkrecht  stehen. 

„Jede  Schraube  i;,  welche  reciprok  ist  zu  einem  Cy- 
lindroid('3',  y),schneidet  eine  der  Erzeugunglinien  (Schrau- 
ben) des  Cylindroids  unter  rechtem  Winkel." 

und  weiter  sieht  man,  dass  jede  Schraube  i;,  welche  auf  einer 
der  Erzeugenden  eines  Cylindroids  senkrecht  steht,  die  Fläche  in 
zwei  Punkten  noch  so  schneidet,  dass  die  durch  diese  Punkte 
gehenden  Schrauben  des  Cylindroids  gleiche  Parameter  haben. 

§4. 

Fällt  man  von  einem  Punkte  P  auf  sämmtliche  Erzeugungs- 
linien eines  Cylindroids  Senkrechte  und  charakterisirt  diese  Senk- 
rechten als  Schrauben,  indem  man  ihnen  Parameter  zuertheilt, 
gleich  und  entg^engesetzt  den  unter  einander  gleichen  Parametern 
der  beiden  Schrauben,  welche  noch  von  ihnen  getroffen  werden, 
so  bilden  alle  diese  Senkrechten  eine  Kegelfläche,  deren  jede  Er- 
zeugungslinie reciprok  ist  zu  dem  gegebenen  Cylindroid.  Wir  kön- 
nen diesen  Kegel  den  Reciprokalkegel  des  Punktes  P  in  Be- 
zug auf  das  Cylindroid  nennen. 

Es  soll  nun  die  Ordnung  dieses  Kegels  untersucht  werden. 

Wir  ziehen  durch  den  Punkt  P  eine  Parallele  zur  Directrix. 
Diese  Parallele  ist  senkrecht  zu  allen  Erzeugenden  des  Cylindroids. 
Sie  schneidet  die  Directrix  in  zwei  unendlich  weit  entfernten 
Punkten,  da  die  Directrix  Doppellinie  des  Cj^lindroids  ist.     Diese 

Ball.  Mechanik.  6 


82 


Theoretische  Mechanik. 


Fig.  16. 


Punkte  sind  übrigens  imaginär,  da  die  Doppellinie  nur  eine  be- 
stimmte endliche,  im  Endlichen  gelegene  Strecke  mit  der  Fläche 
gemein  hat. 

Die  Parallele  schneidet  das  Cylindroid  daher  noch  in  einem 
dritten,  reellen  Punkte  T,  Durch  diesen  Punkt  T  geht  eine  Er- 
zengende des  Cylindroids,  zu  der  es  noch  eine  und  nur  eine  andere 
Erzeugende  Lil/giebt,  die  mit  ihr  gleichen  Parameter  hat. 

Legen  wir  durch  T  und  LM 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  das 
Cylindroid  in  eine  Curve  3.  Ord- 
nung, die  in  die  Gerade  L  M  und 
einen  Kegelschnitt  zerfallt.  Diese 
Ebene  ist  nur  mit  einer  einzigen 
Erzeugenden  des  Cylindroids  pa- 
rallel, nämlich  mit  der  in  ihr  lie- 
genden Geraden  LM.  Sie  schnei- 
det daher  alle  übrigen  Erzeugungs- 
linien des  Cylindroids  im  Endlichen. 
Der  Kegelschnitt  ist  daher  eine 
Ellipse.  In  der  Ebene  dieser  El- 
lipse ziehen  wir  eine  Gerade  durch 
T,  die  LM  in  einem  Punkte  ü 
und  die  Ellipse  in  Y  triflft.  Diese 
Gerade  TÜY  schneidet  also  zwei 
Schrauben  (Erzeugungslinien)  des 
Cylindroids,  welche  gleichen  Parameter  haben.  Sie  muss  daher 
senkrecht  stehen  auf  der  dritten  von  ihr  getroffenen  Schraube, 
welche  durch  den  Punkt  Y  geht.  Diese  letztere  Schraube  ist  also 
normal  zu  TF  und  zu  PT,  also  auch  normal  zu  der  Ebene  PTY 
und  somit  endlich  auch  normal  zu  PF.  Das  heisst  also:  Y  ist  der 
Fusspunkt  des  von  P  auf  die  durch  Y  gehende  Erzeugungslinie  des 
Cylindroids  gefällten  Lothes.     Daher  weiter: 

Die  Ellipse  ist  der  Ort  der  Fusspunkte  der  von  P  auf  die  Er- 
zeugenden des  Cylindroids  gefällten  Senkrechten.    Der  Reciprokal- 
kegel  des  Punktes  P  hat  also  eine  Curve  2.  Grades  zur  Leitlinie. 
„Der  Reciprokalkegel  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
ein  Cylindroid  ist  von  der  zweiten  Ordnung. '^ 
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« 

Die  Construction  dieses  Kegeis  lässt  sich  durch  Benutzung  des 
Lewis 'sehen  Verfahrens  leicht  erreichen;  denn  mit  Hülfe  desselben 
kann,  nachdem,  wie  oben,  der  Punkt  T  bestimmt  worden  ist,  nach- 
dem man  also  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Schraube  kennt, 
sofort  die  ihr  parametergleiche  Schraube  LM  bestimmt  werden; 
wonach  sich  dann  der  Rest  der  Constructioa  ohne  weiteres  aus  dem 
obigen  ergiebt. 

Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Ebene  TLM,  da  sie  durch  eine 
Erzeagende  des  Cylindroids  geht,  die  Fläche  im  Punkte  L  berühren 
muss,  während  LM  im  Punkte  M  von  einer  anderen  Erzeugenden 
geschnitten  wird.  Es  folgt  also  noch,  dass  L  der  Fusspunkt  der 
der  von  T  auf  LM  gefällten  Senkrechten  ist,  und  dass  M  auf  der 
Doppellinie  liegt. 

Wir  wollen  nun  den  Punkt  P,  dessen  Reciprokalkegel  wir  be- 
trachtet haben,  eine  Ebene  E  durchlaufen  lassen,  und  für  jede 
Lage  von  P  den  Reciprokalkegel  construiren.  Die  Ebene  E  schnei- 
det dann  jeden  dieser  Kegel  in  zwei  Strahlen  und  alle  diese  Strahlen 
umhüllen  eine  Curve  zweiter  Classe,  da  von  jedem  Punkte  der 
Ebene  zwei  und  nur  zwei  Tangenten  an  die  Enveloppe  gezogen 
werden  können.    Daher: 

„Alle  zu  einem  Cylindroid  reciproken  Schrauben 
einer  Ebene  umhüllen  einen  Kegelschnitt.^ 

„Die  Gesammtheit  aller  zu  einem  Cylindroid  reci- 
proken Schrauben  im  Räume  bildet  daher  einen  Linien- 
complex  zweiten  Grades." 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  aus  der  Combination  der  beiden  Re- 
sultate dieses  Paragraphen. 

§5. 

Zur  Bestimmung  einer  Schraube  sind  fünf  Grössen  nothwendig 
und  hinreichend.  Wenn  daher  die  Frage  nach  dem  Ort  einer 
Schraube  gestellt  wird,  die  zu  vier  gegebenen  Schrauben  reciprok 
ist,  so  bemerken  wir,  dass  durch  die  vier  Reciprocitätsbedingungen 
nur  vier  dieser  Grössen  bestimmt  werden,  dass  es  also  noch  eine 
einfache  Mannigfaltigkeit,  d.  h.  eine  Fläche,  von  Schrauben  giebt, 
welche  diesen  Bedingungen  genügen.  Diese  Fläche  kann  nun  keine 
andere  sein,  als  ein  Cvlindroid. 

6" 
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Denn  es  seien  A,  ju,  r  drei  Schrauben,  deren  jede  zu  vier  ge- 
gebenen Schrauben  reciprok  ist.  Wir  nehmen  an,  A,  /i,  v  lägen 
nicht  auf  demselben  Cylindroid.  Dann  bestimmen  also  A,  (x  ein 
Cylindroid  (A,  /i);  und  jede  Schraube  <p  desselben  ist  reciprok  zu 
den  vier  gegebenen.  Ebenso  bestimmen  (A,  v)  ein  Cylindroid; 
und  jede  Schraube  xfj  desselben  ist  ebenfalls  reciprok  zu  den  vier 
gegebenen. 

Aber  y,  \p  bestimmen  ihrerseits  wieder  ein  Cylindroid,  dessen 
Schrauben  nach  dem  Obigen  ebenfalls  alle  reciprok  sind  zu  den  vier 
gegebenen  Schrauben.  Sind  nun  (A,  ju),  (A,  v)  wirklich  zwei  ver- 
schiedene Cylindroide,  so  giebt  es  nicht  nur  ein  Cylindroid  (9»,  t^)i 
sondern  eine  Schaar  solcher  Flächen.  Der  Ort  einer  Schraube,  die 
zu  vier  gegebenen  Schi*auben  reciprok  ist,  würde  daher  keine  ein- 
fache Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  mehr  sein.  Dies  muss  aber 
stattfinden.  Dazu  ist  nothwendig,  dass  die  Cylindroide  (A,  /u)  und 
(A,  v)  zusammenfallen  in  ein  einziges.  Dann  bestimmen  auch  9,  \p 
immer  nur  ein  einziges  Cylindroid,  nämlich  eben  dasjenige,  welches 
die  drei  Schrauben  A,  jU,  'y  als  Erzeugungslinien  enthält.  Es  kann 
also  nicht  drei  Schrauben  A,  /c,  v  geben,  die  zu  vier  gegebenen 
Schrauben  reciprok  sind,  die  nicht  gleichzeitig  einem  und  dem- 
selben Cylindroid  angehörten. 

„Der  Ort  einer  Schraube,  die  reciprok  ist  zu  vier  ge- 
gebenen Schrauben,  ist  ein  Cylindroid.^ 

§6. 

Die  Construction  des  Cylindroids,  welches  der  Ort  ist  aller  zu 
vier  gegebenen  Schrauben  reciproken  Schrauben,  kann  in  der  fol- 
genden Weise  ausgeführt  werden. 

Seien  a,  jJ,  y,  S  die  vier  gegebenen  Schrauben,  und  ihre  Vkxvl' 
vaeteT  p^>Pjg>p  7>p^.    Wir  construiren  nun  die  Cylindroide 

(a,  y)  und  (jJ,  d),  Ist  nun  a  eine  Strecke,  deren  absoluter  Betrag 
zwischen  p^  und  p,   liegt,  so  wird  es  immer  möglich   sein,    zwei 

Schrauben  vom  Parameter  a  auf  (a,  y)  und  ebenso  zwei  Schrauben 
vom  Parameter  c  auf  der  Fläche  (ß,  S)  zu  finden.  Zu  den  so  ge- 
wählten vier  Schrauben  giebt  es  im  allgemeinen  zwei  Transver- 
salen. Jeder  dieser  Transversalen  ertheilen  wir  den  Parameter  — a 
und  nennen  die  so  entstandenen  Schrauben  9-  und  (p. 
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Da  nan  einander  schneidende  Schrauben  reciprok  sind^  wenn 
die  Summe  ihrer  Parameter  Null  ist,  so  müssen  ^  und  q>  reciprok 
sein  zu  den  beiden  Cylindroiden  (a,  y)  und  (/?,  <J). 

Und  daraus  folgt  nun  nach  Obigem,  dass  alle  Schrauben  des 
Cylindroids  (^,  y)  reciprok  sind  zu  den  gegebenen  a,  j9,  y,  <J;  wo- 
durch die  Aufgabe  gelöst  ist. 

§7. 

Das  Problem  der  Bestimmung  einer  Schraube,  welche  zu  fünf 
gegebenen  Schrauben  reciprok  ist,  muss  eine  endliche  Anzahl  von 
Losungen  besitzen,  da  die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  Bedingungs- 
gleichungen dieselbe  ist,  wie  die  Anzahl  der  verfügbaren  Con- 
stanten. 

Dabei  ist  es  nun  wichtig,  zu  bemerken,  dass  die  Zahl  der 
Losungen  nur  Eins  sein  kann. 

Denn,  wenn  zwei  Schrauben  gefunden  werden  könnten,  welche 
den  Bedingungen  genügten,  so  würden  auch  sämmtliche  auf  dem 
durch  diese  beiden  bestimmten  Cylindroid  liegenden  Schrauben 
jenen  Bedingungen  genügen.  Wir  würden  also  keine  endliche  An- 
zahl von  Lösungen  haben.  Dass  die  Anzahl  der  Lösungen  auch 
nicht  grösser  als  Zwei  sein  kann,  sieht  man  aus  demselben  Grunde 
sofort  ein. 

Die  Construction  der  Schraube,  deren  Existenz  soeben  nachge- 
wiesen wurde,  kann  mit  Hülfe  der  im  vorigen  erlangten  Resultate 
geleistet  werden.  Man  construire  das  Cylindroid,  welches  alle 
Schrauben  enthält,  welche  zu  vier  von  den  gegebenen  fünf  Schrau- 
ben reciprok  sind  und  gleichzeitig  das  Cylindroid,  welches  der  Ort 
aller  zu  einer  anderen  Gruppe  von  vier  der  gegebenen  fünf  Schrau- 
ben reciproken  Schrauben  ist.  Diese  beiden  Cylindroide  schneiden 
sich  in  einer  einzigen  Schraube,  welche  dann  reciprok  ist  zu  den 
gegebenen  fünf  Schrauben. 

§8. 

Sind  eine  Schraube  e  und  ein  Cylindroid  C  beliebig  gegeben, 
so  kann  im  Allgemeinen  auf  C  nur  eine  einzige  zu  e  reciproke 
Schraube  gefunden  werden. 

Denn  es  seien  A,  ju,  r,  q  vier  zu  dem  Cylindroid  C  reciproke 
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Schrauben.  Bestimmen  wir  nun  die  Schraube  rj  nach  §  7,  welche 
zu  €,  A,  jU,  r,  ^  reciprok  ist,  so  muss  diese  auf  C  liegen,  da  sie 
eben  zu  den  vier  Schrauben  A,  i«,  r,  ^  reciprok  ist.  Diese  Schraube 
rj  ist  die  gesuchte.  Sie  ist  im  Allgemeinen  auch  die  einzige  Lö- 
sung der  Aufgabe;  denn  gäbe  es  noch  eine  solche  Schraube,  r/\  so 
müsste  €  zu  dem  Cylindroid  C  reciprok  sein  und  daher  auf  einer 
Erzeugenden  desselben  senkrecht  stehen,  was  im  Allgemeinen  aber 
nicht  der  Fall  sein  wird. 

§9. 

Herr  Ball  hat  in  einer  Arbeit,  die  er  noch  nach  dem  Be- 
ginne des  Drucks  dieser  Ausgabe  mir  zu  übersenden  die  Güte  hatte, 
von  dem  Begriff  der  reciproken  Schrauben  eine  sehr  interessante 
Anwendung  gemacht,  indem  er  mit  Hülfe  derselben  in  einer  rein 
geometrischen  Weise  die  Theorie  der  Zusammensetzung  von  Win- 
dungen und  Dynamen  behandelt,  wodurch  namentlich  eine  klare 
Anschauung  von  der  Bedeutung  des  Cylindroids  vermittelt  wird. 

Wir  w'issen,  dass,  wenn  zwei  Windungen  um  zwei  Schrauben 
^1  ß  gegeben  sind,  immer  eine  resultirende  Windung  gefunden 
werden  kann,  deren  Schraube  y,  sowie  deren  Amplitude  vollstän- 
dig bestimmt  sind.  Halten  wir  die  Schrauben  a,  ß  fest,  während 
die  Amplituden  der  um  sie  erfolgenden  Windungen  sich  ändern 
mögen,  so  wird  sich  sowohl  die  Lage  der  Schraube  y,  als  auch  die 
Amplitude  der  resultirenden  Windung  ändern.  Aber  wir  erinnern 
uns  aus  Kapitel  IH,  dass  die  Lage  von  /  solange  ungeändert  bleibt, 
als  das  Verhältniss  der  Amplituden  der  gegebenen  Windungen 
constant  bleibt.  Erst  mit  der  Aenderung  dieses  Verhältnisses 
kommt  die  Lagenänderung  von  /  zu  Stande;  sodass  also  die  Lage 
von  y  von  einer  einzigen  Veränderlichkeit  abhängt,  woraus  zu 
schliessen  ist,  dass  y  Erzeugungslinie  einer  gewissen  Regelfläche  ist, 
die  auch  a  und  ß  enthält,  den  extremen  Werthen  des  Amplituden- 
verhältnisses, nämlich  0  und  oo,  entsprechend. 

Die  Natur  dieser  Regelfläche  untereucht  Herr  Ball  nun  mit 
Hülfe  der  Theorie  der  reciproken  Schrauben. 

Sei  ^  eine  Schraube,  welche  sowohl  zu  a  wie  zu  ß  reciprok 
ist.  Dann  muss  0^  auch  reciprok  zu  y  sein.  Denn  man  nehme 
eine  Dyname  auf  ^  an,  so  leistet  diese  keine  Arbeit,    wenn    ein 
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starres  System  um  a  und  ß  gewunden  wird.  Nun  führe  man  das 
System  in  seine  Anfangslage  zurück  durch  eine  Windung  um  /, 
die  entgegengesetzt  gleich  ist  der  aus  den  Windungen  um  a  und  ß 
resultirenden  Windung.  Bei  dieser  Windung  um  /  kann  von  der 
Dyname  auf  ü-  wieder  keine  Arbeit  geleistet  werden,  denn  sonst 
würde  ohne  Compensation  Energie  verbraucht  oder  gewonnen  sein. 
Die  Schrauben  ^  und  y  müssen  also  reciprok  sein. 

Der  Beweis  für  die  Reciprocität  von  ^  und  y  ist  hier  unter 
Beibehaltung  unserer  allgemeinen  Annahme  über  die  Natur  der 
hier  zu  betrachtenden  Kräfte  geführt  worden.  Allein  es  ist  leicht 
einzusehen,  dass  der  Satz  auch  ohne  diese  Annahme  seine  Gültig- 
keit behält.  Denn,  wie  schon  mehrfach  hervorgehoben  wui'de,  ist 
die  Reciprocität  zweier  Schrauben  eine  rein  geometrische  Eigen- 
schaft derselben,  die  gänzlich  unabhängig  ist  von  der  Natur  der 
wirkenden  Kräfte. 

§  10. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Folgerungen  zu  ziehen,  welche 
sich  aus  der  Reciprocität  von  ^  mit  y  ergeben,  wenn  diese  letztere 
Schraube  ihre  Lage,  wie  oben  angegeben,  ändert,  also  die  Regel- 
fläche S  erzeugt. 

Seien  ^,,  0^^,  ^g,  ^^  vier  Schrauben  reciprok,  zu  irgend  zwei 
Schrauben  auf  der  Fläche  S.  Da  eine  Schraube  erst  durch  fünf 
Bedingungen  vollständig  bestimmt  wird,  so  ist  wiederum  klar,  dass 
es  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  giebt,  die  zu  den 
vier  Schrauben  ^,,  ^j,  ^,,  ^4  reciprok  sind;  d.  h.  also  eine  gerad- 
linige Fläche,  auf  der  dieselben  liegen. 

Diese  Fläche  S^  muss  die  Fläche  S  zum  mindesten  als  Theil 
enthalten,  da  alle  auf  ihr  liegenden  Schrauben  reciprok  sind  zu 
^,,  ^,,  ^,,  ^^.  Aber  S'  kann  auch  keine  einzige  Schraube  ent- 
halten, die  nicht  auf  S  läge.  Denn  man  nehme  an,  /S'  enthielte 
eine  solche  Schraube  e.  Dann  sind  €  und  irgend  eine  Schraube 
Y  auf  S  reciprok  zu  ^, ,  ^,,  «^j,  ^^.  Daraus  folgt,  dass  jede 
Schraube  auf  derjenigen  Fläche  iS",  die  auf  die  nämliche  Weise 
aus  €  und  /  hergeleitet  wird,  wie  S  aus  a  und  ß  erhalten  wurde, 
reciprok  ist  zu  x^,,  ^,,  ^,,  d^^.  Da  wir  nun  y  willkürlich  wählen 
können  auf  S,  so  würde  man  auf  diese  Weise  als  den  Ort  der  zu 
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'^19  -^9  9  ^3  9  ^4  reciproken  Schrauben  nicht  eine  einzige  Fläche, 
sondern  eine  Schaar  von  solchen  erhalten,  was  unmöglich  ist  Die 
Fläche  S'  fallt  also  ganz  mit  der  Fläche  S  zusammen  und  ist  mit 
ihr  identisch.  Es  ist  also  dasselbe,  ob  wir  sagen,  eine  Schraube 
liege  auf  S  oder  sie  sei  reciprok  zu  ^j,  «ft,,  ^,,  x^^, 

§11- 

Die  Gleichung  der  Reciprocität  enthält  nur  die  Summe  der 
beiden  reciproken  Schrauben.  Werden  daher  die  Parameter  der 
vier  Schrauben  ^,,  ^„  ^,,  d-^  um  einen  beliebigen  Betrag  m  ver- 
kleinert und  gleichzeitig  die  Parameter  aller  Schrauben  auf  S  um 
dieselbe  Grösse  vermehrt,  so  wird  die  Reciprocität  nicht  geändert. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  auch  nach  der  Vermehrung  der  Parameter 
aller  Schrauben  auf  S  um  dieselbe  Grösse  m  die  Fläche  doch  noch 
die  Eigenschaft  beibehält,  dass  die  Windungen  um  irgend  drei  ihrer 
Schrauben  äquivalent  Null  sind,  sofern  nur  die  Amplituden  in  ge- 
eigneter Weise  bestimmt  werden. 

§12. 

Hiermit  können  wir  weitergehen  in  der  Untersuchung  der 
Fläche  S  und  zeigen,  dass  es  auf  S  nicht  mehr  als  zwei  Schrau- 
ben gleichen  Parameters  geben  kann.  Denn  man  nehme  an,  dass 
auf  S  drei  Schrauben  vom  Parameter  m  vorhanden  seien.  Man 
vermindere  diese  Parameter  sämmtlich  um  den  Beti*ag  m,  sodass 
also  dann  drei  Schrauben  vom  Parameter  Null  auf  der  Fläche  lie- 
gen. Daraus  würde  dann  folgen,  dass  es  möglich  wäre,  drei  Einzel- 
kräfte auf  S  in  solche  Lagen  zu  bringen,  dass  sie  zusammen  äqui- 
valent Null  werden.  Dies  letztere  ist  aber  offenbar  unmöglich, 
ausser  in  dem  Falle,  dass  die  drei  Kräfte  in  einer  Ebene  wirken, 
und  ihre  Richtungslinien  einander  schneiden.  In  diesem  Falle  de- 
generirt  aber  die  Fläche  S  in  eine  Ebene  j  und  sämmtliche  Ver- 
hältnisse werden  also  ganz  specielle^  die  uns  hier  nicht  inter- 
essiren  können. 

Drei  kann  also  die  Anzahl  der  Schrauben  gleichen  Parameters 
auf  S  nicht  sein.  Dagegen  übei-zeugt  man  sich  mit  Hülfe  des 
obigen  Verfahrens,  dass  allerdings  immer  zwei  solche  Schrauben 
auf  der  Fläche  vorhanden  sein  werden.    Denn  aus  Kapitel  I  ist  zu 
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entnehmen,  dass  eine  Dyname  immer  zerlegt  werden  kann  in  zwei 
Kräfte,  deren  Richtungslinien  sich  kreuzen;  und  zwar  ist  die  Rieh- 
tuDgslinie  einer  dieser  Kräfte  willkürlich  wählbar. 

Nehmen  wir  daher  an,  es  gebe  auf  S  nur  eine  Schraube  A 
von  gegebenem  Parameter  m.  Reduciren  wir  diesen,  wie  oben, 
auf  Null.  Nun  ist  nach  dem  eben  Gesagten  jede  Dyname  auf  einer 
Schraube  von  S  zerlegbar  in  eine  Kraft  längs  X  (Dyname  vom 
Parameter  Null)  und  eine  Kraft  längs  irgend  einer  anderen  Ge- 
raden, die  aber  auch  auf  S  liegen  muss. 

Die  transformirte  Fläche  S  muss  daher  noch  eine  zweite  Er- 
zeugungaschraube vom  Parameter  Null  enthalten,  und  deshalb  in 
ihrer  ursprünglichen  Form  auch  zwei  Schrauben  vom  Parameter  m 
enthalten  haben. 

§13. 

Einander  schneidende  Schrauben  sind  reciprok,  wenn  sie  senk- 
recht zu  einander  sind,  oder  wenn  ihre  Parameter  entgegengesetzt 
gleich  sind.  Daraus  folgt,  dass  eine  zu  S  reciproke  Schraube  ^  die 
Fläche  in  gewissen  Punkten  schneiden  muss,  durch  welche  Schrau- 
ben gehen,  die  entweder  senkrecht  zu  ^  sind  oder  entgegengesetzt 
gleiche  Parameter  mit  ^  besitzen. 

Diese  Bemerkung  reicht  hin,  um  uns  zu  zeigen,  dass  die 
Fläche  S  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  sein  muss.  Denn 
man  nehme  an,  sie  sei  ein  Hyperboloid.  Dann  muss  eine  Trans- 
versale x^,  welche  zwei  Schrauben  gleichen  Parameters  m  schneidet, 
wenn  sie  den  Parameter  — -m  erhält,  reciprok  sein  zur  ganzen 
Fläche.  Wir  können  eine  der  Erzeugungslinien  des  Hyperboloids 
für  x^  nehmen.  ^  schneidet  dann  die  ganze  andere  Regelschaar 
des  Hyperboloids,  zu  der  sie  nicht  gehört,  d-  ist  aber  auch  reci- 
prok zu  all  diesen  Strahlen.  Und  da  es  auf  der  Fläche  nur  zwei 
Schrauben  von  gegebenem  Parameter  giebt,  so  müsste  ^  jeden 
Strahl  der  anderen  Regelschaar  unter  rechtem  Winkel  schneiden. 
Das  gleiche  müsste  gelten  für  jede  andere  reciproke  Schraube,  die 
auf  der  Fläche  selbst  läge.  Aber  es  ist  klar,  dass  es  keine  zwei 
Strahlen  0-  und  9  giebt,  welche  alle  Erzeugenden  einer  Regelschaar 
eines  Hyperboloids  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  ausgenommen 
wieder  den  speciellen  Fall,   dass   die  Regelschaar   in   ein   ebenes 
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System  paralleler  Strahlen  degenerirt.  Im  allgemeinen  Fall  wäre 
zur  Herbeiführung  jener  Möglichkeit  nothwendig,  dass  es  zwei 
kürzeste  Abstände  zwischen  zwei  Geraden  gäbe,  was  aber  wieder 
nicht  möglich  ist. 

Die  Fläche  S  kann  also  nicht  vom  zweiten  Grade  sein. 

Eine  Schraube  ^,  welche  zu  S  reciprok  ist,  muss  die  Fläche 
also  mindestens  in  drei  Punkten  treffen.  Seien  daher  a  und  ß 
zwei  Schrauben  gleichen  Parameters  m  auf  S;  und  sei  d-  eine 
Schraube  vom  Parameter  — m,  welche  a  und  ß  schneidet.  Diese 
Schraube  ist  also  reciprok  zu  a  und  ß  und  somit  auch  reciprok  zu 
jeder  Schraube  auf  S,  0-  möge  nun  die  Fläche  noch  in  einem 
dritten  Punkte  schneiden,  durch  den  die  Schraube  /  der  Fläche 
gehen  möge.  ^  und  y  sind  reciprok.  Gleichen  Parameters  können 
sie  nicht  sein,  da  sonst  drei  Schrauben  von  gleichem  Parameter 
auf  der  Fläche  lägen.  ^  und  /  müssen  daher  rechtwinklig  zu  ein- 
ander sein.  Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  lässt  sich  nun  aber 
leicht  zeigen,  dass  die  Fläche  S  wirklich  vom  dritten  Grade  ist. 

Denn  es  möge  ^  die  Fläche  noch  in  einem  vierten  Punkte 
schneiden,  durch  den  die  Erzeugungsschraube  d  gehen  möge.  Dann 
sind  auch  ^  und  d  reciproke  Schrauben.  Und  aus  denselben 
Gründen,  wie  für  ^  und  y,  folgt  auch  für  d-  und  S,  dass  sie  zu 
einander  senkrecht  sein  müssen.  Nehmen  wir  nun  die  vier  Ge- 
raden er,  ß,  Y^  ^9  so  giebt  es  zwei  gemeinschaftliche  Transversalen 
für  sie,  von  denen  also  eine  x/*  ist.  Die  andere  heisse  y.  Wir 
können  dann,  wenn  die  bisherigen  Ergebnisse  als  zutreffend  ange- 
nommen werden,  zeigen,  dass  q>  auch  senkrecht  zu  y  und  d  ist. 
Aber  auf  diese  Weise  würden  wir  wieder  zwei  gemeinschaftliche 
Senkrechten  haben  für  die  beiden  Raumgeraden  y  und  d.  Dies  ist 
unmöglich,  es  sei  denn,  dass  y  und  d  in  derselben  Ebene  liegen 
und  parallel  sind.  -  In  diesem  Falle  aber  würden  Windungen  um 
/  und  S  sich  lediglich  zusammensetzen  in  Windungen,  deren 
Schrauben  parallel  zu  /  und  d  sind  und  in  der  nämlichen  Ebene 
liegen.  Die  ganze  Fläche  S  würde  also  wieder  in  eine  Ebene  aus- 
arten. 

§  14. 
Wir  sind  somit  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  S  eine  Fläche 
dritter  Ordnung   ist,    und  es  wird  nun  leicht  sein,  in  Kürze  sie 
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auch  ihrem  ganzen  Charakter  nach  darzustellen.  Da  jede  Trans- 
versale x>  zvL  a,  ß  und  y  reciprok  zu  S  ist,  wenn  ihr  Parameter 
entgegengesetzt  gleich  ist  dem  gemeinschaftlichen  Parameter  von  a 
und  ^,  so  folgt,  dass  jede  solche  Transversale  senkrecht  zu  y  sein 
muss.  Hierdurch  wird  aber  sofoii;  die  Lage  von  y  beschränkt  und 
ger^elt,  denn  es  ist  klar,  dass  ^  diese  Bedingung  keineswegs  immer 
erfüllen  wird,  wenn  es  nicht  ganz  bestimmte  Lagen  zu  a  und  ß 
hat.  Denken  wir  uns  eine  Ebene  senkrecht  zu  y.  Die  unendlich 
ferne  Gerade  dieser  Ebene  heisse  J.  Die  nothwendige  Bedingung 
dafür,  dass  ein  Strahl  ^  die  Gerade  y  senkrecht  schneidet,  ist  die, 
dass  d-  die  Gerade  J  treffe.  Wenn  nun  die  Gerade  ^  ihre  Lage 
ändert,  so  beschreibt  sie  eine  Fläche  zweiten  Grades,  und  da  J 
eine  der  Erzeugenden  dieser  Fläche  ist,  so  ist  dieselbe  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid.  Die  drei  Strahlen,  welche  zu  der  anderen 
K^elschaar  des  Paraboloids  gehören,  müssen  also  auch  einer  Ebene 
parallel  sein,  welche  bestimmt  wird  durch  die  Erzeugende  J',  in 
der  die  unendlich  entfernte  Ebene  die  Fläche  schneidet. 

Sei  nun  PQ  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  zu  a  und  y,  so 
muss  diese,  da  sie  y  rechtwinklig  schneidet,  auch  J  treffen.  Und 
da  also  PQ  die  drei  Erzeugenden  a,  y,  «/  des  Paraboloids  schnei- 
det, so  ist  diese  Gerade  selbst  eine  Erzeugende  des  Paraboloids  und 
muss  daher  auch  ß  treffen.  Aber  a^  ß,  y  sind  einer  Ebene  pa- 
rallel. Somit  muss  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  von  a  und  y 
auch  senkrecht  zu  ß  sein.  AVir  haben  somit  das  wichtige  Resultat, 
dass  alle  Schrauben  (Erzeugungslinien)  der  Fläche  S  die  gemein- 
schaftliche Senkrechte  von  a  und  ß  treffen  und  zwar  unter  rechtem 
Winkel  schneiden  müssen. 

Die  geometrische  Construction  der  Fläche  S  gestaltet  sich  da- 
her folgendermaassen: 

Man  construire  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  A  der  beiden 
gegebenen  Strahlen  a  und  ß.  Dann  ziehe  man  irgend  einen  Strahl 
^,  der  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  a  und  ß  zu  schneiden. 
Die  gemeinschaftliche  Senkrechte  q  von  i>  und  X  ist  dann  eine  Er- 
zeugende der  Fläche  Sy  und  wenn  0'  längs  den  beiden  Strahlen  a,  ß 
hingleitet,  erzeugt  q  die  Fläche. 

Wir  erkennen,  dass  die  Fläche  S  in  der  That  das  Cylindroid 
ist.    Denn  zu  dieser  Construction  waren  wir  bereits  in  Kapitel  III 
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§  12  gelangt,  worauf  wir  also  hier  wegen  der  weiteren  Ausführung 
verweisen  können. 

Auch  zur  Gleichung  des  Cylindroids  in  der  uns  bekannten 
Form  gelangen  wir  leicht.  Bezeichnen  wir  den  kürzesten  Abstand 
zwischen  q  und  a  mit  d^  und  den  Winkel  zwischen  q  und  a  mit 
A^  und  lassen  d^^  A^  dieselben  Grössen  für  q  und  ß  bedeuten,  so 
findet  sich  leicht 

d, :  dj  =  tang^j :  tang.^, , 

was  man  umformt  in 

rfj-f-d, :  rfj — dj  =  sin(i4,+-4,)  :  sin(-4, — -4,), 

da  bekanntlich 

*     '       ^     ^  COS^jCOsJ,    »      IS     1       •«     a  c0S-4jC0S^, 

Bezeichnen  wir  nun  noch  mit  z  den  Abstand  von  q  von  dem 
Mittelpunkt  der  kürzesten  Distanz  h  zwischen  a  und  ß;  mit  e  den 
Winkel  zwischen  a  und  ß  und  mit  g>  den  Winkel  zwischen  q  und 
dem  Halbirungsstrahl  des  Winkels  e,  so  haben  wir  also  nach  dem 
Obigen 

2:h  =  8in29) : sin2e. 

Und  die  Gleichung  der  Fläche  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 

tangy  =  — 
in  der  wohlbekannten  Form,  nämlich 

^        "^  ^       sm2e    ^ 

Das  Gesetz  der  Parametervertheilung  auf  dem  Cylindroid  kann 
ebenfalls  durch  die  Betrachtungen  der  letzten  Paragraphen  dieses 
Kapitels  hergeleitet  werden.  Sind  a  und  ß  Schrauben  vom  Para- 
meter Null,  so  hat  jede  sie  schneidende  reciproke  Schraube  ^ 
ebenfalls  den  Parameter  Null.  Und  da  q  reciprok  ist  zu  ^,  so 
folgt,  dass  der  Parameter  von  q  gleich  sein  muss  dem  Product  aus 
dem  kürzesten  Abstand  zwischen  ^  um  '^  in  die  Tangente  des 
Winkels  zwischen  q  und  ^. 
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§15. 

Wir  haben  uns  absichtlich  länger  aufgehalten  bei  Herrn  Ball's 
interessanter  Arbeit  vom  11.  Mai  1885.  Denn  wenn  aach  hin- 
sichtlich der  Resultate  nur  Dinge  wiederholt  sind  worden,  die 
schon  in  den  vorigen  und  in  diesem  Kapitel  zur  Sprache  gekom- 
men waren,  so  haben  diese  rein  geometrischen  Betrachtungen  doch 
den  grössten  Werth  für  die  Vertiefung  der  neuen  Anschauungen 
der  Bairschen  Theorie.  Und  aus  diesem  Grunde  ist  geglaubt 
worden,  dass  gerade  für  den  Lernenden  die  Paragraphen  9  bis  15 
dieses  Kapitels  von  grosser  Wichtigkeit  seien. 


Kapitel  V. 
Schraubencoordinaten. 

§1. 

Wir  sind  in  der  elementaren  Statik  gewohnt,  die  auf  ein 
starres  System  wirkenden  Kräfte  zu  zerlegen  in  drei  Einzelkräfte, 
die  in  gegebenen  Richtungen  an  einem  Punkte  angreifen  und  in 
drei  Kräftepaare  in  drei  gegebenen  Ebenen.  In  unserer  Theorie 
haben  wir  aber  eine  Einzelkraft  zu  betrachten  nur  als  einen  spe- 
ciellen  Fall  einer  Dyname,  nämlich  als  eine  Dyname  auf  einer 
Schraube,  deren  Parameter  Null  ist  und  ein  Paar  als  eine  Dyname 
auf  einer  Schraube,  deren  Parameter  unendlich  gross  ist. 

Diese  allbekannte  Zerlegung  stellt  sich  also  vom  Standpunkte 
unserer  Theorie  nur  als  specieller  Fall  des  allgemeinen  Problems 
dar,  die  Intensitäten  von  sechs  Dynamen  auf  sechs  gegebenen 
Schrauben  so  zu  bestimmen,  dass  aus  der  Composition  dieser  Dy- 
namen eine  Dyname  von  gegebener  Intensität  auf  gegebener  Schraube 
hervorgeht. 

Diese  Aufgabe  kann  in  mehr  symmetrischer  Form  auch  so  ge- 
stellt werden: 
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„Man  soll  die  IntensitäteD  von  sieben  Dynamen  auf 
sieben  gegebenen  Schrauben  so  bestimmen,  dass,  wenn 
diese  Dynamen  an  einem  vollkommen  freien  Körper  an- 
greifen, sie  zusammen  äquivalent  Null  sind.^ 

Dabei  ist  nach  Früherem  die  Lösung  dieses  Problems  inden tisch 
mit  der  des  anderen: 

„Die  Amplituden  von  sieben  kleinen  Windungen  um 
sieben  gegebene  Schrauben  sollen  so  bestimmt  werden, 
dass,  wenn  diese  Windungen  nach  einander  einem  star- 
ren Systeme  ertheilt  werden,  dasselbe  nach  der  letzten 
Windung  wieder  dieselbe  Stellung  einnimmt,,  wie  vor  der 
ersten." 

Betreffs  der  Windungen  beschränken  wir  uns  hier  wieder  auf 
den  Fall,  dass  die  Amplituden  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind; 
sodass  also  der  Weg,  den  ein  jedes  Körpertheilchen  bei  einer  sol- 
chen Windung  beschreibt,  als  geradlinig  kann  betrachtet  werden. 
Bei  dieser  Annahme  ist  es  irrelevant,  in  welcher  Ordnung  wir  dem 
Systeme  die  Windungen  ertheilen,  während  bei  unbeschränkter 
Grösse  der  Amplituden  für  jede  Aenderung  in  der  Reihenfolge  der 
einzelnen  Windungen  auch  eine  besondere  Lösung  bestehen  würde. 

Die  beiden  vorliegenden  Probleme  würden  unbestimmt  werden, 
wenn  die  Anzahl  der  Schrauben  grösser  als  sieben  wäre;  im  um- 
gekehrten Falle,  wenn  jene  Anzahl  kleiner  als  sieben  wird,  sind 
diese  Probleme  im  Allgemeinen  überhaupt  unmöglich  und  lassen 
nur  Auflösungen  zu,  wenn  die  Schrauben  in  besonderen  Beziehungen 
zu  einander  stehen. 

Für  sieben  Schrauben  aber  finden  wir  für  die  Bestimmung  der 
Verhältnisse  der  Intensitäten  (oder  Windungen)  im  Allgemeinen  eine 
einzige  Lösung.  Wir  wollen  diese  angeben,  indem  wir  die  Be- 
trachtung an  Dynamen  durchführen. 

Es  seien  also  gegeben  sieben  Schrauben  a,  ß,  y,  rf,  e,  C?  '/• 
Und  wir  sollen  dann  auf  jeder  dieser  Schrauben  eine  Dyname  von 
solcher  Intensität  bestimmen,  dass  die  Gesammtheit  dieser  Dynamen 
äquivalent  Null  ist.  W^ir  bestimmen  zunächst  diejenige  Schraube 
ip^  welche  reciprok  ist  zu  y,  <J,  f,  f,  »;;  und  lassen  nun  di«  sieben 
Dynamen  auf  ein  starres  System  wirken,  welches  solchen  Bedin- 
gungen unterworfen  ist,  dass  es  nur  Windungen  um  ip  ausführen 
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kann.  Auf  dieses  System  üben  also  die  Dyuamen  auf  /,  J,  e,  t?  ^ 
keine  Wirkung  aus,  da  der  virtuelle  Coefficient  jeder  dieser  Dy- 
namen  in  Bezug  auf  eine  Windung  um  ^  Null  ist.  Diese  fünf 
Dynamen  treten  also  aus  der  Betrachtung  heraus  und  wir  haben 
nnr  noch  diejenigen  auf  a  und  ß  zu  betrachten. 

Construiren  wir  das  Cylindroid  (a,  ß)  und  bestimmen  auf 
(lieser  Fläche  diejenige  Schraube  q  die  reciprok  ist  zu  tp.  Das 
starre  System  soll  im  Gleichgewicht  bleiben  unter  der  Einwirkung 
der  sieben  Dynamen.  Die  Wirkung  von  fünf  derselben  ist  schon 
Null.  Damit  auch  a  und  ß  keine  W^irkung  ausüben,  ist  es  noth- 
wendig,  dass  sie  sich  in  eine  einzige  Dyname  auf  der  Schraube  q 
zusammensetzen.  Aus  dieser  Bedingung  aber  bestimmt  sich  (Ka- 
pitel in  §  5)  das  Verhältniss  der  Intensitäten  a"  und  ß".  Durch 
ein  ähnliches  geometrisches  Verfahren  kann  dann  auch  das  Ver- 
hältniss der  Intensitäten  der  Dynamen  auf  irgend  zwei  anderen  der 
gegebenen  sieben  Schrauben  bestimmt  werden,  womit  also  das 
Problem  gelöst  ist. 

§2. 

Es  kann  also  in  der  That  eine  jede  Dyname  zerlegt  w^erden 
in  sechs  Dynamen  auf  sechs  gegebenen  Schrauben*).  Der  Kürze 
halber  mögen  diese  letzteren  sechs  Schrauben  zunächst  als  Coordi- 
natenschrauben  bezeichnet  werden,  was  wol  nichts  Fremdartiges 
hat,  da  sie  ja  in  der  That  hier  ebenso  die  Träger  der  Componenten 
sind,  wie  im  speciellen  Fall  der  elementaren  Mechanik  die  Coor- 
dinatenaxen  und  Coordinatenebenen  Träger  der  componirenden 
Einzelkräfte  und  Paare  sind. 

Seien  nun  co, ,  co, ,  . . . ,  Wg  diese  Coordinatenschrauben  und  sei 
Q  eine  Schraube,  auf  der  eine  Dyname  von  gegebener  Intensität  g" 
wirkt.  Diese  Dyname  zerlegen  wir  in  sechs  andere  auf  co,, . . .,  cog 
und  nennen  q",  ...,  ^g  die  Intensitäten  der  Componenten.  Sei 
femer  ij  irgend  eine  Schraube,  um  welche  dem  System,  auf  das  die 


*)  Das  Problem  ist  bereits  im  XVIII.  Bande  von  Cr  eile's  Journal  durch 
Moebius  gelost  worden  für  den  speciellen  Fall  \on  Schrauben  mit  dem 
Parameter  Null,  welche  die  Kanten  eines  Tetraeders  bilden.  (Problem  der 
Aequivalenz  einer  Einzelkraft  mit  sechs  Kräften,  die  nach  sechs  beliebig  oder 
in  der  angegebenen  Weise  im  Räume  liegenden  Geraden  wirken.) 
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Dynamen  wirken,  eine  Windung  ertheilt  werde.  Dann  ist  die 
Arbeit,  welche  die  gegebene  Dyname  auf  q  in  Beziehung  auf  die 
Windung  um  ij  leistet,  gleich  der  Summe  der  Arbeiten  ihrer  Com- 
ponenten  in  Beziehung  auf  dieselbe  Windung.  Wir  haben  also  die 
Gleichung 

Nimmt  man  also  ausser  tj  noch  fünf  andere  Schrauben  und  be- 
trachtet die  Arbeiten  der  sieben  Dynamen  in  Beziehung  auf  Win- 
dungen um  diese  Schrauben,  so  erhält  man  noch  fünf  andere  ana- 
loge Gleichungen  und  kann  aus  den  dann  vorhandenen  sechs  Glei- 
chungen die  Intensitäten  q\\  . . . ,  ^y  eindeutig  bestimmen.  Dabei 
kann  man  sich  diese  Bestimmung  bedeutend  erleichtern  und  ver- 
einfachen durch  eine  vortheilhafte  Auswahl  der  Schrauben  ij. 
Nimmt  man  z.  B.  als  erste  Schraube  rj  eine  solche  an,  die  reci- 
prok  ist  zu  eoj,  o),,  w^^  co^,  cog,  also  eine  stets  eindeutig  bestimm- 
bare Schraube,  so  ist 

G>i^ft,,  =  0,    .  .  . ,   cJ^fti,  =  0 

und  wir  bestimmen  die  Intensität  q'I  aus  der  Gleichung 

Durch  analoge  Verfügung  über  die  fünf  anderen  Schrauben  rj  ge- 
langt man  dann  ebenso  einfach  zur  Bestimmung  von  q'I^  . . .,  q"> 
Und  es  braucht  wol  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Bestim- 
mung der  Amplituden  der  sechs  Componenten  einer  Windung  in 
ganz  derselben  Weise  vorgenommen  wird. 

§3- 

Wir  können  für  die  Intensität  der  resultirenden  Dyname  einen 
Ausdruck  durch  die  Intensitäten  der  componirenden  Dynamen  fin- 
den, der  in  seiner  Zusammensetzung  an  den  Ausdruck  der  Resul- 
tanten von  an  einem  Punkte  angreifenden  Kräften  erinnert. 

Die  sechs  Coordinatenschrauben  mögen  die  Parameter  p^,  j?,, 
...,  j?g  haben  und  die  Schraube  q  der  resultirenden  Dyname  be- 
sitze den  Parameter  p^ .  Die  Wahl  der  Schrauben  ij  des  vorigen 
Paragraphen  war  willkürlich.  Wir  wollen  daher  jetzt  nachein- 
ander die  sechs  Coordinatenschrauben   als  Schrauben  tj  annehmen. 
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Die  zur  Bestimmung  der  Grössen  ^'/, . . .,  q'I  dienenden  Gleichungen 
werden  daher  jetzt: 

wobei  benutzt  ist,  dass  der  virtuelle  CoefiQcient  zweier  zusammen- 
fallenden Schrauben  vom  selben  Parameter  (oder  der  virtuelle 
CoefiScient  einer  Schraube  auf  sich  selbst)  einfach  gleich  dem  dop- 
pelten Parameter  wird. 

Nehmen  wir  nun  noch  endlich  q  als  Schraube  rj  an,  so  haben 
wir  die  Gleichung 

Q"Pe  =  e>e".H H>e^^' 

Die  Werthe  von  o^„,,  . . .,  is^a,,  können  wir  aber  aus  den  vorigen 
Gleichungen  durch  Grössen  ausdrücken,  welche,  abgesehen  von  den 
Intensitäten,  nur  von  den  Coordinatenschrauben  abhängen,  und  er- 
halten durch  Ausführung  der  Substitutionen 

Dieser  Ausdruck  erinnert  in  der  That  an  das  Quadrat  der  Resul- 
tante von  an  einem  Punkte  angreifenden  Kräften  bei  schiefwinkligen 
Coordinatenaxen.  So  wie  nun  dort  durch  eine  besondere  Wahl  des 
Coordinatenwinkels  der  Ausdruck  vereinfacht  wird,  so  können  wir 
auch  hier  durch  passende  Disposition  über  das  System  der  Coordi- 
natenschrauben den  Ausdruck  für  ^"*  vereinfachen. 

§4. 

Diese  specielle  Auswahl  der  Coordinatenschrauben  wollen  wir 
nun  treffen.  Die  Schraube  co,  kann  beliebig  angenommen  werden. 
Für  0),  nehmen  wir  eine  zu  (o^  reciproke  Schraube;  für  oo,  eine 
Schraube,  die  reciprok  ist  zu  co^  und  co,;  für  co^  eine  Schraube, 
die  zu  €0,,  ci)„  co,  reciprok;  für  co^  eine  solche,  die  zu  coj,  co,,  coj,  m^ 
reciprok  ist;  und  endlich  für  w^  diejenige,  eiazige.  Schraube,  die  gleich- 
zeitig zu  allen  fünf  ersten  Schrauben  co,,  co,,  o),,  oo^,  coj  reciprok  ist. 

Das  in  dieser  Weise  gebildete  System  von  Schrauben  besitzt 
die  Eigenschaft,  dass  jedes  Paar  der  demselben  angehörenden 
Schrauben  reciprok  ist.  Ein  jedes  solches  System  von  sechs  Schrau- 
ben nennt  Herr  Ball  ein  System  coreciproker  Schrauben. 

Ball»   Mechanik.  7 
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Insofern  ein  solches  System  als  ein  System  von  Coordinaten- 
schrauben  benutzt  werden  soll,  werden  wir  uns  erlauben,  es  als 
ein  System  von  Fundamentalschrauben  zu  bezeichnen,  oder, 
wenn  der  Zusammenhang  eine  Verwechslung  ausschliesst,  auch 
kurz  als  das  (bei  dem  betr.  Problem  angewandte)  Fundamental- 
system. 

Dreissig  Constanten  sind  erforderlich  um  ein  System  von  secLs 
Schrauben  zu  bestimmen.  Soll  dasselbe  coreciprok  sein,  so  sind  ver- 
möge dieser  Eigenschaft  erst  fün&ehn  Bedingungsgleichungen  zu 
erfüllen.  Es  bleiben  also  noch  fünfzehn  Constanten  verfügbar,  so 
dass  man  jederzeit  in  der  Lage  sein  wird,  ein  für  das  gerade  be- 
trachtete Problem  besonders  geeignetes  Fundamentalsystem  auszu- 
wählen. 

Führen  wir  also  die  obigen  Erörterungen  über  die  Intensität 
der  resultirenden  Dyname  unter  der  Veraussetzung  durch,  dass  die 
Coordinatenschrauben  ein  Fundamentalsystem  bilden,  so  erreichen 
wir  für  den  Ausdruck  dieser  Intensität  denselben  Vortheil,  wie  er 
durch  Annahme  eines  orthogonalen  Coordinatensystems  in  der  ele- 
mentaren Mechanik  für  die  Resultante  von  Kräften  erreicht  wird, 
die  an  einem  Punkte  wirken. 

Denn  ist  das  System  (o),,  co,, . . .,  cog)  coreciprok,  so  sind  die 
sämmtlichen  Grössen 

(^,  Ä  =  1,  2,  . . .,  6;  gleiche  Werthe  von  k  und  h  ausgeschlossen). 
Es  ergiebt  sich  also  dann 

§5. 

Wir  w^erden  von  nun  an  stets  voraussetzen,  dass  die  Coordi- 
natenschrauben coreciprok  sind,  dass  also  die  betrachteten  Dynamen 
und  Windungen  auf  ein  Fundamentalsystem  bezogen  werden.  In 
diesem  Zusammenhange  werden  wir  dann  auch  von  den  Coordi- 
naten*)  einer  Dyname  oder  einer  Windung  reden. 

*)  Der  Begriff  der  Coordinaten  einer  Kraft  oder  einer  unendlich  kleinen 
Rotation  tritt  zuerst  bei  Plücker  auf  (Phil.  Transact.  vol.  156,  p.  362)  und 
„Neue  Geometrie  des  Raumes **  No.  25.   Mau  sehe  zum  Inhalte  dieses  und  der 


I 
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„Und  zwar  betrachten  wir  einfach  als  Coordinaten 
einer  Dyname  die  Intensitäten  der  componirenden  Dy- 
namen  auf  den  Fandamentalschrauben.^ 

Und  ganz  ebenso  definiren  wir: 

„Als  Coordinaten  einer  Windung  werden  die  Ampli- 
tuden der  componirenden  Windungen  um  die  Fundamen- 
talschrauben betrachtet." 

§6. 

Wir  können  nun  auch  die  Arbeit  einer  Dyname  von  der  In- 
tensität ß'^  in  Bezug  auf  eine  Windung  von  der  Amplitude  a'  um 
eine  Schraube  a  durch  die  Coordinaten  der  Dyname  und  der  Win- 
dungen ausdrücken. 

Die  Coordinaten  einer  Dyname  von  der  Intensität  ^"  auf  einer 
Schraube  q  mögen  mit  ^7?  Qi^  *  *  -'  Q^i  bezeichnet  werden;  und 
analog  die  Coordinaten  einer  Windung  von  der  Amplitude  q*  um 
eine  Schraube  q  mit  q[^  Q^^  . . .,  ^g. 

Ersetzen  wir  nun  die  gegebene  Dyname  auf  der  Schraube  ß 
und  die  Windung  um  die  Schraube  a  durch  ihre  respectiven  Coor- 
dinaten (d.  i.  ihre  Componenten  auf  den  Fundamentalschrauben), 
so  ist  die  Arbeit  der  gegebenen  Dyname  in  Bezug  auf  die  gegebene 
Windung  gleich  der  Summe  der  sechsunddreissig  Arbeitsmengen, 
die  man  erhält,  wenn  man  die  Arbeit  jeder  Dynamencomponente 
in  Bezug  auf  jede  Windungscomponente  bestimmt. 

Da  nun  aber  die  Fundamentalschrauben  coreciprok  sind,  so 
verschwinden  dreissig  dieser  Grössen  und  wir  haben  als  Arbeit  der 
Dyname  Dß  auf  ß  in  Bezug  auf  die  Windung  Wa  um  a  den  ein- 
fachen Ausdruck*) 

A(Dß,Wa)  =  2p,a\ß';+>.>+2p,a'j:. 

folgenden  Paragraphen  auch  die  Aufsätze  von  Battaglini  „Sülle  diname  in 
involuzione*  (Atti  di  Napoli  1869,  IV)  und  Zeuthen  (Math.  Annal.  Bd.  I 
p.  432)  nach.  Zur  Orientirung  ist  aber  insbesondere  zu  studiren  die  Abhand- 
lung des  Herrn  F.  Klein  in  Math.  Annal.  Bd.  I  p.  403  über  den  Zusammen- 
hang der  Liniengeometrie  mit  der  Mechanik  starrer  Körper.  Endlich  sind  zu 
erwähnen  die  betreffenden  Abschnitte  in  Herrn  SchelTs  »Theorie  der  Bewe- 
gungen und  der  Kräfte"  und  in  Somoff's  „Mechanik". 

*)  Siehe  den  vorhin  erwähnten  Aufsatz  des  Herrn  Klein,  p.  413. 
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§7. 

Es  ist  von  grossem  Nutzen,  auch  eine  Schraube  durch  Coordi- 
naten  bestimmen  zu  können;  und  es  lässt  sich  dieses  Ziel  im  Zu- 
sammenhange der  bisher  entwickeisen  Begriffe  auch  leicht  erreichen. 
Wir  haben  gesehen,  dass  aus  sechs  gegebenen  auf  den  Fundamental- 
schrauben liegenden  Dynamen  jederzeit  eine  resultirende  Dyname 
eindeutig  und  vollständig  kann  hergeleitet  werden,  also  vor  allem 
auch  hinsichtlich  ihrer  Schraube.  Auf  Grund  dieser  Bemerkung 
können  wir  in  sehr  einfacher  Weise  zu  einer  Definition  der 
„Schraubencoordinaten^  gelangen. 

„Als  Coordinaten  einer  Schraube  a  werden  die  Coor- 
dinaten  einer  auf  dieser  Schraube  liegenden  Dyname  de- 
finirt,  deren  Intensität  gleich  der  Einheit  ist." 

Diese  Coordinaten  der  Schraube  a  bezeichnen  wir  mit  a,,  a,, 
. . . ,  ff g . 

Eine  Schraube  wird  aus  ihren  Coordinaten  auf  folgende  Weise 
bestimmt.  Es  sei  t  eine  kleine  Grösse  1.  Ordnung.  Man  betrachte 
nun  ein  starres  System,  dessen  Lage  A  sei ;  und  ertheile  demselben 
nacheinander  Windungen  um  die  Fundamentalschrauben  und  zwar 
resp.  von  den  Amplituden  ^a,,  ^a,, . . .,  ^a^..  Hierdurch  möge  das 
System  in  die  Lage  B  übergeführt  werden.  Die  nämliche  Lagen- 
änderung kann  aber  auch  durch  eine  einzige  Windung  erreicht 
werden.  Die  Schraube  dieser  Windung  ist  die  gesuchte  Schraube, 
welche  die  Coordinaten  a^,  a„  . . .,  a^  hat. 

§8. 

Diese  Coordinaten  einer  Schraube  sind  nicht  von  einander 
unabhängig.  Ihre  Anzahl  übersteigt  um  eins  die  zur  Bestimmung 
einer  Schraube  nothwendigen  Grössen.  Sie  müssen  daher  einer 
Bedingungsgleichung  genügen,  die  wir  nun  aufsuchen  wollen. 

Wenn  zwei  Windungen  mit  Hülfe  des  Cylindroids  componirt 
werden,  so  bemerken  wir,  dass  die  Amplitude  der  resultirenden 
Windung  sowohl,  als  auch  die  Richtung  ihrer  Schraube  lediglich 
von  den  Amplituden  der  gegebenen  Windungen  und  den  Rich- 
tungen der  gegebenen  Schrauben  abhängen,  aber  nicht  von  deren 
Parametern  und  absoluten   Lagen   im  Räume.     Diese  Bemerkung 
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lässt  sich  dann  selbstverständlich  dahin  ausdehnen,  dass  auch  bei 
der  Zusammensetzung  einer  beliebigen  Anzahl  von  Windungen  die 
Amplitude  der  resultirenden  Windung  und  die  Richtung  von  deren 
Schraube  nur  abhängen  von  den  Amplituden  der  gegebenen  Win- 
dungen und  den  Richtungen  der  Schrauben  derselben.  Beachten 
wir  noch,  dass  die  Amplitude  der  aus  zwei  Windungen  resultiren- 
den Windung  gleich  der  geometrischen  Summe  der  Amplituden  der 
gegebenen  Windungen  ist,  so  kommen  wir  zu  folgendem  Ergebniss 
für  den  allgemeinen  Fall. 

„Wenn  n  Windungen  (oder  Dynamen)  zusammen  äqui- 
valent Null  sind,  so  kann  stets  ein  geschlossenes  Poly- 
gon von  n  Seiten  construirt  werden  derart,  dass  jede 
Seite  desselben  proportional  ist  einer  der  gegebenen 
Windungsamplituden  (Dynamenintensitäten)  und  zu- 
gleich parallel  mit  der  Schraube  dieser  Windung  (Dy- 
name)." 

Legen  wir  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  ein 
orthogonales  Parallelcoordinatensystem  und  ziehen  durch  diesen 
Punkt  Parallelen  zu  den  sechs  Fundamentalschrauben  con-  Dio 
Richtungscosinus  dieser  Parallelen  seien  resp.  a»,  bn^  c». 

Da  nun  eine  Dyname,  deren  Intensität  der  Einheit  gleich  ist, 
Componenten  a,,  a„  . . .,  a^  auf  den  Fundamentalschrauben  hat,  so 
müssen  wir  nach  dem  Obigen  haben 

oder 

JS'aJ -4-2-50,0,  cos(co,,  co,)  =  1; 

wenn  wir  mit  (o),,  to,)  den  Winkel  zweier  durch  einen  Punkt  zu 
den  Fundamentalschrauben  o),,  u),  gezogenen  parallelen  Geraden 
bezeichnen. 

§9- 

Die  Schraube  selbst  ist,  wie  schon  bei  ihrer  Einführung  her- 
vorgehoben wurde,  keine  der  Rechnung  zugängliche  Grösse.  Wohl 
ist  das  aber  der  Fall  bei  ihren  Coordinaten,  wie  aus  deren  Defi- 
nition (als  Intensitäten  der  Componenten  einer  speciellen  Dyname) 
hervorgeht. 


102  Theoretische  Mechanik. 

Sei  a  eine  gegebene  Schraube,  deren  Coordinaten  bestimmt 
werden  sollen.  Die  Arbeit,  welche  die  auf  a  liegende  Dyname  von 
der  Einheit  der  Intensität  in  Beziehung  auf  eine  Windung  von  der 
Amplitude  w\  um  die  Fundamentalschraube  o),  leistet,  ist  gegeben 
durch 

diese  Arbeit  aber  muss  gleich  sein  derjenigen,  welche  efne  Dyname 
von  der  Intensität  a^  auf  w^  in  Beziehung  auf  dieselbe  Windung 
leistet.    Daher  • 

oder 

Pl 

und  auf  dieselbe  Weise  bestimmen  sich  die  andern  fünf  Coordi- 
naten der  Schraube. 

§  10. 

Mit  Hülfe  der  Schraubencoordinaten  kann  ein  sehr  eleganter 
Ausdruck  für  den  virtuellen  Coefficienten  zweier  Schrauben  aufge- 
stellt werden. 

Die  Coordinaten  einer  Windung  von  der  Amplitude  a'  sind 
resp.  a'a^,  a'a^,  ...,  a'a^.  Und  die  Coordinaten  einer  Dyname, 
deren  Intensität  j9"  ist,  sind  resp.  ß^'ß^,  ß"ß^,  . . .,  ß"ß^.  Dabei 
bedeuten  also  die  On  und  die  ßn  die  Coordinaten  der  Schrauben  a 
und  ß.  Erinnern  wir  uns  der  für  die  Coordinaten  von  Windungen 
und  Dynamen  von  uns  festgesetzten  Bezeichnungen,  so  haben 
wir  also 

c^  =  a'an,    ß:  =  ß''ßn      (n  =  l,2,...,6). 

Und  der  Ausdruck  für  die  Arbeit,  welche  die  Dyname  auf  ß  in 
Bezug  auf  die  Windung  um  a  leistet,  wird 

aT[^P^(^.ß^+-+2p,a,ß,l 

Die  in  der  Klammer  enthaltene  Grösse  ist  der  virtuelle  Coefficient 
der  Schrauben  a  und  ß,  sodass  wir  also  die  interessante  Relation 
haben 

welche  für  allgemeinere  Untersuchungen  besonders   werthvoll  ist. 
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Auch  in  diesem  Ausdruck  treten  die  Schrauben  er,  ß  (durch  ihre 
Coordinaten)  symmetrisch  auf,  sodass  wir  an  ihn  dieselben  Folge- 
rungen knüpfen  können,  wie  in  Kap.  IV  §  1  an  die  gewöhnliche 
Form  des  virtuellen  Coefficienten. 

§11- 

Der  vorige  Paragraph  liefert  uns  auch  noch  eine  elegante  Dar- 
stellung des  Parameters  einer  Schraube.  Denn  man  bedenke  nur, 
dass  der  virtuelle  Coefficient  zweier  zusammenfallenden  gleichen 
Schrauben  gleich  dem  doppelten  Parameter  ist,  den  diese  Schrau- 
ben haben.    Daher  ist  also  der  Parameter  einer  Schraube  a 

Pa  =/>,«?  H ^Pe<  =  ^Pi<' 

§12. 

Die  Einführung  der  Coordinaten  einer  Schraube  ermöglicht  es 
auch,  die  im  vorigen  Kapitel  rein  geometrisch  durchgeführten  Be- 
trachtungen analytisch  darzustellen. 

So  können  wir  z.  B.  leicht  die  Coordinaten  derjenigen  (ein- 
zigen) Schraube  q  bestimmen,  die  zu  fünf  gegebenen  Schrauben  a, 
/?,  y,  ^,  €  reciprok  ist.  Denn  wir  erhalten  für  die  Coordinaten  gj, 
...,^g  die  Bedingungsgleichungen 

-i>.?i«,  =  0,   :sp,Q,ß,  =  0,   2p,Q,r,  =  0,   2p,Q,s,  =  o, 

Sp,Q,€,  =0, 

aus  denen  die  Verhältnisse  der  Grössen  pnQn  bestimmt  werden 
können.  Und  zwar  ist  dann  bekanntlich  pnQn  proportional  der 
Determinante,  die  man  aus  dem  rechteckigen  Systeme 


a 


a„ 


a. 


a. 


a. 


a. 


,,  **j,  «.j,  ,*^,  v.,5,  «,g 

ßi^  Äj  Ä»  ßi^  ßht  ße 

yp  ^s»  y»'  M»  ^5'  ^6 

^n  ^J5  <^s?  ^4»  ^51  *6 


n 


8' 


'3» 


'49 


e 
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e. 


durch  Unterdrückung  der  n**°  Colonne  erhält. 

Nachdem  man  dann  so  zu  den  relativen  Wdrthen  der  Coor- 
dinaten von  Q  gelangt  ist,  wird  man  ihre  absoluten  Werthe  auf 
Grund  des  §  8  dieses  Capitels  bestimmen. 
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Die  Bedingoiig,  dass  sechs  gegebene  Schrauben  eine  gemein- 
schaftliche Reciproke  haben,  wird,  wie  man  aus  Obigem  weiter 
schliesst,  durch  das  Verschwinden  einer  Determinante  ausgedrückt, 
welche  mit  derjenigen  verglichen  werden  kann,  deren  Verschwin- 
den besagt,  dass  drei  durch  ihre  Richtungscosinus  gegebene  Geraden 
in  einer  Ebene  Uegen. 

§13. 

Eine  Schraube  d"  auf  einem  Cylindroid  ist  definirt  durch  den 
Winkel  Z,  welchen  sie  mit  der  Schraube  a  auf  der  x-Axe  macht. 
Da  nun  eine  Dyname  auf  ^,  deren  Intensität  gleich  der  Einheit 
ist,  auf  a  und  ß  (Kap.  III  §  5)  Componenten  hat,  deren  Intensi- 
täten bez.  cosZ  und  sinZ  sind,  und  da  femer  jede  dieser  Compo- 
nenten in  sechs  Dynamen  auf  irgend  sechs  coreciproken  Schrauben 
zerlegt  werden  kann,  so  haben  wir  also  nach  §  7  dieses  Kapitels 
für  die  Coordinaten  von  ^  die  Ausdrücke 

d-^  =  a„cosZ-f-/?»sinZ, 

sodass  wir  also  nunmehr  auch  die  Schrauben  eines  Cylindroids 
analytisch  darstellen  können  unter  Zugrundelegung  eines  Systen-js 
von  Fundamentalschrauben. 

Der  Parameter  von  -^  ergiebt  sich  nach  der  vorhin  gefundenen 
Formel  zunächst  in  der  Gestalt 

p^  =  2p^  (a^  cosZ-h/9j  »miy. 

Entwickelt  man  hier  die  Quadrate  und  beachtet,  dass  a  und  ß  re- 
ciprok  sind,  dass  also 

Sp,a,ß,=0 
und  dass  femer 

2p,a\=pa,     2pJ]=pß, 

so  gelangen  wir  wieder  zu  unserer  bekannten  Formel 

p^  =  paCOs'Z-Hp^sin'Z. 

Sind  zwei  Schrauben  d-  und  y  eines  Cylindroids,  die  durch 
die  Winkel  l  und  m  definirt  sein  mögen,  reciprok,  so  haben  wir 

2p^(a^cosl+ß^AnlXa^cosm+ß^sin1n)  =  0 
oder 

Pacoslcosm+pßsmlsmm  =  0, 


Kap.  VI.  Allgem.  Betrachtung,  üb.  d.  Gleichgew.  eines  starren  Systems.     105 

EriDnem  wir  uns  dud  der  Betrachtungen,  die  zur  Einfülirung  des 
Parameterkegelschnitts  iiihrten,  so  giebt  die  letzte  Gleichung  den 
nützlichen  Satz: 

,,Irgend  zwei  reciproke  Schrauben  eines  Cylindroids  sind  con- 
jagirten  Durchmessern  des  Parameterkegelschnitts  parallel.^ 

Da,  wenn  der  Parameterkegelschnitt  eine  Ellipse  oder  eine 
Hyperbel  ist,  die  Summe  oder  Differenz  der  Quadrate  zweier  con- 
jugirter  Durchmesser  constant  ist,  so  schliessen  wir  auch  noch, 
dass  die  Summe  oder  Differenz  der  reciproken  Werthe  der  Para- 
meter zweier  reciproken  Schrauben  eines  Cylindroids  constant  ist, 
sofern  der  Parameterkegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist. 


Kapitel  VI. 

AUgemeine  Betraehtnngen  Aber  dag  Oleichgewicht  eines 

starren  Systems. 

§1. 

Ein  starres  System,  welches  um  jede  beliebige  Schraube  im 
Räume  Windungen  ausführen  kann,  heisst  ein  freies  System.  Es 
ist  hinsichtlich  seiner  Bewegung  also  keiner  Bedingung  unterworfen. 
Es  hat  völlige  Freiheit  der  Bewegung. 

Jede  von  dem  System  ausgeführte  Windung  kann  dargestellt 
werden  als  Resultirende  aus  sechs  Windungen  um  sechs  beliebig 
ausgewählte  Coordinatenschrauben.  Wenn  das  System  nicht  frei 
ist,  d.  h.  wenn  seine  Beweglichkeit  durch  geometrische  Bedingungen, 
die  ihm  auferlegt  sind,  oder  durch  Widerstände  beschränkt  wird, 
80  wird  es  nicht  mehr  möglich  sein,  ihm  Windungen  um  alle  be- 
liebigen Schrauben  des  Raumes  zu  ertheilen,  sondern  es  wird  dies 
nur  angehen  in  Bezug  auf  ein,  in  jedem  Falle  aus  den  gegebenen 
Bedingungen  bestimmbares,  System  von  Schrauben,  welches  zwar 
im  allgemeinen  Falle  auch  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von 
Schrauben  enthält,  aber  nicht  von  derselben  Mächtigkeit,  wie  für 
das  freie  System. 


106  Theoretische  Mechanik. 

Das  System  der  Schrauben  aller  möglichen  Bewegungen  beim 
freien  System  lässt  sich,  wie  schon  hervorgehoben,  aus  irgend 
welchen  sechs  Schrauben  herleiten. 

Die  Schraubensysteme  der  möglichen  Windungen  für  in  ihrer 
Beweglichkeit  beschränkte  Körper  unterscheiden  sich  von  dem 
eben  genannten  dadurch,  dass  sie  aus  einer  geringeren  Anzahl 
von  Schrauben  herleitbar  sind. 

Es  geht  schon  hieraus  hervor,  dass  diese  Schraubensysteme  in 
der  That  von  geringerer  Mächtigkeit  sind  als  jene  für  den  freien 
Körper. 

Dass  diese  Systeme  wirklich  Mannigfaltigkeiten  von  Schrauben 
sind,  lässt  sich  leicht  finden.  Man  möge  z.  B.  gefunden  haben, 
dass  die  Bedingungen  eines  starren  Systemes  dessen  Bewegung  so 
modificiren,  dass  man  nur  noch  k  Schrauben  willkürlich  auswählen 
kann,  um  eine  wirklich  von  dem  System  ausgeführte  Windung  um 
eine  Schraube  A  durch  Windungen  um  jene  zusammenzusetzen. 
Nun  können  wir  aber  doch  dem  starren  System  Windungen  von 
ganz  beliebigen  Amplituden  (sofern  diese  Amplituden  nur  immer 
kleine  Grössen  1.  0.  sind)  um  jene  k  Schrauben  A^^  A^^  ,  ,  .^  Ak 
ertheilen,  sodass  also  die  Windung  um  ^4,  welche  wir  ursprünglich 
darstellen  wollten,  in  der  That  nur  ein  Individuum  ist  aus  der 
Mannigfaltigkeit  von  Windungen,  die  sich  durch  Yariirung  der  k 
Amplituden  der  Windungen  um  A^^  . . .,  Ai  herstellen  lassen.  Da- 
mit variirt  natürlich  dann  auch  die  Schraube  A  in  gleichem  Maasse. 

Ein  solches  Schraubensvstem,  welches  durch  k  seiner 
Elemente  bestimmt  wird,  wollen  wir  ein  Schraubensystem 
i'^r  Stufe  nennen. 

Und  von  einem  starren  Körper,  der  lediglich  um  die  Schrauben 
eines  Systems  der  k^^  Stufe  Windungen  ausführen  kann,  sagen  wir, 
er  besitze  Freiheit  A**"  Grades. 

Es  möge  noch  hervorgehoben  werden,  dass  man  bei  der  im 
übrigen  ja  willkürlichen  Wahl  der  k  Schrauben  -Aj,  . . .,  -4*,  aus 
denen  man  ein  System  A**'  Stufe  völlig  herstellt,  darauf  achten 
muss,  dass  diese  Schrauben  nicht  etwa  Elemente  eines  Systems 
niedrigerer  Stufe  sind.  Denn  man  sieht  ein,  dass  man  dann  nur 
zu  Windungen  um  Schrauben  gelangen  kann,  die  selbst  diesem 
niedrigeren  System  angehören. 


Kap  VI.   Allgem.  Betrachtung,  üb.  d.  Gleichgew.  eines  starren  Systems.      107 

Da  die  Amplituden  der  k  Windungen  um  J,,  . . .,  ^^  willkür- 
lich angenommen  werden  können,  so  könnte  man  glauben,  dass 
man  bei  Bestimmung  einer  Schraube  S  eines  Systems  k^^  Stufe 
über  k  Grössen  zu  verfügen  habe.  Dies  ist  aber  nicht  so.  Denn 
wir  erinnern  uns  aus  Kap.  III,  dass  die  Bestimmung  der  Lage  und 
des  Parameters  von  S  nur  von  den  Verhältnissen  der  Ampli- 
tuden der  Windungen  um  ^1,, . . .,  .^t  abhängt.    Daher: 

Bei  der  Bestimmung  einer  Schraube  S  eines  Systems 
der  4**"  Stufe  verfügt  man  über  k — 1  Grössen. 

§2. 

Wie  schon  aus  Kap.  I  (bei  der  Ableitung  der  Lagrange'schen 
Bewegungsgleichungen)  zu  ersehen  ist,  besteht  das  wesentliche  ma- 
thematische Kennzeichen  der  Bedingungen  eines  starren  Körpers 
in  der  Anzahl  der  unabhängigen  Yariabeln,  deren  man  zur  voll- 
ständigen Fixirung  der  Lage  des  Körpers  in  jedem  Augenblick  be- 
darf, wenn  der  Körper  sich  eben  den  gegebenen  Bedingungen  ge- 
mäss bewegt. 

Die  einfachsten  Fälle  mögen  hier  kurz  angeführt  werden. 

Die  Lage  eines  Punktes  wird  durch  drei  Grössen  (durch  drei 
Bedingungsgleichungen)  bestimmt.  Wenn  also  für  einen  Punkt  zu 
den  Bewegungsgleichungen  noch  drei  Bedingungsgleichungen  hinzu- 
treten, so  wird  dieser  Punkt  unbeweglich.  Er  beschreibt  eine  Li- 
nie, wenn  zwei  Bedingungsgleichungen  vorhanden  sind,  nämlich  die 
Durchschnittscurve  von 

y  (^,  y,  2)  =  0,     xp  {xy  y,  z)  =  0, 

wenn  ^  =  0,  ?//  =  0  die  Bedingungsgleichungen  sind.  Er  bewegt 
sich  auf  einer  Oberfläche,  wenn  nur  eine  Bedingung  x  =  0  vor- 
handen ist.  Endlich  ist  er  völlig  frei,  wenn  keine  Bedingung  vor- 
handen ist,  d.  h.  wenn  wir  in  jedem  Augenblick  über  drei  Grössen 
zur  Bestimmung  seiner  Lage  frei  verfügen. 

Betrachten  wir  eine  gerade  Linie  und  auf  dieser  ein  Segment 
ab,  Ist  der  Punkt  a  fest,  so  kann  b  sich  nur  auf  einer  Kugel, 
deren  Centrum  in  a  ist,  bewegen.  Während  für  die  Feststellung 
der  Unbeweglichkeit  von  a  drei  Bedingungen  nöthig  sind,  bedürfen 
wir  nur  noch  deren  zwei,  um  auch  diejenige  von  b  zu  erhalten, 
da  ja  schon  eine  Bedingung  für  b  darin  vorhanden  ist,    dass   die 
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Entfernung  ab  unveränderlich  sein  soll.  Eine  gerade  Linie  ist 
also  unbeweglich,  wenn  fünf  Bedingungsgleichungen  für  sie  vor- 
handen sind. 

Hierbei  ist  jedoch  die  Gerade  als  Punktgebilde  und  nicht  als 
selbststandiges  geometrisches  Element  aufgefasst. 

Geschieht  aber  dies  letztere,  so  haben  wir  eine  Verschiebung 
der  Geraden  in  sich  nicht  mehr  als  Bewegung  au&ufassen,  sondern 
lediglich  als  eine  Transformation  der  auf  ihr  liegenden  Punktreihe. 
Die  Lage  der  Geraden  bleibt  ja  auch  unverändert,  wenn  wir 
irgend  eine  Transformation  der  auf  ihr  befindlichen  Punktreihe  aus- 
führen, selbstverständlich  sofern  diese  Transformation  so  beschaffen 
ist,  dass  sie  die  Punkte  des  Trägers  nicht  von  demselben  entfernt. 
Wir  werden  Gelegenheit  haben,  auf  diese  Betrachtungen  zurückzu- 
kommen. 

Für  jetzt  ergiebt  sich  also,  dass  die  Unbeweglichkeit  einer 
Geraden,  wenn  diese  als  selbstständiges  Gebilde  aufgefasst  wird, 
durch  vier  Bedingungsgleichungen  gegeben  sind.  Denn  die  Bedin- 
gung der  unveränderlichen  Abstände  ihrer  Punkte  ist  weggefallen. 

Sind  drei  Bedingungen  vorhanden,  so  beschreibt  die  Gerade 
eine  Regelfläche;  bei  zwei  Bedingungen  ist  sie  Element  eines 
Strahlensystems;  bei  einer  Bedingung  gehört  sie  einem  Strahlen- 
complex  an. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gerade  als  Element  eines  starren 
Körpers,  also  jetzt  auch  wieder  als  Punktgebilde,  da  nunmehr  auch 
wieder  die  Bedingung  der  ünveränderlichkeit  der  Abstände  ihrer 
Punkte  stattfindet. 

Betrachten  wir  ferner  eine  durch  die  Gerade  gehende  Ebene 
des  starren  Systems.  Das  System  ist  unbeweglich,  wenn  diese 
Ebene  unbeweglich  ist.  Da  aber  auch  die  Punkte  der  Geraden 
unbeweglich  sind,  so  ist  die  einzige  noch  mögliche  Bewegung 
für  diese  Ebene  eine  Rotation  um  die  Gerade  als  Axe.  Damit  die 
Ebene  also  unbeweglich  wird,  muss  noch  eine  Bedingung  zu  denen 
für  die  Unbeweglichkeit  der  Geraden  hinzutreten. 

Die  Unbeweglichkeit  eines  starren  Systems  ist  festgestellt, 
wenn  zu  den  Bewegungsgleichungen  noch  sechs  Bedingungen  hinzu- 
treten. 

Das  System  ist  völlig  frei,  wenn  keine  Bedingungen  vorhanden, 
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wenn  also  in  jedem  Augenblick  sechs  Grössen  zur  Bestimmung  seiner 
Lage  verfügbar  sind*).        • 

Dies  ist  schon  im  §  1  dieses  Kapitels  gesehen  worden. 

Die  Zahl  der  unabhängigen  Variabeln,  durch  die  die  Lage 
eines  starren  Systems  bestimmt  wii*d,  kann  also  nicht  kleiner  als 
eins  und  nicht  grösser  als  sechs  sein.  Diese  Zahl  ist,  wie  man 
sieht,  nichts  anderes  als  der  Grad  der  Freiheit  des  starren  Systems. 
Jedem  Werthe  k  dieser  Zahl  (A;  =  l,  ...,6)  entspricht  also  ein 
Sebraubensystem  von  der  Stufe  k. 

Wir  werden  die  Freiheit  eines  Systems  demnach  in  Zukunft  immer 
durch  das  zugehörige  Schraubensystem  genugsam  definirt  haben, 
und  auch  keinen  Anlass  nehmen  über  diese  rein  mathematische 
Kennzeichnung  der  Bedingungen  eines  starren  Körpers  hinauszu- 
gehen; sodass  wir  also  im  vorliegenden  Buche  auch  die  zu  be- 
trachtenden Probleme  lediglich  mathematisch  und  allgemein  ohne 
jede  weitere  Specialisirung  aufstellen  werden ,  als  sie  eben  in  der 
Angabe  der  Stufe  des  zugehörigen  Schraubensystems  besteht. 

§3- 

Wenn  eine  Schraube  X  reciprok  ist  zu  k  Schrauben 
-4,,  ...,  Ale,  welche  einem  Schraubensystem  k^^  Stufe  an- 
gehören, dann  ist  X  reciprok  zu  jeder  anderen  Schraube 
Ay  welche  ebenfalls  zu  diesem  System  gehört. 

Denn  aus  dem  Begriff  des  Schraubensystems  ergiebt  sich,  dass 
wir  eine  Windung  um  A  zusammensetzen  können  durch  Windun- 
gen von  geeignet  gewählten  Amplituden  um  /!,,  . .  .,  Aj^,  Ebenso 
werden  sich  Dynamen  von  passend  gewählten  Intensitäten  auf  den 
Schrauben  ^j,  .  .  .,  il^  zusammensetzen  in  eine  Dyname  auf  A. 

Die  Dynamen  auf  A^^  .  .  .,  Au  leisten  aber  keine  Arbeit  in 
Bezug  auf  eine  Windung  um  X^  da  eben  die  Reciprocität  von  X 
mit  den  Au  eine  Störung  des  Gleichgewichts  verhindert.  Die  re- 
sultirende  Dyname  auf  A  kann  daher  auch  keine  Wirkung  auf 
den  Körper  ausüben.  Folglich  müssen  X  und  A  in  der  That  reci- 
prok sein. 


*)  Siehe  weitere  Ausführungen  hierzu  bei  Mannheim,  Geometrie  de- 
hcriptive;  Thomson  und  Tait,  Handbuch  der  theoret.  Physik,  sowie  bei 
Schell  und  Sern  off  a.  a.  0. 
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Die  Schraube  X  ist  somit  reciprok  zu  dem  ganzen  System 
k'^'  Stufe  (-fl, ,  . . . ,  Ak).  • 

§4. 

Da  fiir  die  Reciprocität  zweier  Schrauben  nur  eine  einzige  Be- 
dingung nothwendig  ist,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  eine 
Schraube,  die  einem  Systeme  k^^  Stufe  reciprok  ist,  k  Bedingungen 
zu  erfüllen  hat.  Es  bleiben  daher  für  die  Bestimmung  einer  solchen 
Schraube  X  noch  5 — k  Elemente  verfügbar,  und  es  kann  daher 
für  ^>5  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  X  ge- 
funden werden,  die  reciprok  sind  einem  Systeme  (-4,,  .  .  .,  Aj^. 

Die  Theorie  der  reciproken  Schrauben  zeigt  nun,  dass  diese 
Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  ein  Schraubensystem  von  der  Stufe 
6 — k  sein  muss. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  Schrauben  X  überhaupt  wirklich 
ein  System  bilden  in  dem  Sinne,  den  dieses  Wort  hier  hat. 

Denn  wir  wissen,  dass  im  Allgemeinen  ein  Körper  völlig  frei 
ist,  wenn  er  um  irgend  sechs  beliebige  Schrauben  Windungen  aus- 
führen kann.  Hier  aber  können  wir  einem  Körper  Windungen  um 
beliebig  viele  Schrauben  X  ertheilen,  und  er  ist  doch  nicht  frei, 
da  er  im  Gleichgewicht  bleibt,  ob  auch  auf  jeder  der  Schrauben 
des  Systems  (A^^  .  .  .,  Ak)  eine  Dynamo  auf  ihn  wirken  möge, 
denn  diese  Dynamen  leisten  ja  keine  Arbeit  in  Bezug  auf  die  Win- 
dungen um  die  X. 

Daraus  folgt  denn  also  in  der  That,  dass  die  Schrauben  X  in 
der  That  eine  solche  Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  bilden,  um 
die  ein  Körper  Windungen  ausführen  kann,  der  einen  bestimmten 
Grad  von  Freiheit  besitzt. 

Und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Grad  der  Freiheit  des 
Körpers  oder  die  Stufe  des  Systems  der  X  durch  die  Zahl  6 — k 
gegeben  ist.  Denn  aus  §  1  dieses  Kapitels  folgt,  dass  die  Anzahl 
der  bei  Bestimmung  einer  zu  einem  System  gehörigen  Schraube 
verfügbaren  Constanten  um  eine  kleiner  ist,  als  die  Stufenzahl  des 
Systems.  Aber  bei  Auswahl  einer  Schraube  X  verfügen  wir  über 
5 — k  Grössen.  Somit  ist  die  Stufenzahl  des  Systems  der  X  in  der 
That  gleich  6 — k. 

„Alle  Schrauben,  die  reciprok  sind  zu  einem  Schrau- 
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bensystem  A^"  Stufe,  bilden  ein  Schraubensystem  der 
(6-iy«»  Stufe.« 

Zu  jedem  Schraubensystem  der  k^^  Stufe  gehört  ein 
reciprokes  der  (6 — i)*«"  Stufe. 

Dabei  ist  also  die  Beziehung  zweier  solcher  Systeme  so,  dass  jede 
Schraube  des  einen  Systems  jeder  Schraube  des  anderen  reciprok  ist. 

Wir  sind  durch  diesen  Satz  in  den  Stand  gesetzt  zu  entschei- 
den, ob  irgend  eine  Schraube  a  einem  gegebenen  Schraubensystem 
angehört.  Ist  dieses  System  nämlich  k^*'  Stufe,  so  construiren  wir 
irgend  welche  6 — k  Schrauben  des  reciproken  Systems.  Wenn 
dann  also  a  reciprok  ist  zu  diesen  6 — ^  Schrauben,  so  ist  es  offen- 
bar ein  Element  des  gegebenen  Systems.  £s  müssen  also  6 — k 
Bedingungen  erfüllt  sein  für  eine  Schraube  er,  wenn  dieselbe  einem 
System  der  l^'^  Stufe  angehören  soll. 

§5. 

Wenn  ein  Schraubensystem  P  den  Grad  der  Freiheit 
eines  starren  Körpers  definirt,  so  wird  der  Körper  im 
Gleichgewicht  bleiben,  auch  wenn  er  unter  die  Wirkung 
von  Dynamen  auf  den  Schrauben  des  reciproken  Systems 
Q  gelangt. 

In  diesem  Satz,  der  wol  der  allgemeinste  ist,  der  über  das 
Gleichgewicht  eines  starren  Systems  aufgestellt  werden  kann,  er- 
kennt man  so  recht  die-  ausserordentliche  Bedeutung  von  Herrn 
Ball 's  Theorie.  Denn  dieser  Satz  ermöglicht  es  in  jedem  Problem 
bei  Aufstellung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  mit 
einem  einzigen  Blick  die  Gesammtheit  aller  möglichen  Bewegungen 
zu  umfassen  und  so  auch  jedes  spedelle  Problem  von  vornherein 
in  völliger  Allgemeinheit  zu  behandeln. 

Der  Beweis  des  Satzes  möge  kurz  angefügt  werden.  Wir 
nehmen  an,  auf  einer  Schraube  i;  von  Q  wirke  eine  Dynamo  auf 
den  Körper.  Wenn  der  Körper  nicht  in  Ruhe  bleibt,  so  kann  er, 
da  durch  P  seine  Freiheit  definirt  ist,  nur  anfangen,  eine  Windung 
um  eine  Schraube  a  des  Systems  P  auszuführen.  Das  ist  aber 
nicht  möglich,  denn  es  würde  dann  eine  Dynamo  auf  tj  eine  Wir- 
kung auf  einen  Körper  leisten,  der  um  a  eine  Windungsbewegung 
hat,  während  zugleich  a  und  tj  reciprok  sind. 


112  Theoretische  Mechanik. 

In  der  gleichen  Weise  würde  zu  zeigen  sein,  dass  ein  Körper, 
dessen  Freiheit  durch  das  System  Q  definirt  wird,  in  seinem  Gleich- 
gewicht nicht  gestört  wird  durch  Dynamen,  die  auf  den  Schrauben 
des  Systems  P  wirken. 

Von  zwei  reciproken  Schraubensystemen  ist  also  immer  das 
eine  der  Ort  aller  der  Dynamen,  welche  auf  einen  Körper,  der  nur 
Freiheit  hat,  um  die  Schrauben  des  anderen  Systems  Windungen 
auszufuhren,  keine  Wirkung  ausüben  können. 

§6- 
Dies  giebt  uns  nun  wieder  einen  guten  Einblick  in  die  phy- 
sische Natur  der  von  den  Bedingungen  und  den  Widerständen  her- 
rührenden Kräfte  bei  der  Bewegung  eines  starren  Systems.  Denn 
es  folgt,  dass  die  Wirkungen  dieser  Umstände,  durch  welche  also 
die  Beweglichkeit  des  Körpers  auf  Windungen  um  Schrauben  eines 
bestimmten  Systems  P  beschränkt  wird,  lediglich  von  Dynamen  auf 
den  Schrauben  des  zu  P  reciproken  Systems  Q  herrühren  können. 
Denn  diese  Wirkungen  zeigen  sich  eben  nur  durch  den  Erfolg,  mit 
dem  sie  dem  Bestreben  gewisser  Dynamen,  das  Gleichgewicht  zu 
stören,  widerstehen. 

§7. 

Wir  stellen  uns  noch  die  Frage,  wie  viele  Bedingungen  noth- 
wendig  und  hinreichend  sind,  um  ein  Schraubensystem  der  k^^  Stufe 
zu  bestimmen.  Da  ein  solches  System  definirt  ist,  wenn  k  Schrau- 
ben desselben  gegeben  sind,  so  möchte  es  scheinen,  als  ob  wir 
nun  bk  Bedingungen  (oder  verfügbare  Grössen)  haben  müssten,  um 
das  System  vollständig  zu  bestimmen,  da  doch  jede  Schraube  von 
fünf  Parametern  abhängt. 

Das  ist  aber  nicht  der  Fall,  denn  bk  Parameter  sind  hinrei- 
chend, um  k  specielle  Schrauben  vollständig  zu  bestimmen.  Dies 
wird  ja  aber  gar  nicht  beabsichtigt,  sondern  wir  wollen  nur  das 
aus  den  k  Schrauben  herleitbare  System  bestimmen.  Eine  Schraube 
eines  Systems  k^'  Ordnung  ist  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  durch 
k — 1  Parameter,  nämlich  durch  die  k — 1  Verhältnisse  von  k  Win- 
dungsamplituden bestimmt.  Das  giebt  also  für  k  Schrauben  im 
ganzen  k(k — 1)  willkürlich  wählbare  Grössen.    Unter  den  ö^  Be- 
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dingungen,  welche  zur  Bestimmung  von  k  Schrauben  im  Allgemeinen 
nothwendig,  sind  k(k — 1)  willkürlich  wählbare  vorhanden,  wenn 
diese  Schrauben  einem  System  der  A^"  Ordnung  angehören  sollen. 
Daher  ist  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  eines  solchen 
Systems  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 

z^  =  bk—k(k—\)  =  k{(o—k). 

Dieses  Rusultat  ist  zugleich  von  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  reciproken  Schraubensysteme.  Denn  wir  wissen,  wenn  ein 
System  P  von  der  k^^  Stufe  ist,  so  ist  das  reciproke  System  Q 
voll  der  (6 — X-)**""  Stufe.     Aber  der  Ausdruck 

z^  =  k(ß^k) 

v>i  symmetrisch  in  Bezug  auf  k  und  6 — k.  Daraus  ergiebt 
sich  also,  dass  ein  Schraubensystem  k^^  Stufe  und  sein 
reciprokes  System  durch  gleichviel  Parameter  bestimmt 
sind. 

Dieses  Resultat  ist,  wie  wir  später  sehen  werden,  besonders 
wichtig  für  die  Systeme  vierter  und  fünfter  Stufe.  Das  System 
vierter  Stufe  ist  das  reciproke  System  eines  Cylindroids  (die  Ge- 
sammtheit  aller  zu  einem  Cylindroid  reciproken  Schrauben,  die  im 
Kap.  IV  betrachtet  wurde),  und  das  System  der  fünften  Stufe  wird 
durch  die  Reciproken  einer  einzigen  Schraube  gebildet.  Die  allge- 
meinste Form  eines  Schraubensystems  vierter  Stufe  wird  daher  durch 
jenen  a.  a.  0.  gefundenen  Liniencomplex  zweiten  Grades  gebildet, 
der  aus  allen  einem  Cylindroid  reciproken  Schrauben  besteht.  Und 
die  allgemeinste  Form  eine^  Systems  fünfter  Stufe  ist  in  der  Ge- 
sammtheit  aller  zu  einer  gegebenen  Schraube  reciproken  Schrauben 
gegeben. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  der  Reciprocität  der  Schrauben 
a  und  5  in  der  Form 

p  4-^.  =  rf.tang(a,  5)  =  rf.tangZ, 

so  sieht  man  sofort,  dass  alle  Schrauben  5  des  Raumes,  deren  Para- 
meter pr,  denselben  Werth  hat,  und  die   zu  der  Schraube  a  reci- 

prok  sind,  einen  Liniencomplex  des  ersten  Grades  bilden.  Denn 
wenn  p^  constant,  also  auch  p,^+2>t  eißö  Constante  k  ist,  so  ist 

k  =  d.tangZ 

Ball,  Meehanlk.  B 


\ 
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die  Relation,  welche  für  die  Strahlen  eines  Complexes  ersten  Grades 
vom  Parameter  k  bekanntlich  existirt,  wenn  noch  d  die  kürzeste 
Entfernung  eines  Strahles  von  der  Axe  des  Complexes  (also  hier  a) 
und  l  den  Winkel  zwischen  Strahl  und  Axe  bedeutet*). 

Man  kann  diesen  Satz  übrigens  auch  leicht  geometrisch  be- 
weisen. Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zunächst  alle  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  0  zu  einer  gegebenen  Schraube  a  reciproken 
Schrauben  J  betrachten,  ohne  Rücksicht  auf  die  Werthe  der  Para- 
meter p^  zu  nehmen.   Es  ist  sofort  klar,  dass  diese  Schrauben  eine 

zweifache  Mannigfaltigkeit  bilden  werden. 

Dorch  den  Punkt  ziehen  wir  ein  orthogonales  Parallelcoordi- 
natensystem,  das  wir  in  folgender  Weise  orientiren  wollen.  Die 
Z-Axe  möge  der  gegebenen  Schraube  a  parallel  laufen.  Die  X-Axe 
legen  wir  in  die  gemeinschaftliche  Senkrechte  von  z  und  a.  Den 
Abstand  der  Z-Axe  von  a  selber  bezeichnen  wir  mit  A.  Endlich 
wird  als  F-Axe  eine  Gerade  gewählt,  die  in  0  senkrecht  steht  auf 
der  Ebene  {z^  x).  Durch  den  Punkt  0  ist  also  eine  Schraube  vom 
Parameter  p^  gelegt  zu  denken,  welche  zu  a  reciprok  sein  soll,  die 

daher  der  Bedingung  genügen  soll 

{p  +^t)cosZ — dsinZ  =  0. 

Wegen  der  von  uns  getroffenen  Wahl  der  Z-Axe  ist  der  Winkel 
(I,  z)  =  /.  Auf  der  Schraube  ?  trage  man  nun  eine  Strecke 
OP  =  p  -hpc  auf?  deren  Projection  Op  auf  die  ary-Ebene  den 
Winkel  ^  mit  der  ^-Axe  mache.    Dann  ist 

d  =  haind', 

und  die  Coordinaten  des  Punktes  P  sind 

a  ==  Op. cosd-, 

y  =  Op.sin^, 

z  ==  Op.cotangZ, 

op=r  =  v^M^yTF*. 

Die  Gleichung  der  Reciprocität  von  a  und  5  lautet  also  zunächst 

OPcosl — Asin^sin/  =  0, 


•)  Reye,  Geometrie  der  Lage  II,  p.  76. 
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oder  mit  Benutzung  der  obigen  Ausdrücke  für  die  Grössen  x^  y,  Zy  OP 

1)    rz  =  hy. 

Nach  Wegscbaffung  der  Quadratwurzel  r  erkennen  wir  also,  dass 
der  Punkt  P  auf  der  Fläche  vierten  Grades  liegt*) 

2)    z\a!^+y^'hz')—hy  =  0. 

Da  nun  jedem  Punkte  P  ein  bestimmter  Parameter  p^j  also  auch 

eine  bestimmte  Schraube  $  entspricht,  so  sieht  man  noch  einmal, 
dass  allerdings  die  Gesammtheit  der  durch  einen  Punkt  0  gezogenen 
Schrauben  $,   die   einer  g^ebenen   reciprok  sind,    eine   doppelte^ 
Mannigfaltigkeit  bilden. 

Andererseits  sieht  man  aber  sofort  aus  Gleichung  1),  dass  bei 
constantem  Parameter  ^-,   alle  zu  a  reciproken  Schrauben  dieses 

Parameters,  die  durch  0  gehen,  in  einer  Ebene  liegen. 

Ebenso  lä^t  sich  auch  zeigen,  dass  alle  in  einer  Ebene  liegen- 
den Schrauben  $  von  demselben  Parameter  p^,  die  zu  der  Schraube 

a  reciprok  sind,  durch  einen  Punkt  gehen. 

Die  Vereinigung  beider  Ergebnisse  zeigt  also  dann,  dass  alle 
Schrauben  von  gegebenem  Parameter,  die  zu  einer  gegebenen 
Schraube  reciprok  sind,  einen  Liniencomplex  des  ersten  Grades 
bilden. 

Man  kann  dies  auch  direct  auf  einen  Blick  erkennen,  wenn 
man  von  den  Gleichungen  der  Schrauben  a  und  ^  ausgeht.  Es 
seien  also  die  Gleichungen  von  a 


a — ««         V — Vn         z — 2, 


_  y—Vo  _ 


«0  ß^  Yo 

und  die  von  $ 

a — x'  y — y'  z — 2* 


(Parameter  =Pa) 


a' 


nr^  =  — y—    (Parameter  =  p^). 


Erinnert  man  sich  nun  der  Ausdrücke,  welche  die  analytische  Geo- 
metrie für  die  Grössen  d,  cosZ  u|id  sinZ  giebt,  die  sich  auf  obige 


*}  Die  Fläche  ist  von  Herrn  Ball  in  den  Transactions  of  the  Royal 
Irish  Aeademy  vol.  XXV  unter  dem  Namen  „Pectenoid"  (wegen  ihrer  Form) 
betrachtet  worden  zum  Zwecke  der  Auflösung  des  in  Kap.  V  §  1  angegebenen 
Problems. 

8* 
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zwei  Geraden  beziehen*),  so  stellt  sich  die  Bedingung  der  Reci- 
procität  der  Schrauben  a  und  |  in  der  Form  dar: 

3)    j  -^Y'\(Pa+Pi)Yo+ßo^o—<hy<,\ 

Die  Grössen 

«',  ß\   /,  (y'y'-/s'^'),   («'2'-/^),  (ß'^'-a'n 

für  welche  die  Identität  besteht 

sind  aber  die  Coordinaten  der  geraden  Linien  5?  und  da  p^-^-p- 

eine  Constante  ist,  so  stellt  die  Gleichung  3)  in  der  That  einen 
linearen  Complex  dar. 

§8. 
Wenn  die  Coordinaten  einer  Schraube  n  linearen  homogenen 
Bedingungen  geniigen,  so  gehört  diese  Schraube  einem  Systeme  der 
(6 — n)^^  Stufe  an.    Denn  es  sei  für  eine  Schraube  rj 

A^iH hA%=o 

eine  dieser  Bedingungsgleichungon.  Dann  ist  nach  Früherem  aus 
dieser  Gleichung  ersichtlich,  dass  rj  reciprok  ist  zu  derjenigen 
Schraube,  deren  Coordinaten  proportional  sind  resp.  den  Grössen 


J-, 


Wenn  also  n  verschiedene  solcher  Gleichungen  existiren  für 
die  Schraube  i^,  so  folgt  daraus,  dass  ^  reciprok  ist  zu  n  bestimm- 
ten Schrauben.  Wenn  dies  aber  der  Fall  ist,  so  gehört  ij  einem 
System  der  Stufe  6 — n  an,  wie  wir  in  diesem  Kapitel  gesehen 
haben. 

§9. 

Da  jede  Schraube,  die  einem  System  n'*'  Ordnung  angehört, 
zu  6 — n  von  einander  unabhängige^  Schrauben  reciprok  ist,  so 
ergiebt  sich,  dass  6 — n  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein  müssen, 

*)  Mau  sehe  etwa  nach  Hesse,  Analytische  Geometrie  des 
Raumes. 
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wenn  7i-hl  Schrauben  gleichzeitig  Glieder  eines  Systems  n^^  Stufe 
sein  sollen.  Diese  Bedingungsgleichungen  sollen  fiir  den  Fall  w  =  3 
aufgestellt  werden,  obgleich  das  angewandte  Verfahren  ein  ganz 
allgemeines  ist. 

Seien  also  a,  j9,  y,  8  vier  Schrauben,  die  einem  Systeme  dritter 
Stufe  angehören.  Dann  müssen  also  vier  Windungen  um  diese 
Schrauben,  deren  Amplituden  wir  mit  a\  ß\  /',  d'  bezeichnen,  zu- 
sammen äquivalent  Null  sein. 

Kun  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  jede  Windung  um  eine 
Schraube  a  zerlegt  werden  kann  in  Windungen  um  die  sechs  Co- 
ordinatenschrauben,  und  dass  die  Amplituden  dieser  componirenden 
Windungen  resp.  a!a^^  . . .,  a!a.  sind.  Sollen  daher  die  vier  Win- 
dungen um  a,  j9,  y,  ä  einer  einzigen  Windung  von  der  Amplitude 
q'  um  eine  Schraube  q  äquivalent  sein,  so  müssen  die  sechs  zur 
Bestimmung  von  q^  und  der  Coordinaten  der  Schraube  q  hinreichen- 
den und  nothwendigen  Gleichungen  bestehen 

•  .  • 

... 

... 

und  man  sieht,  dass  für  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Windun- 
gen die  Resultirende  in  ganz  der  nämlichen  Weise  bestimmt  wird. 
Gehören  die  Schrauben  a,  /9,  y,  cJ  einem  System  der  dritten 
Ordnung  an,  so  müssen,  nach  dem  oben  Gesagten,  die  linken  Sei- 
ten der  eben  hingeschriebenen  sechs  Gleichungen  verschwinden, 
d.  h.  wir  haben  in  diesem  Falle 

a'a,+iS'/9,-f-y'y,-f-<J'(J,  =0 

... 
... 
•  .  • 

(^\+ß'ßs-^y'Ys+^^  =  0. 

Aus  irgend  vier  dieser  Gleichungen  können  wir  nun  die  Ampli- 
tuden a',  ß\  y',  d'  eliminiren  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine 
der  Bedingungsgleichungen,  welcher  die  vier  Schrauben  genügen 
müssen,  wenn  sie  gleichzeitig  einem  Systeme  dritter  Stufe  ange- 
hören. In  der  That  reducirt  sich  die  Anzahl  dieser  Bedingungs- 
gleichungen auf  3  =  6 — 3.  Denn  in  der  Theorie  der  Determinan- 
ten  wird   gezeigt,   dass   alle   die  Determinanten   vierten   Grades, 
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welche  man  aus  den  Ilorizontalreihen  des  folgenden   rechteckigen 
Systems  bildet 


a 
a, 
a 
a 


1» 


S9 


3) 


4» 


«» 


a. 


69 


Ä, 

Yv 

,  «J. 

ft, 

/»• 

,  <J. 

Ä, 

y. 

.  <J. 

ßo 

Xii 

,  <J. 

A, 

n> 

,  ^ 

ft. 

Yf 

,  «J. 

sich  als  lineare  Functionen  dreier  unter  ihnen  darstellen  lassen. 
Bezeichnen  wir  diese  drei  Determinanten  mit  Z),,  2)„  Z),  und  mit 
Dk  irgend  eine  andere  aus  dem  rechteckigen  Systeme  hervorgehende 
Determinante  vierten  Grades,  so  ist  also 

und  die  Bedingung 

A  =  0 

ist  also  schon  durch  die  Bedingungen 

gegeben.  In  ganz  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Bedingungs- 
gleichungen für  jeden  anderen  Werth  von  n. 

§10. 

In  der  elementaren  Behandlungsweise  der  Mechanik  wird  das 
Gleichgewicht  eines  starren  Körpers  durch  sechs  Bedingungen  ge- 
geben. Es  müssen  nämlich  die  drei  Einzelkräfte  und  die  drei 
Paare,  auf  die  man  das  auf  den  Körper  wirkende  Kräftesystem 
reducirt,  einzeln  verschwinden.  Genau  ebensoviel  Bedingungen  be- 
stimmen auch  in  unserer  Theorie  das  Gleichgewicht.  Denn  in 
diesem  Falle  muss  die  resultirende  Dyname  verschwinden.  Die 
Bedingung  hierfür  ist  aber,  dass  die  Coordinaten  der  Dyname  ver- 
schwinden.   Das  giebt  aber  wieder  sechs  Gleichungen. 

Man  muss  dabei  aber  auch  hier  bemerken,  dass  oft  Fälle  vor- 
kommen, in  denen  diese  sechs  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
implicite  gegeben  sind  durch  die  einzige  Bedingung,  dass  eine  be- 
stimmte Function  Null  werden  soll. 

Wenn  z.  B.  die  Intensität  einer  aus  mehreren  gegebenen  re- 
sultirenden  Dyname  R  bekannt  ist  als  Function  der  Coordinaten 
der  gegebenen  Dynamenschrauben ,  so  ist  die  Bedingung  für   das 
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Gleichgewicht  der  gegebenen  Dynamen,  dass  die  die  Intensität  von 
R  darstellende  Function  verschwindet.  Das  Verschwinden  dieser 
Function  ist  auch  hinreichend  um  uns  von  dem  Gleichgewichte  zu 
überzeugen,  denn  man  kann,  wenn,  diese  Function  bekannt  ist, 
jederzeit  mit  ihrer  Hülfe  die  sechs  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichtes aufstellen,  sodass  also  das  Verschwinden  der  erwähnten 
Function  und  diese  sechs  Bedingungen  in  der  That  äquivalent  sind. 


Kapitel  VII. 
Ton  den  Hanptaxen  eines  starren  Körpers. 

§1. 

Wir  wollen  die  kinetische  Energie  darstellen,  welche  ein  Kör- 
per, der  eine  Windung  um  eine  Schraube  a  ausführt,  in  einem 
bestimmten  Momente  besitzt;  und  zwar  soll  dies  zunächst  nur  in 
elementarer  Weise  geschehen.  Die  Windungsgeschwindigkeit  sei  w 
und  die  Translationsgeschwindigkeit  r.  Die  Comppnenten  von  t 
längs  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  durch  deren  Ui-sprung 
die  Schraube  a  geht,  seien  u,  v,  w.  Die  entsprechenden  Compo- 
nenten  von  w  seien  p,  q,  r.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  das  hier 
benutzte  Coordinatensystem  ein  an  der  Bewegung  des  Körpers  theil- 
nehmendes,  also  veränderliches  ist. 

Um  nun  die  Gesammtgeschwindigkeit  eines  Punktes  des  Kör- 
pers in  dem  betrachteten  Zeitmomente  ausdrücken  zu  können,  er- 
innern wir  uns  des  in  Kapitel  I  über  die  Rotationen  und  deren 
Darstellung  Gesi^en.  Danach  tragen  wir  die  Strecke  od  auf  der 
Schraube  a  ab;  und  da  es  gleichgültig  ist,  wo  dies  geschieht,  so 
verlegen  wir  den  Anfangspunkt  der  Strecke  od  in  den  Ursprung  0 
des  Coordinatensystems.  Wird  diese  Strecke  od  dann  mit  OM  be- 
zeichnet, so  sind  also  p,  q,  r  die  Coordinaten  des  Punktes  M,  Um 
nun  das  Wegelement  «  zu  bestimmen,  welches  ein  Punkt  PQcyz) 
vermöge  der  Rotation  um  a  in  der  Zeiteinheit  beschreibt,  bedenken 
wir,  dass  dasselbe  gleich  der  doppelten  Fläche  des  aus  der  Strecke  od 
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und  dem  Punkte  P  gebildeten  Dreiecks  ist.  Wenn  man  daher  die 
Formel  anwendet,  die  den  Inhalt  eines  Dreiecks  angiebt,  dessen 
einer  Eckpunkt  im  Nullpunkte  des  Coordinatensystems  liegt,  so 
findet  man  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Punktes  P  längs  den  Axen  der  x^  y,  z  resp.  gleich 

zq — yVy     xr — zp^    yp — xq. 

Die  Componenten  der  Gesammtgeschwindigkeit  von  P  sind  daher 
nach  den  Axen  der  ä,  3/,  z  resp.  gleich 

u-{-zq — yr, 

v-^xr — zp, 

w-\-yp  —  xq. 

Quadrirt  man  diese  Ausdrücke  und  addirt,  so  hat  man  das  Qua- 
drat der  Gesammtgeschwindigkeit  des  Punktes  P.  Nennt  man  dann 
noch  m  die  Masse  dieses  Punktes,  so  erhält  man  durch  Summation 
über  das  ganze  System  dessen  kinetische  Enei'gie  für  den  betrach- 
teten Moment  durch  den  Ausdruck: 

2T=  2m  \(u-}-zp — yry-^(v-{-xr — zpy-h(w-\-yp  — ^qy\  • 

Wenn  dann  in  dieser  Gleichung  die  Quadrate  entwickelt  werden, 
so  ergiebt  sich 

-h2(vr — tcq)2mx-{-2(wp — ur)2my-\-2(uq — vp)2mz 
-^p^2m(y^+z^)-irq'2vi{z^-^x^)-{'r''2m{x^'^y^) 
—  2qr2myz — 2  rp2mzx — 2pq2mxy. 

Es  stellt  sich  also  die  kinetische  Energie  dos  Systems  als  eine 
homogene  quadratische  Function  der  sechs  Grössen  u,  v,  w;  p,  q,  r 
dar.  Die  Coefficienten  hängen  von  den  Massen  der  Systempunkte, 
deren  relativer  Lage  und  selbstverständlich  auch  von  der  Lage  des 
Coordinatensystems  ab. 

Die  Coefficienten  2mx,  277iy,  2viz  sind  aus  der  elementaren 
Statik  bekannt  als  die  mit  der  Gosammtmasse  M  des  Körpers  mul- 
tiplicirten  Coordinaten  S,  rj^  C  seines  Schwerpunktes  oder  Träg- 
heitsmittelpunktes. Mit  ihnen  werden  wir  uns  hier  nicht  be- 
schäftigen, sondern  unser  Interesse  auf  die  drei  Summen 

2m(x'+7/),     2m(y'+z'),     2m(z'-hx') 
beschränken.     Diese   Grössen,    welche  also  die  Summen    aus  den 


Kap.  VII.     Von  den  Hauptaxen  eines  starren  Korpers.  121 

Massen  der  Systempunkte  in  die  Quadrate  ihrer  resp.  Abstände 
von  den  Coordinatenaxen  bedeuten,  werden  als  Trägheits- 
momente des  Körpers  in  Bezug  auf  diese  Axen  bezeichnet.  Auch 
die  Coefficienten  2myz,  ^mzx,  ^vixy  haben  eine  eigene  Benennung 
erhalten  und  zwar  werden  sie  nach  Rankine  als  Deviationsmomente 
bezeichnet. 

Wir  wollen  nun  ganz  allgemein  das  Trägheitsmoment  eines 
Körpers  in  Bezug  auf  irgend  eine  Axe  betrachten.  Wir  werden 
es  also  ebenso  definiren,  wde  diejenigen  Trägheitsmomente,  auf 
welche  wir  oben  geführt  worden  waren,  nämlich  durch  den  Ausdruck 

wo  m  die  Massen  und  r  die  Abstände  der  Punkte  des  starren 
Systems  von  der  betreffenden  Axe  bedeuten.  Dazu  wollen  wir 
noch  zwei  gleich  gebildete  Ausdrücke  einführen ,  in  denen  an  die 
Stelle  der  r  die  Abstände  der  Systempunkte  von  einer  Ebene,  resp. 
von  einem  Punkte  treten. 

Es  möge  also  gegeben  sein  eine  Gerade  g.  Durch  einen  be- 
liebigen Punkt  0  derselben  legen  wir  eine  Ebene  €  und  bezeichnen 
die  Abstände  der  einzelnen  Punkte  unseres  starren  Systems  von  e 
durch  q,  und  die  Abstände  dieser  Punkte  von  0  mit  2^,     Dann 

nennen  wir  die  Summe 

2mq^ 

das  quadratische  Moment  des  Körpers  bezüglich  der  Ebene  c 

und  die  Summe  • 

das  polare  quadratische  Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf 
den  Punkt  0.  Ebenso  könnte  man  die  Summe  2mr^  als  quadra- 
tisches Moment  des  Körpers  bezüglich  der  Axe  ff  bezeichnen.  Wir 
ziehen  jedoch  vor,  den  gebräuchlichen  Ausdruck  Trägheitsmoment 
beizubehalten.     Da  für  jeden  der  Punkte  die  Relation  stattfindet 

p^  =  r'+q\ 

so  findet  auch  zwischen  den  drei  quadratischen  Momenten  eines 
Punktes  und  eines  starren  Systems  die  Relation  statt 

2?np^  =  27nr^-h2mq^*). 

*)  Obgleich   wir  die  starren  Systeme   oder  Körper,  von  denen  hier  die 
Rede  ist,. als  continuirliche  Gebilde  ansehen,  ohne  uns  auf  Betrachtungen 
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Da  sämmtliche  drei  quadratischen  Momente  wesentlich  positive 
Grössen  sind,  sofern  man  im  Gebiete  der  reinen  Mechanik  keinen 
Anlass  hat  zur  Einführung  negativer  Massen,  so  sieht  man,  dass 
stets  drei  reelle  Grössen  t,  x,  X  durch  die  Gleichungen 

c\Sm  =  Smp^^    x*.2m  =  2mr^,    A*.  2m  =  2mq^ 

definirt  werden.  Von  diesen  Grössen  heisst  x  der  Trägheits- 
radius  des  starren  Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe  G.  Die  beiden 
andern,  t  und  A,  können  wir  bezeichnen  als  resp.  den  Radius  des 
polaren  quadratischen  Moments  in  Bezug  auf  0  und  den  Radius 
des  quadratischen  Moments  in  Bezug  auf  die  Ebene  e. 

Aus  der  Definition  der  Grössen  ^,  x,  X  lässt  sich  leicht  er- 
kennen, dass  sie  gewisse  Mittelwerthe  aus  den  Grössen  p  resp.  r 
oder  q  sind. 

§2. 

Die  Aufgabe  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  besteht  nun 
darin,  das  Trägheitsmoment  eines  starren  Körpers  für  jede  beliebige 
Axe  des  Raumes  anzugeben. 

Betrachten  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall,  in  dem  wir  das 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  irgend  eine  Axe  C 
bestimmen  sollen,  die  zu  der  vorhin  gegebenen  Axe  G  parallel  ist. 
Der  Abstand  der  Geraden  6,  G'  sei  d.  Dann  ist  die  Entfernung 
Q  eines  Punktes  P  von  G',  der  von  G  den  Abstand  r  hat,  gegeben 
durch  die  Gleichung 

Q^  =  r'+d*— 2rrfcos(r,  d) 

und  somit  das  Trägheitsmoment   des  Körpers   in  Bezug   auf  die 

Axe  G' 

Smo"  =  Smr^+d^2in—2d2mrcos(r,  d). 

Legt  man  durch  die  Axe  G  eine  Ebene  senkrecht  zu  d^  so  ist 

rcos(r,  d)  =  a? 
der  Abstand  des  zu  r  gehörigen  Systempunktes  von  dieser  Ebene. 


über  Constitution  und  Anordnung  der  Materie  einzulassen,  behalten  wir  im 
Obigen  doch  die  Form  der  quadratischen  Momente  bei,  die  auch  für  Systeme 
discreter  Punkte  gültig  ist     Streng  genommen  sollten  wir  eigentlich  schreiben 

fr^dm  statt  2mr^  u.  8.  w.,  sodass  also  der  letzte  Satz  wäre 

Jp^dm  ^=  Jr^  dm -^ Jq^  dm. 
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Die  Samme  Smrcos(r,  d)  =  Sma  =  ^2m  verschwindet  aber,  wenn 
die  Axe  G  darch  den  Trägheitsmittelpunkt  des  starren  Körpers 
geht,  in  welchem  Falle  nämlich  ^  =  0  ist;  und  es  ist  dann  cP.Sm 
das  Trägheitsmoment  des  Trägheitsmittelpunktes,  in  Bezug  auf  die 
Axe  6',  wenn  man  sich  in  diesem  Punkte  die  Gesammtmasse  des 
Körpers  M=2m  vereinigt  denkt.    Es  ist  also  dann 

27nQ^  =  2mr^+d\  M. 

„Das  Trägheitsmoment  eines  starren  Körpers  in  Be- 
zug auf  irgend  eine  Axe  G*  des  Raumes  ist  gleich  dem 
Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  durch 
den  Trägheitsmittelpunkt  gehende  zu  G*  parallele  Axe, 
vermehrt  um  das  Trägheitsmoment  des  letzteren  Punktes 
in  Bezug  auf  die  Axe  G\  wenn  in  diesefh  die  Gesammt- 
masse des  Systems  concentrirt  angenommen  wird.^ 

Allen  Axen  G'  eines  Parallelbündels,  welche  gleichen  Abstand 
von  der  Axe  G  (dieser  Richtung)  des  Trägheitsmittelpunktes  haben, 
entsprechen  gleiche  Trägheitsmomente  des  Systems. 

Unter  allen  Trägheitsmomenten  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
Axen  dieses  Parallelbundels  ist  dasjenige  in  Bezug  auf  die  Axe  G 
des  Trägheitsmittelpunktes  das  kleinste. 

Die  Gleichung 

SrnQ^  =  2mr^-hd^,  M 

besteht  auch  dann  noch,  wenn  zwar  G  nicht  selbst  den  Trägheits- 
mittelpunkt enthält,  wohl  aber  dieser  Punkt  in  der  zu  d  oder  zu 
der  Ebene  (G,  G')  senkrechten  Ebene  liegt,  welche  durch  G  geht. 

Ganz  analoge  Ergebnisse  erhält  man  bei  der  Betrachtung  der 
quadratischen  Momente  eines  Körpers  in  Bezug  auf  ein  Büschel 
paralleler  Ebenen. 

Seien  £,  «'  zwei  parallele  Ebenen  und  qy  q*  die  Abstände  des 
Punktes  P  von  ihnen.  Ihr  gegenseitiger  Abstand  werde  wieder  mit 
d  bezeichnet,  dann  ist 

?'  =  q—d, 

wo  d  auf  der  einen  Seite  von  e  positiv,  auf  der  anderen  negativ 
zu  nehmen  ist.  Das  quadratische  Moment  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Ebene  e'  ist  dann 

2mj"  =  2mq^'^d\M-'2d2inq, 
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WO  wieder  Imq  =  q^ .  Im  zu  setzen  ist,  wenn  q^  den  Abstand  des 
Trägheitsmittelpunktes  des  Körpers  von  €  bezeichnet.  Geht  also  e 
durch  diesen  Punkt  hindurch,  so  ist  q^  =0,  und  wir  haben  die 
der  obigen  analoge  Formel 

S7nq'^  =  l7nq^-hd\M, 

^Kennt  man  das  quadratische  Moment  eines  Körpers 
in  Bezug  auf  eine  Ebene  e  des  Trägheitsmittelpunktes, 
so  findet  man  den  Werth  dieser  Function  für  irgend  eine 
zu  6  parallele  Ebene  «',  indem  man  zu  dem  gegebenen 
Werthe  das  quadratische  Moment  des  Trägheitsmittel- 
punktes in  Bezug  auf  e  hinzufügt  und  dabei  die  Gesammt- 
masse  des  Körpers  in  seinem  Träghoitsmittelpunkt  ver- 
einigt annimmt." 

„In  Bezug  auf  Ebenen,  die  zu  beiden  Seiten  von  « 
gleichweit  abstehen,  sind  die  quadratischen  Momente  des 
Körpers  gleich." 

„Unter  den  quadratischen  Momenten  eines  Körpers 
in  Bezug  auf  ein  Bündel  paralleler  Ebenen  ist  das  auf 
die  Ebene  des  Trägheitsmittelpunktes  bezügliche  das 
kleinste."  * 

§3. 

Es  ist  also  möglich  das  Trägheitsmoment  eines  starren  Kör- 
pers in  Bezug  auf  eine  beliebige  Axe  G'  des  Raumes  anzugeben, 
wenn  man  diese  Function  in  Bezug  auf  eine  zu  G'  parallele,  durch 
den  Trägheitsmittelpunkt  des  Körpers  gehende  Axe  G  kennt. 

Wir  haben  somit  noch  die  Aufgabe  vor  uns,  die  Trägheits- 
momente des  Körpers  für  alle  Axen  des  Trägheitsmittelpunktes  zu 
bestimmen,  welche  Aufgabe  zunächst  für  einen  beliebigen  Punkt 
gelöst  werden  soll. 

Diesen  durch  0  bezeichneten  Punkt  nehmen  wir  als  Ursprung 
eines  rechtwinkligen  Systems  von  Parallelcoordinaten.  Die  Rich- 
tungscosinus der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Axe  G  seien  a,  ß,  y; 
der  Abstand  des  Punktes  P  des  starren  Systems  von  der  Axe  G 
sei  r,  seine  Coordinaten  x,  y,  z.  Die  Strecke  OP  wird  wieder  mit 
p  bezeichnet;  und  q  bedeutet  wieder  den  Abstand  des  Punktes  P 
von  der  zu  G  senkrechten  Ebene  e  des  Coordinatenui-sprungs  0. 
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Dann  ist 
und  es  wird  ^ 

27nq^  =  a^2mx^'hß^2m!/^+y^27nz^-^2ßy2myz-h2YaImza! 

-{'2aß2may, 

Fuhren  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

2mp^  =  Srnr^-^-Srnq^ 
eiD,  so  kommt 

^w'  =  (\'-a')2ma^-i-(^l—ß')2my^-h(i—y^)2mz^ 

—  2ßy  2myz — 2ya  2mzx — 2aß  3  mxy. 

Aber  es  ist 

a'-h^'+y'  =  1 
und  daber  auch 

1— a'  =  j9'+y',     1— j9'  =  a*-hy*,     1— y' =  a'-f-j9', 

womit  der  Ausdruck  für  Smr'^  die  Form  erhält 

—  2ßy2myz —  2ya  2mza; —  2aß  Svixy. 

Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  bezüglich  einer  durch  den 
Punkt  0  gehenden  Axe  ist  also  eine  homogene  quadratische  Func- 
tion der  Richtungscosinus  dieser  Axe.  Die  CoeflScienten  dieser 
Function  sind  uns  schon  bekannt;  die  drei  ersten  haben  uns  den 
Änlass  zu  den  Betrachtungen  dieses  Kapitels  gegeben.  Wir  wollen 
für  sie  und  die  Deviationsmomente  die  folgenden  Bezeichnungen 
einführen 

2m(y'-hz')  =  A,    2myz  =  D, 

JwC^'4-^'O  =  By     2mzx  =  E, 

Im^x^^y"")  =  C\      2mxy  =  F, 

sodass  wir  also  endlich  schreiben 

I)        2mr^  =  Aa'-^Bß'+Cy'—2Dßy^2Eya—2Faß, 

Bezeichnen  wir  die  quadratischen  Momente  des  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Coordinatenebenen  resp.  mit  A\  B\  C\  setzen  also 

2ma^  =  A\     2my^  =  B\    2mz^  =  C\ 

so  finden  wir  für  das  quadratische  Moment  des  Körpers  in  Bezug 
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auf  die  Ebene  e  (deren  Normale  also  die  Richtungscosinas  a,  ß,  y 
hat)  den  dem  obigen  analogen  Ausdruck 

II)        Smq^  =  A'a^-hB'ß^^CY-h2Dßy+2EYa'h2Faß. 
Zwischen  den  Grössen  Ay  B,  C;  A\  B\  C  besteht  die  Relation 

^4-B-f-C=  2(J'+J9'4-C'), 
und  es  ist 

A-^B'+C  =  Svia^-^Smy^-^Srnz^  =  2mp\ 

Beachtet  man  nun,  dass  unsere  orthogonalen  Coordinatenaxen,  und 
somit  auch  die  Coordinatenebenen,  ganz  willkürlich  gewählt  waren, 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

,,Die  Summe  der  Trägheitsmomente  eines  starren 
Systems  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  rechtwinklige 
Axen  eines, Punktes  0,  und  die  Summe  der  quadratischen 
Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  drei  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  dieses  Punktes  bleiben  constant  für  je- 
des Tripel  solcher  Axen  oder  Ebenen  des  Punktes  0. 

Die  erste  Summe  ist  doppelt  so  gross  wie  die  zweite 
und  zwar  gleich  dem  doppelten  polaren  quadratischen 
Momente  des  Systems  in  Bezug  auf  den  Punkt  0." 

Die  noch  bestehenden  Gleichungen 

A  =  B'^C\    B  =  C+A\    C=A+ff 
liefern  den  Satz: 

„Die  Summe  der  quadratischen  Momente  eines  Kör- 
pers bezüglich  zweier  senkrechter  Ebenen  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Systems  in  Bezug  auf  die  Durchschnitts- 
linie der  Ebenen  als  Axe/ 

§4. 

Die  Grössen  A,  B,  C;  A\  B\  C  sind  stets  positive  Grössen, 
sofern  in  der  reinen  Mechanik  eben  nur  positive  Massen  auftreten. 
Dagegen  kommen  in  den  Aggregaten  2nuy,  2mi/z,  Smza  sowohl 
positive  wie  negative  Elemente  vor.  Da  diese  Grössen  von  dem 
Coordinatensystem  abhängig  sind,  so  entsteht  naturgemäss  die  Frage, 
ob  es  nicht  möglich  sei,  ein  solches  Tripel  rechtwinkliger  Axen 
oder  Ebenen  des  Punktes  0  zu  finden,  dass  die  Grössen  Z>,  Ey  F 
Null   werden.     Wenn   dies   möglich   ist,    so    werden    dann    die 
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Momente 

Smr*    und    Smq* 

durch  Ausdrücke  dargestellt  werden,  die  nahezu  ebenso  einfach  sind, 
me  der  Ausdruck  für  2mp*.  Um  die  aufgeworfene  Frage  zu  ent- 
scheiden, bedient  man  sich  seit  Poinsot  eines  geometrischen  Ver- 
fahrens, welches  zugleich  einen  guten  Einblick  in  die  Yertheilung 
der  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  eines  Punktes  0  giebt. 
Wir  definiren  eine  Zahl  q  durch  die  Gleichung 

Q\Smr*  =  1 

and  multipliciren  die  Gleichung  I)  mit  9',  so  dass  wir  also  er- 
halten 
1  =  AQ^a^-+'BQ'ß^-hCQY—2DQß.QY—2EQY.Qa—2FQa.Qß. 

Betrachten  wir  nun  q  als  die  Maasszahl  einer  vom  Punkte  aus- 
gehenden Strecke  OM,  also  OM  als  den  Radiusvector  eines  be- 
stimmten Punktes  M,  so  ist  zu  setzen 

Qa  =  J?,    Qß  =  y,    QY  ==  z, 

wo  dann  ay  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes  My  bezogen  auf  das 
bisher  benutzte  Coordinatensystem  darstellen.  Die  Gleichung  I) 
geht  also  definitiv  über  in 

V)        Ax^'\-By^'\'Cz^—2Dyz—2Ezx'-2Fay—l  =  0. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades,  deren 
Mittelpunkt  in  0  liegt.  Diese  Fläche  ist  insbesondere  ein  EUipsoid, 
da  kein  Radiusvector  unendlich  gross  werden  kann,  wie  sich  aus  der 
Gleichung 

^•2wr'  =  1 

ergiebt,  wenn  man  bedenkt,  dass  ^mr^  nicht  verschwinden  kann, 
da  die  Coefficienten  m  stets  positive  Grössen  sind.  Die  Bedeutung 
der  letzten  Gleichung  ist  also  die,  dass  wir  jedem  Trägheitsmoment 
d^  Körpers  in  Bezug  auf  eine  Axe  des  Punktes  0,  den  auf  dieser 
Axe  liegenden  Diameter  des  Ellipsoids  T)  zuordnen. 

Wären  als  Coordinatenaxen,  auf  die  sich  die  Gleichung  V)  be- 
zieht, von  vorne  herein  die  Hauptaxen  dieses  Ellipsoids  benutzt 
worden,  so  würden  die  Glieder  mit  ay^yZyZx  verschwinden  und 
wir  hätten  als  Gleichung  der  Fläche 

Aa'-hBy^-hCz^—l  =  0, 
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worin  dann  A^  B,  C  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Bezusf 
auf  die  Hauptaxen  des  Ellipsoids  V)  bedeuten. 

Dieses  Ellipsoid  wurde  von  Cauchy  aufgefunden,  von  Poinsot 
aber  zuerst  und  definitiv  in  die  Mechanik  eingeführt.  Es  führt,  da- 
her den  Namen  des  Cauchy-Poinsot'schen  Trägheitsellip- 
soids.  Seine  Hauptaxen,  die  also  die  Eigenschaft  haben,  dass  für 
sie  die  Deviationsmomente  Null  sind,  helssen  die  Hauptträg- 
heitsaxen  des  Körpers  im  Punkte  0,  die  zugehörigen  Trägheits- 
momente die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  für  den 
Punkt  0.  Ist  insbesondere  0  der  Trägheitsmittelpuukt  des  Kör- 
pers, so  heisst  das  Trägheitsellipsoid  Centralellipsoid  und  seine 
Axen  Hauptaxen  des  Körpers,  während  die  Grössen  A,  B,  C  als 
Hauptmomente  des  Körpers  bezeichnet  werden. 

Führen  wir  die  durch  die  Gleichungen 

a^.2m  =  A,     b*2m^=:  B,    c^2m  =  C 

definirten  Hauptträgheitsradien  ein,  so  hat  die  Gleichung  der 
Fläche  I')  die  Form 

und  der  zu  2" wr' ^gehörige  Trägheitsradius  x  wird 

und  das  Trägheitsmoment 

H)         2mr'  =  Aa'-h  Bß'-h  Cy\ 

wenn  man  berücksichtigt,  dass 

x  =  Qa,    y  =  Qß,    z  =  QY,     1  =  Qx. 

Die  Gleichung  H)  ist  das  erste  Hauptresultat,  welches  wir  zu  er- 
langen wünschten,  da  sie  uns  Auskunft  giebt  darüber,  wie  das  Träg- 
heitsmoment für  irgend  eine  Axe  (a,  ^,  y)  eines  Punktes  0  gefunden 
wird,  wenn  die  Hauptträgheitsmomente  des  Körpers  für  diesen  Punkt 
gegeben  sind;  sodass  wir  dann  auch  im  Stande  sind,  nach  dem 
Vorigen  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Axe  des  Raumes  zu  bestimmen. 

§5. 
Im  Allgemeinen  giebt  es  in  einem  Punkte  0  nur  drei  Haupt- 
trägheitsaxen  für  einen  starren  Körper.     Eine  Ausnahme   hiervon 
tritt  zunächst  ein,  wenn  zwei  der  Hauptträgheitsmomente  für  diesen 
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Punkt  gleich  werden.  Denn  sei  z.  B.  -4  =  ß,  so  wird  das 
Poinsot'sche  Eilipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Drehungsaxe 
in  der  Z-Axe  liegt.  Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug 
auf  irgend  eine  durch  den  Punkt  0  gehende  Axe  wird  dargestellt 
durch 

Smr' =  A-h(C— A)y^. 

Zu  allen  Axen  des  Punktes  0,  die  gleiche  Winkel  mit  der  Z-Axe 
bilden,  gehören  gleiche  Trägheitsmomente.  Ist  insbesondere  dieser 
Winkel  ein  rechter,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Wahl  der  beiden  in 
der  ary-Ebene  liegenden  Hauptträgheitsaxen  willkürlich  ist,  d.  h.  je 
ein  Paar  orthogonaler  Sti-ahlen  des  Punktes  0  ist  ein  Paar  von 
Hauptträgheitsaxen  in  der  Ä^y-Ebene. 

Werden  alle  drei  Hauptträgheitsmomente  eines  Körpers  ein- 
ander gleich,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  überhaupt 
für  jede  Axe  des  Punktes  0  constant,  wie  sich  aus 

ergiebt.  Jede  Axe  des  Punktes  0  ist  Hauptträgheitsaxe  des  Kör- 
pers. Dieser  Fall  tritt  bei  homogenen  oder  concentrisch  geschich- 
teten Kugeln  wie  bei  regulären  Körpern  ein,  wenn  der  Punkt  0 
der  geometrische  Mittelpunkt  des  betr.  Körpers  ist. 

§6. 

Die  definitive  Aufstellung  der  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids 

ist  ein  rein  algebraisches  Problem,  welches  also  identisch  ist  mit 

dem  Problem  der  Axentransformation  einer  Fläche  zweiten  Grades. 

In  rein  algebraischer  Fassung  liegt  somit  folgende  Aufgabe  vor: 

„Eine  homogene  quadratische  Function  dreier  Variabein 

soll  durch  eine  orthogonale  Substitution 

so  transformirt  werden,  dass 

III)        /C^,i/,e)  =  A5^4-AV-f-AT 
identisch  wird." 

Bsll,  Mechnnlk.  9 
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Da  die  Substitution  eine  orthogonale  ist,  so  haben  wir  also  die 
Gleichung 

und  es  gelten  für  die  neun  Coefficienten  a,  ß^  y  die  bekannten 
Gleichungen,  sodass  die  neuen  Variabein  durch  die  alten  in  folgen- 
der Weise  dargestellt  werden: 

IV)       ii?  =  ^^+/?'y+i5"2, 

Diflferenziren  wir  die  Gleichung  III)  nach  %  unter  Rücksichtnahme 
auf  II),  so  erhalten  wir 

ox  oy  dz 

was,  wegen  IV),  auch  so  geschrieben  werden  kann 

Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  unabhängig  von  den  Werthen  der 
d",  y^  z  zu  erfüllen,  sodass  sie  zerfallt  in  die  drei  anderen 


V) 


da 


^U  =  2A«', 


da 


^^-  —  2Xa'' 


9a 


Diese  Gleichungen  enthalten  nur  drei  Unbekannte.  Nämlich  es 
kommen  nur  die  Verhältnisse  der  drei  Grössen  a  in  ihr  vor,  die 
also  zwei  Unbekannte  liefern,  während  die  dritte  X  ist.  Diese 
drei  Grössen  können  also  aus  V)  bestimmt  werden.  Um  dann 
noch  die  absoluten  Werthe  der  a  zu  erhalten,  wird  man  sich  der 
Gleichung  bedienen 

In  ganz  analoger  Weise  erhalten  wir  noch  die  beiden  Gleichungs- 
systeme 
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dß 


V) 


=  2X'ß, 


=  2i"r, 


-%  =  21'ß', 


dß 
dß"  ~ 


Bf  —  2X"v' 


2l'ß",     ^  =  2A'V', 


cleDcn  zur  Bestimmung  der  absoluten  Werthe  der  ß,  resp.  der  y 
noch  die  Gleichungen  hinzuzufügen  sind: 

^'+^' V/3"' =  1,     y'+/Vy"'=l. 
In  expliciter  Form  lauten  die  Gleichungen  V) 

(a„„— A)a+      «0,«'     -f-      a^^a"      =0, 

«,0«        -+-(011  —  -^)«'-+-         «18«"         =0, 

in  welchen  Gleichungen  atk  =  du  ist.  Ganz  ähnlich  lauten  die 
Gleichungen  V),  nur  dass  an  die  Stelle  der  a  die  ß  resp.  die  y 
treten  und  X  durch  X'  resp.  A"  ersetzt  wird.  Ob  man  daher  aus 
den  V)  die  a,  oder  aus  den  V)  die  ß  oder  y  eliminirt,  man  wird 
immer  dieselbe  Gleichung 

A(X)  =  0 

erhalten,  wo  J(X)  die  Determinante 


«0  0  '^5 


'0  0 

a 


10 


«Ol       » 

a,,— A, 


a, 


09 


so 


a. 
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«19 
«98 ^ 


bedeutet.  Diese  Gleichung,  die  in  vielen  Untersuchungen  auftritt, 
ist  also  vom  dritten  Grade.  Ihre  Wurzeln  sind  sämmtlich  reell. 
Bei  dem  Beweise  der  letzten  Bemerkung  können  wir  uns  hier 
nicht  aufhalten  und  verweisen  auf  Herrn  Schell's  Mechanik, 
sowie  auf  Hesse's  Vorlesungen  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie des  Raumes,  dessen  Methode  wir  überhaupt  in  diesem 
Paragraphen  gefolgt  sind.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  d  =  0 
müssen  aber  gerade  die  drei  gesuchten  Werthe  A,  A',  A"  sein,  da 
ja,  wenn  irgend  eine  dieser  drei  Grössen  mit  ^  bezeichnet  wird, 
jedes  der  Systeme  V)  oder  V)  zu  derselben  Gleichung  d(yi)  =  0 
fuhrt,  wie  oben  bemerkt  ist. 

9* 
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Nachdem  so  die  drei  Grössen  A,  X\  A"  bestimmt  sind,  wird 
man  aus  V)  und  V)  die  Verhältnisse  der  a,  resp.  der  ß  und  der  y 
bestimmen  und  nachher  ihre  absoluten  Werthe  in  der  angegebenen 
Weise  finden,  sodass  dann  auch  die  Richtungen  der  neuen  Axen 
in  Bezug  auf  die  alten  der  x^  y,  z  bekannt  sind.  Wir  haben  dann, 
wenn  wir  mit 

/(«?y^2)— 1=0 

die  Gleichung  des  Poinsot'schen  EUipsoides  bezeichnen,  dieses  auf 
seine  Haupt  axen  bezogen  in  der  Form 

A^'-hAy+A"2"— 1  =  0, 

wo  die  A  also  jetzt  die  Hauptträgheitsradien  des  Körpers  be- 
deuten. 

Da  wir  hier  von  vorne  herein  wussten,  dass  die  drei  Grössen 
A  positiv  sein  müssen,  so  kann  man  nun  mit  Hülfe  des  Descartes'- 
schen  Satzes  aus  der  entwickelten  Gleichung  J  =  0  gewisse  Un- 
gleichungsrelationen zwischen  den  Quadraten  und  Producten  der 
Trägheits-  und  Deviationsmomente  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine 
beliebige  Axe  entwickeln.  Wir  gehen  jedoch  nicht  darauf  ein,  da 
wir  keine  Anwendung  davon  machen  werden. 

§7. 
Ist  also  wie  oben 

die  Gleichung  des  Poinsot'schen  EUipsoides,  sodass  also  «,  6,  c 
die  drei  Hauptträgheitsradien  sind,  so  sind 

JL  i_  j_ 

a'     b  '      c 

die  Halbaxen  dieses  EUipsoides,  wonach  also  dem  grössten  Haupt- 
trägheitsradius die  kleinste  Hauptaxe  der  Fläche,  dem  kleinsten 
Hauptträgheitsradius  die  grösste,  und  dem  mittleren  Trägheitsradius 
die  mittlere  Axe  entspricht. 

Es  mag  hier  gleich  noch  gezeigt  werden,  dass,  wenn  A  das 
grösste  und  C  das  kleinste  Hauptträgheitsmoment    eines   Körpers, 
bedeuten,  A  und  C  überhaupt  resp.  der  grösste  und  kleinste  Werth 
des  Trägheitsmoments  eines  Körpers  in  Bezug  auf  Axen  des  Punktes 
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O  sind.     Denn  es  ist 

=  A-iA-B)ß*-{A-C)f, 

woraus,  da  A — -ß>0,  A — C>0,  sich  ergiebt,  dass  in  der  That 

2mr^  den  Werth  A  niemals  überschreiten  kann.    Andererseits  ist 

auch 

2mr^  =  C+(A^Cr)a'-h(B—C)ß% 

woraus,  da  wieder  A — C>0,  B — C>0,  folgt,  dass  2mr^  nie- 
mals unter  den  Betrag  C  herabsinken  kann,  vorausgesetzt  natür- 
lich in  beiden  Fällen,  dass  2mr^  sich  auf  Axen  des  Punktes  0 
bezieht. 

§8. 

Nach  Einführung  des  Poinsot'schen  Trägheitsellipsoides  sind 
wir  nun  im  Stande,  uns  von  jedem  Satze  aus  der  Theorie  der 
Trägheitsmomente  ein  klares  geometrisches  Bild  zu  machen;  und 
andererseits  leicht  Sätze  über  Trägheitsmomente  zu  finden.  Denn 
jedem  Trägheitsmoment  entspricht  der  auf  der  zugehörigen  Axo 
liegende  Diameter.  Es  wird  somit  fast  jede  Beziehung  zwischen 
den  Diametern  eines  Ellipsoides  sich  auch  als  Beziehung  zwischen 
Trägheitsmomenten  in  Bezug  auf  Axen  eines  Punktes  auflfassen 
lassen. 

So  ist  nach  einem  bekannten  Satze,  wenn  a',  a",  a'"  drei  zu 
einander  senkrechte  Semidiameter  eines  Ellipsoides  sind,  die  Summe 

111 

— ä-  H =-  H 5-  =  const. 

a  a  a 

Sind  nun  k\  k'\  k"*  die  Trägheitsradien  eines  Körpers  in  Bezug 
auf  die  Axen,  auf  denen  a',  a'\  a'"  liegen,  so  ist  nach  §  4  dieses 
Kapitels 

a'\k''  =  1,      a"'.*""  =  1,      «'"'.*'"'  =  1; 

daher  also  auch 

yfc'V*"  VA'"'  =  const., 
und  wenn  wir  mit  Af,  Af\  Af"  die  Trägheitsmomente  bezeichnen, 
die  zu  den  k  gehören,  so  ist  auch 

M'+Ar-hM'"'  =  const. 
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Dies  giebt  aläo  den  bereits  früher  erkannten  Satz,  dass  die  Summe 

der  Trägheitsmomente  eines  Körpers  in  Bezug  auf  ein  oiihogonales 

Axentripel  eines  Punktes  constant  ist,  und  zwar  gleich  der  Summe 

der  di'ei  Hauptträgkeitsmomente  für  diesen  Punkt. 

Sind   ferner   a\  a",  a'"    drei    conjugirte  Scmidiameter   eines 

EUipsoides,  so  ist 

a'Va"  Va'"'  =  const., 

woraus  sich  für  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  die  Gleichungen 

ergeben: 

1  1  1     _ 

"  jJ/T-  +  -^^iT  +  jj^""  —  const, 

— 2- +* -7773- +  "T:-:Ti-  =  const. 


k"  A"'  yt'" 
„Ilaben  drei  Axen  eines  Punktes  0  die  Richtungen 
dreier  conjugirter  Semidiameter  des  Träghoitsellipsoids 
des  Punktes  0,  so  ist  die  Summe  der  reciproken  Werthe 
der  zu  diesen  Axen  gehörigen  Trägheitsmomente  eines 
Körpers  constant,  nämlich  gleich  der  Summe  der  reci- 
proken Werthe  der  drei  Hauptträgheitsmomente  für  den 
Punkt  0." 

§9. 

Die  Richtungslinien  aller  Durchmesser  gleicher  Länge  2q  eines 
Ellipsoids  liegen  auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  mit  dem 
Kllipsoid  den  Mittelpunkt  und  die  Hauptaxen  gemein  hat.  Diese 
Bemerkung  liefert  für  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  den  Satz: 

„Der  geometrische  Ort  aller  Axen  eines  Punktes  0  von  glei- 
chem Trägheitsmomente  Lst  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  mit 
dem  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoide  des  Punktes  0  gemeinsame 
Hauptaxen  besitzt." 

Die  Gleichung  dieses  Kegels  folgt  aus  derjenigen  des  Ellipsoids 
a^x^+b^y^-^-c^z^ — 1  =0,  unter  Berücksichtigung  der  Bedingung 
x^+y^-^-z^ — ?*  =  0,  in  der  folgenden  Form: 

Die    Erzeugungslinien    derselben    sind    Axen    gleichen    Trägheits- 
momenten H  =  Sni'  — ^  • 
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Sind  a,  by  c  der  Grösse  nach  geordnet  a<ib<.Cy  sodass  also 

a,  by  c  die  Tragheitsradien  resp.  der  grossten,  mittleren,  kleinsten 

1  1 

Axe  des  EUipsoids  sind  und  ist  -r'>Q>  — i  ^  umgiebt  der  Ke- 
gel die  kleinste  Axe  des  EUipsoids;  li^  dagegen  q  zwischen  -r- 
und  —  ,  so  umgiebt  er  die  grösste  Axe  des  EUipsoids.   Fär  bQ  =  l 

Cm 

zerfallt  endlich  der  Kegel  in  die  beiden  Ebenen 

(a»-6')^  — (*  — O^'  =  0, 
welche  die  durch  die  mittlere  Axe  gehenden  Kreisschnitte  des  EUip- 
soids darsteUen. 

Lässt  man  o  variiren  von  —  bis  — ,  so  erhält  man  die  Schaar 
^  c  a 

der  Kegel,   deren   Erzeugende  Axen   gleichen    Trägheitsmomentes 

sind,  wobei  dieses  entsprechend  variirt  von  seinem  grössten  Werthe 

bis  zu  seinem  kleinsten  Werthe  herab. 

§10. 

Das  Trägheitsmoment  W  in  Bezug  auf  irgend  eine  Axe  & 
des  Raumes  wird  mit  Hülfe  des  Trägheitsmomentes  H  in  Bezug 
auf  die  zu  G*  parallele  Axe  O  des  Trägheitsmittelpunktes  nach 
§  2  durch  die  Formel  gefunden 

W  =  Ä-4-d'.  My 

wo  d  den  Abstand  von  G  und  C  bedeutet  An  der  Hand  dieser 
Gleichung  kann  man  sich  orientireu  über  die  räumUche  Verthei- 
lung  der  Axen  gleichen  Trägheitsmomentes.  Die  beiden  Grössen  H 
und  d  der  obigen .  Gleichung  betrachten  wir  als  Veränderliche  und 
drücken  d  durch  H  aus: 


=i— 


—H 


M 

Ist  Q   der    durch   H  =  — =-  definirte  Semidiameter  des  Central- 

Q 
elUpsoids,  so  ist 

der  zum  Trägheitsmittelpunkt  gehörende  Kegel  der  Axen  gleichen 
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Trägheitsmomentes  //.     Aus  der  Gleichung  für  d  folgt,   dass  jede 
Erzeugungslinie  dieses  Kegels  Axe  eines  Cylindere  vom  Radius 


ist,  dessen  Erzeugende  Axen  gleichen  Trägheitsmomente«  i/'  sind. 
Aendert  also  q  seine  Position  auf  dem  Kegel,  so  ändert  auch  der 
Cylinder  seine  Lage,  während  sein  Radius  unverändert  bleibt. 
Alle  diese  Cylinder  sind  also,  wie  man  sieht,  die  Kugel 

umschrieben.  Legen  wir  nun  der  Grösse  II  einen  anderen  Werth 
bei,  so  gehen  wir  zu  einer  zu  der  vorigen  concentrischen  Kugel 

über;  und  wenn  wir  jeden  Radius  dieser  Kugel,  der  zugleich  auf 
dem  Kegel  if(^J  =  0  liegt,  wieder  als  Axe  eines  Cylinders  vom 
Radius 


=|/^ 


M 

annehmen,  so  sind  die  Erzeugungslinien  der  so  erlangten  Schaar 
von  Gylindern  wieder  Axen  gleichen  Trägheitsmomentes  //'.  Die 
Reihe  dieser  Kugeln  ist  indess  keine  unbegrenzte,  sondern  zwischen 
endliche  Grenzen  eingeschlossen.  Denn  dies  ist  der  Fall  hinsicht- 
lich der  Grössen  II  beziehungsweise  ^.  Die  Grösse  H^  als  das 
Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  Axe  des  Trägheitsmittelpunktes, 
ist  eingeschlossen  zwischen  die  Grenzen  A  und  C,  so  dass 


<'=/^.  ■'=/^ 


c 


M      '  IM 

resp.  der  grSsste  und  kleinste  Werth  des  Abstandes  einer  Axe  vom 
Trägheitsmittelpunkt  ist,  wenn  das  Trägheitsmoment  eines  Körpers 
in  Bezug  auf  diese  Axe  einen  vorgeschriebenen  Werth  H'  anneh- 
men soll.     Mit  jedem  zwischen  diesen  Grenzen  liegenden  Werthe 


d 


r     M 
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als  Radias  kann  man  aber  eine  Kugel   um    den  Trägheitsmittel- 

JSfn 
punkt  construiren,  und  dann  mit  Hülfe  der  Relation  h  =  — 5-  den 

Kegel  K(q)  =  0  finden,  dessen  Erzeugungslinien  die  Axen  der  der 
Kugel  zu  umschreibenden  Cylinder  von  der  oben  dargelegten  Be- 
deutung sind. 

§11. 

Es  ist  für  manche  Betrachtungen  wichtig,  die  Fläche  zu  ken- 
nen, welche  aus  dem  Cauchy-Poinsot'schen  EUipsoid  durch  die 
Transformation  nach  der  Methode  der  reciproken  Radienvectoren 
hervorgeht.  Diese  Methode  selbst  darf  ich  hier  wohl  als  bekannt 
voraussetzen,  sodass  ich  ohne  weiteres  an  die  specielle  Aufgabe 
herangehe. 

Als  Centrum  der  Inversion  nehme  ich  den  Mittelpunkt  0  des 
Cauchy-Poinsot'schen  EUipsoids,  dessen  Gleichung  in  der  bis- 
herigen Form  angenommen  wird,  nämlich 

Im  Punkte  (J,  1;,  Q  dieser  Fläche  wollen  wir  deren  Tangentenebene 
construiren,  deren  Gleichung  ist 

a^i.a;+b^7j.y-hc^C.z—l  =0, 

wo  also  J",  y,  z  wieder  laufende  Coordinaten  bedeuten.  Die  Ele- 
mente der  Hesse'schen  Normalform  der  Gleichung  dieser  Ebene 
folgen  aus 

wo  also  d  die  Länge  der  von  0  auf  die  Tangentenebene  gefällten 
Normale  OM  bedeutet  und  durch  er,  /?,  y  die  Richtungscosinus 
dieser  Geraden  bezeichnet  werden.  Die  Gleichungen  für  a,  /?,  / 
schreibe  man  nun  in  der  Form 

woraus  man  dann  erhält 

d.  h.  da  der  Punkt  (J,  ij,  Q  dem  Cauchy-Poinsot'schen  EUipsoid 
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angehört 


Nun  bestimme  man  auf  OM  den  Punkt  P  so,  dass  OAL  OP  =  1, 
so  ist,  wenn  die  ganze  bisherige  Construction  für  alle  Punkte  (?,  ij,  Q 
des  gegebenen  Ellipsoids  ausgeführt  wird,  die  von  den  Punkten  P 
gebildete  Figur  die  nach  der  Methode  der  reciproken  Radienvectoren 
transformirte  der  gegebenen  Figur.  Setzen  wir  noch  OP  =  ^,  also 
J^  =  1,  so  schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  so 

Q^a*     gV*     eY  _  1 

,%  «"      Ä»       "•  -S  ''^ 


oder,  da  ^a,  qß^  qy  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  P  sind, 
d.  i.  qa  =  x,  ^/9  =  y,  qy  =  z, 

x^        v^        2* 

— +  T^-^--7r  — 1=0. 
a  0  c 

Nennen  wir  kurz  zwei  Figuren  reciproke  Figuren,  wenn  die  eine 
aus  der  andern  durch  die  Transformation  mittelst  reciproker  Radien- 
vectoren erhalten  wird,  so  ist  also  unser  Resultat: 

„Die  reciproke  Fläche  des  Cauchy-Poinsot'schen  El- 
lipsoids ist  ebenfalls  ein  Ellipsoid.  Dasselbe  hat  mit 
jenem  gleichen  Mittelpunkt  und  gleiche  Axenrichtungen. 
Die  Halbaxen  des  Cauchy-Poinsot'schen  Ellipsoids  sind 
gleich  den  reciproken  Werthen  der  Hauptträgheitsradien. 
Die  Halbaxen  des  jenem  reciproken  Ellipsoids  sind  die 
Hauptträgheitsradien  selber." 

Die    Tangentenebene    des    reciproken    Ellipsoids    im    Punkte 

(.c',  y\  z')  ist 

j        f         ^ji 


XX         yy         zz 
Die  Senkrechte  vom  Punkte  0  auf  diese  Ebene  hat  die  Länge 

und  ihre  Richtungscosinus  sind 
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inroraus,  unter  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  {x\y\z')  ein 
Punkt  des  Ellipsoids  ist,  für  die  Länge  J'  folgt 

a  a  « 

Nach  Früherem  ist  aber  a^a!  -\-b^ß'  -f-c'y'  das  Quadrat  des  Träg- 
heitsradius in  Bezug  auf  eine  durch  0  gehende  Axe  von  der  Rich- 
tung (a',  ^', /). 

Das  Tragheitscllipsoid  und  sein  reciprokes  Ellipsoid  haben  da- 
her die  wichtige  Beziehung  zu  einander,  die  sich  im  folgenden 
Satze  ausdrückt: 

„Das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  durch  den 
Punkt  0  mit  der  Richtung  (a, /?,  y)  gegen  die  Hauptaxen 
dieses  Punktes  gezogenen  Axe  G  ist  proportional  dem  re- 
ciproken  Quadrate  des  auf  G  liegenden  Semidiameters 
des  Cauchy  -  Poinsot'schen  Trägheitsellipsoids  für  den 
Punkt  0. 

Dagegen  ist  die  Strecke  OP  von  G,  welche  vom  Punkte 
O  bis  zu  dem  Punkte  P  geht,  in  welchem  diese  Axo  die 
auf  ihr  senkrechte  Tangentenebene  des  reciproken  Ellip- 
soids  trifft,  der  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  die  Axe  G." 

Das  Cauchy-Poinsot'sche  Ellipsoid  und  das  ihm  reci- 
proke  Ellipsoid  liegen  so  gegeneinander,  dass  die  klein- 
sten und  grössten  Axen  des  einen  mit  den  grössten  und 
kleinsten  Axen  des  andern  zusammenfallen. 

§12. 

Das  quadratische  Moment  eines  Körpera  bezüglich  einer  Ebene 
ist  im  §  3  dieses  Kapitels  in  der  Form  dargestellt  worden 

27nq'  =  A'a'-hB'ß'-^CY-h2Dßy-h2EYa-+'2Faß, 

wo  also  durch  A\  B\  C*  die  quadratischen  Momente  bezüglich 
der  Coordinatenebenen  bezeichnet  sind,  und  X),  E,  F  wie  bisher 
die  Deviationsmomente  bedeuten.  Definiren  wir  wieder  eine  Grösse  q 
durch  die  Gleichung 

Q^2mq^  =  Sm, 

und  wiederholen  die  Betrachtungen  von  §  4,  so  gelangen  wir  zu 
dem  EUipsoide 

A'a'-hBy+C'z'-^Sm  =  0, 
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welche»  den  Mittelpunkt  und  das  Axenkretiz  mit  dem  Cauchy- 
Poiiisot'schen  Ellipsoid  gemeinäcbaftlich  hat.  Wir  wollen  noch 
die  Radien  der  quadratischen  Momente  A\  B',  C,  nämlich  a',  b,  c' 
einführen,  die  durch  die  Gleichungen  gegeben  sind 

a'\2vi=A',    b'*.2m  =  B\    c'\2m  =  C\ 
wodurch  die  Gleichung  des  Ellip^oids  die  Form  erhalt 

a'V+5'V'+c'%'— 1  =0. 
Setzen  wir 

^  =  pa,     y  =  ^ß,     2  =  ßj- 
und   bezeichnen   den  Radius  von  2mq'  wieder  wie  in  §  1  mit  X, 
so  folgt,  w^en 

q'Smq^  ^  Sm    oder    ß'A'  ^  1, 

Die  quadratische»  Momente  in  Bezug  auf  Ebenen  sind  von  Binet 
zuerst  betrachtet  worden.  Das  vorhin  gefundene  Ellipsoid  wird  da- 
her als  das  Binet'sche  Ellipsoid  des  Punktes  0  bezeichnet. 
Mit  Uiiife  desselben  lassen  sich  über  die  quadratischen  Momente  in 
Bezug  auf  Ebenen  Sätze  formuliren,  welche  den  über  Trägheits- 
momente aufgeführten  völlig  analog  sind. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass,  wenn  das  Loth  vom  Punkte  0 
aus  auf  eine  Ebene  e  die  Richtung  (er,  ß,  y)  hat,  der  Radius  des 
quadratischen  Momentes  eines  Körpers  bezüglich  der  Ebene  «  sich 
aus  a,  ß,  Y  und  den  Halbaxcn  des  Binet'schen  Ellipsoids  in  ganz 
derselben  Weise  herleitet,  wie  sich  der  Trägheitsradius  des  Körpers 
in  Bezug  auf  eine  durch  0  gehende  Axe  gleicher  Richtung  («,  ß,  /) 
aus  a,  ß,  y  und  den  Halbaxen  des  Trägheitäellipsoids  des  Punktes  0 
bildet. 

Mit  X  ist  auch  Smq^  gefunden,  und  es  wird 
2mq'  =  A'a'-i-B'ß'-hC'y\ 
Führen  wir  noch  das  dem  Binet'schen  Ellipsoide  reciproke,  nämlich 

a  0  c 

innen  wir  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  in  fol- 
itz  zusammenfassend  abschliessen. 
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„Ist  ein  starres  System  gegeben,  so  kann  man  für 
jeden  Punkt  0  des  Raumes  ein  Binet'sches  Ellipsoid  und 
dessen  reciprokes  construiren,  welche  ihren  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  in  0  haben  und  deren  Axen- 
richtungen  derart  zusammenfallen,  dass  die  grössten  und 
kleinsten  Axen  des  einen  Ellipsoids  mit  den  kleinsten 
und  grössten  Axen  des  anderen  coincidiren. 

Ist  Q  ein  in  der  Richtung  (a,/9,y)  gegen  dasAxenkreuz 
gezogener   Semidiameter   des   Binet'schen    Ellipsoids,   so 

ist  — 5—  das   Quadratische   Moment   des   starren   Systems 

bezüglich  der  Ebene,  deren  von  0  ausgehende  Normale 
die  Richtung  (a^ß^y)  hat.  Wird  q  bis  zu  dem  Punkte  P 
verlängert,  in  welchem  eine  zu  q  senkrechte  Tangenten- 
ebene des  dem  Binet'schen  reciproken  Ellipsoids  diese 
Gerade  q  schneidet,  so  ist  OP=X  der  Radius  des  qua- 
dratischen Momentes  — = — " 

Q 

„Insbesondere  sind  also  die  Halbaxen  des  Binet'schen 
Ellipsoids  umgekehrt  proportional  den  Radien  der  qua- 
dratischen Momente  bezüglich  der  Coordinatenebenen; 
und  die  Halbaxen  des  reciproken  Ellipsoids  sind  diese 
Radien  selbst." 

Da 

C-h6"  =  ^w(^'-hy')-h^w2'  =  Smp\ 
so  ist  auch 

2m 
und  es  ergiebt  sich  aus  der  Addition  der  Gleichungen  des  Cauchy- 
Poinsot'schen  und  des  Binet'schen  Ellipsoids 

a»^'+6'y'+r'2»— 1  =  0,     a''x'-hb''y^-hc''z'—l  =  0 
die  Gleichung 

d.  h.  die  beiden  Ellipsoide  schneiden  einander  in  einer  sphärischen 
Curve. 
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§  13. 

Die  bisherigen  Paragi*aphen  dieses  Kapitels  setzen  uns  in  den 
Stand  jede  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  und  der  verwandten 
Grössen  betreifende  Frage  leicht  zu  erledigen.  Es  lässt  sich  aber 
denken,  dass  diese  Theorie  mit  dem  gegebenen  nicht  abgeschlossen 
sein  wird.  In  der  That  ist  durch  die  Poinsot'sche  Verknüpfung 
der  r.ehre  von  den  Trägheitsmomenten  mit  der  von  den  Oberflächen 
2.  Ordnung  der  Weg  gegeben,  immer  neue  Resultate  für  die  erstere 
aus  der  letzteren  zu  gewinnen.  Insbesondere  lässt  die  Theorie  der 
confocalen  Oberfläche  2.  Ordnung  eine  elegante  Weiterbildung  der 
Theorie  der  Trägheitsmomente  zu.  Nichtsdestoweniger  nehme  ich 
Abstand  davon,  diese  schönen  Untersuchungen  hier  darzustellen, 
da  sie  uns  zu  weit  von  unserem  eigentlichen  Gegenstande  ab- 
lenken würden,  ohne  doch  im  Folgenden  eine  Anwendung  zu  finden. 

Ich  wende  mich  daher  zu  einer  elementaren  Betrachtung  über 
die  Impulsivkräfte,  die  einem  starren  System  einen  gegebenen  Ge- 
schw^indigkeitszustand  verleihen  können.  Dabei  wird  sich  dann  von 
seilest  ein  Zurückkommen  auf  den  Ausgangspunkt  dieses  Kapitels, 
die  kinetische  Energie  des  starren  Systems,  orgeben. 


Kapitel  VIII. 

Tob  den  Impulsivkräften,  welche  einem  starren  System 
einen   gegebenen  Geschwindigkeitszustand  zn  ertheilen 

vermögen. 

§1. 
Den  in  der  Ueberschrift  angegebenen  Gegenstand  will  ich  in 
diesem  Kapitel  in  der  W^eise  der  elementaren  Mechanik  behandeln, 
um  auch  für  diejenigen  Leser,  welche  hinsichtlich  der  geometrischen 
Methoden  der  neueren  Mechanik  nur  über  geringe  Kenntnisse  ver- 
fügen, das  Veratändniss  der  späteren  Darlegung  der  auf  jenen  Ge- 
genstand bezüglichen  Untei-suchungen  des  Herrn  Ball  zu  erleichtern. 
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Betrachten  wir  zunächst  ein  starres  System,  welches  eine 
Translationsgeschwindigkeit  v  besitzt.  Die  Momentankraft  oder 
Impulsivkraft,  welche  einem  Punkte  P  von  der  Masse  m  die  Ge- 
schwindigkeit V  zu  ertheilen  vermag,  hat  nun  nach  Kap.  I  die  In- 
tensität mvy  ihre  Richtungslinie  ist  die  Tangente  in  P  an  die  Bahn 
dieses  Punktes  und  sie  stimmt  dem  Sinne  nach  mit  v  überein. 

An  dem  starren  Körper  wirkt  also  ein  System  solcher  Kräfte 
VW,  Wir  bilden  die  Reduction  dieses  Kräftesystems  für  einen,  zu- 
nächst ganz  beliebigen  Punkt,  0,  Die  Elemente  der  Reduction 
sind  dann,  wie  aus  Kap.  I  bekannt^  die  Einzelresultante  R,  welche 
gleich  der  geometrischen  Summe  der  gegebenen  Kräfte  ist,  und  ein 
Paar  vom  Axenmoment  6r,  welches  die  geometrische  Summe  der 
Axenmomente  der  durch  die  Reduction  für  den  Punkt  0  entstan- 
denen Paare  ist.  Die  geometrische  Summe  der  Kräfte  mv  ist  hier 
identisch  mit  deren  algebraischer  Summe,  da  die  Kräfte  alle  gleiche 
Richtung  haben.     Es  ist  also 

wenn  durch  M  die  Gesammtmasse  des  starren  Körpere  bezeichnet 
wird.    Für  G  erhalten  wir  zunächst  die  Form 


G  =  2mvpj 

wo  p  den  Abstand  der  im  Punkte  P  wirkenden  Kraft  mv  von  dem 
Punkte  O  bedeutet. 

Bei  der  geometrischen  Summe  kann  aber  ebenso  wie  bei  der 
algebraischen  ein  gemeinschaftlicher  Factor  der  Summanden  vor 
das  Summenzeichen  gebracht  werden,  daher  haben  wir 


G  =  v2mp. 

Nun  kann  aber  immer  ein  Strahl  von  der  Richtung  v  so  bestimmt 
werden,  dass  sein  Abstand  tt  von  0  der  Gleichung  genügt 


7t27n  =  2mp, 

Diaser  Strahl  Ist  also  die  Gerade  mittleren  Abstandes  von  den 
Punkten  P,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  durch  den  Trägheits- 
mittelpuukt  des  von  den  Punkten  P  gebildeten  starren  Systems  zu 
ziehende  Gerade  der  Richtung  v.     Wir  haben  also 

Rz=v,My     G  ^=v,M.7i, 
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d.  h.  für  einen  beliebigen  Punkt  O  reducirt  sich  das  System  von 
Impulsivkräften,  welche  einem  starren  Körper  eine  gegebene  Trans- 
lationsgeschwindigkeit  zu  ertheilen  vermögen,  auf  eine  Einzelresul- 
tante durch  0  und  ein  Paar.  Die  eretere  ist  von  gleicher  Rich- 
tung und  gleichem  Sinn  mit  v.  Die  Intensität  dieser  Resultante 
ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Geschwindigkeit  in  die  Gesammt- 
masse  des  Körpers.  Die  Seitenkräfte  des  Paares  haben  dieselbe 
Intensität,  wie  die  Einzelresultante  und  sind  dieser  parallel;  der 
Arm  des  Paares  ist  gleich  dem  Abstände  n  der  Richtungslinie  von 
R  von  dem  Tragheitsmittelpunkt  des  starren  Körpers.  Das  Axen- 
moment  des  Paares  steht  somit  senkrecht  auf  der  Ebene  (/2,  tt). 

Aus  dem  soeben  Gesagten  ist  ersichtlich,  dass  die  einfachste 
Reduction  eines  Systems  von  Impulsivkräften,  die  eine  Translations- 
geschwiudigkeit  hervorrufen,  diejenige  auf  einen  Punkt  der  durch 
den  Trägheitsmittelpunkt  gezogenen  Geraden  H  von  der  Richtung  v 
ist.  Denn  in  diesem  Falle  ist  7r=0,  das  Axenmoment  verschwin- 
det also,  und  die  Reduction  besteht  nur  noch  aus  der  Resultante 
R  auf  Hy  was  man  auch  direct  daraus  herleiten  kann,  dass  die 
Verbindung  einer  Einzelkraft  und  eines  Paares  in  einer  Ebene 
lediglich  eine  Parallelverschiebung  des  Angriffspunktes  der  Einzel- 
kraft um  eine  Strecke  gleich  dem  Arm  das  Paares  zur  Folge  hat. 
Die  Resultante  R  und  das  Paar  vom  Momente  G  können  aber 
als  in  einer  Ebene  liegend  angesehen  werden,  da  G  normal  ist 
zu  R,  Da  nun  endlich  noch  der  Angriffspunkt  von  R  auf  der 
Richtungslinie  H  beliebig  verschoben  werden  darf,  so  haben  wir 
folgenden  definitiven  Satz: 

„Die  Impulsivkräfte,  welche  einem  starren  Körper 
eine  Trauslationsgeschwindigkeit  augenblicklich  zu  er- 
theilen vermögen,  sind  äquivalent  einer  Einzelresul- 
tanten R  =  Mvy  gleich  dem  Producte  aus  der  Geschwin- 
digkeit in  die  Gesammtmasse  des  Körpers.  Die  Richtung 
dieser  Resultanten  geht  durch  den  Trägheitsmittelpunkt 
des  starren  Systems  und  ist  mit  der  Translationsge- 
schwindigkeit parallel  und  gleichen  Sinnes.  Wir  können 
uns  den  Trägheitsmittelpunkt  S  als  Angriffspunkt  der 
Resultanten  denken.  Aus  Ä  =  Mv  geht  dann  hervor,  dass 
die  Intensität   der    Resultanten   eine   solche    ist,    dass   R 
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dem  Punkte  S  die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen  ver- 
möchte, wenn  die  Gesammtmasae  des  starren  Körpers  in 
S  vereinigt  wäre." 

§2. 

Wir  fragen  nun  nach  den  Impulsivkräften,  welche  einem 
starren  Körper  eine  Rotation  um  eine  Axe  ff  mit  der  Winkelge- 
schwindigkeit o)  zu  ertheilen  vermögen. 

Ist  P  ein  Punkt  des  Körpers  und  CP  =  r  sein  Abstand  von 
der  Rotationsaxe  H^  so  ist  v  =  (or  die  Geschwindigkeit  dieses 
Punktas  und  mo)r  die  Impulsivkraft,  welche  ihm  diese  Geschwin- 
digkeit zu  ertheilen  vermag,  wenn  m  wieder  die  Masse  des  Punktes 
P  bedeutet.  Alle  diese  Kräfte  rrum*  sind  einer  zu  ff  senkrechten 
Ebene  parallel.  Sei  nun  S  der  Trägheitsmittelpunkt  des  Körpers, 
so  fällen  wir  das  Loth  SO  von  S  auf  die  Axe  H  und  reduciren 
die  Kräfte  mwr  für  diesen  Punkt  0  der  Axe  //.  Zu  dem  Zwecke 
nehmen  wir  0  zum  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems,  dessen  positive  «-Axe  mit  OS,  dessen  positive  2- Axe 
mit  der  positiven  Seite  der  Axe  //  zusammenfallt,  und  dessen  po- 
sitive t/-Axe  so  bestimmt  wird,  dass  man  im  Sinne  der  Drehung  co 
von  der  positiven  Seite  der  a-Axe  zu  der  positiven  Seite  der  y-Axe 
gelangt. 

Bilden  wir  nun  die  Reductionselemente  für  den  Punkt  O,  so 
ist  die  Einzelresultante  R  wieder  die  geometrische  Summe 


R  =  2mw7*  ^  o)2mr. 
Ist  der  Winkel  (r,  x)  ==  a,  dann  sind  die  Winkel 

(Ä,  x)  =  180'+a,    (Ä,  y)  =  a 
und  somit  die  Componenten  von  R  nach  den  Coordiuatenaxen 
X  =  — o}2my,     Y=  w2rruv,     Z  =  0. 

Es  verschwindet  aber  auch  die  Compouente  X,  weil  die  x-Axe 
durch  den  Trägheitsmittelpunkt  des  Körpers  geht.  Und  setzen  wir 
dann  noch 

1^.2m  =  Smxy     Y  =  w^.2m  =  ü/.w?, 

wo  5  den  Abstand  des  Trägheitsmittelpunktes  von  0,  und  Af  die 
Gesammtmasse  des  Körpers  bedeutet,  so  bleibt  für  die  Reductious- 

Bnll,   Mechanik.  10 
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reaultante  der  Ausdruck 

R  =  Mwt 

Diese  Kraft  ist  senkrecht  auf  der  a?2:- Ebene,  und  ihr  Sinn  stimmt 
überein  mit  dem  von  cd.  Nun  ist  co^  die  Geschwindigkeit  des 
Trägheitsmittelpunktes.  Die  Resultante  R  wurde  also  einem  Punkte, 
in  dem  die  Gesammtmasse  M  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit 
des  Trägheitsmittelpunktes  ertheilen  können. 

Das  Axenmoment  (?  der  Reduction  ist  die  geometrische  Summe 


(X)2mr,0P 

der  Axenmomente  rrmr.OP  der  einzelnen  bei  der  Reduction  auf 
den  Punkt  0  eingeführten  Paare.  Diese  Axenmomente  laufen  den 
Ebenen  {H^r)  parallel.  Bedenkt  man,  dass  OP  die  geometrische 
Summe 

OP=V^z 

Lst,  SO  sieht  man,  dass  jedes  der  genannten  Paare  in  zwei  andere 
mit  den  resp.  Armen  r  und  z  zerföllt,  während  die  Seitenkräfte 
beider  Paare  die  Grösse  rrmr  haben. 

Das  erste  Paar,  mit  dem  Arm  r,  liegt  in  der  ^ry- Ebene  und 
hat  gleichen  Sinn  mit  o).  Sein  Axenmoment  ist  mcor'  und  stimmt 
also  nach  Richtung  und  Sinn  mit  co  überein.  Das  zweite  Paar 
liegt  senkrecht  zur  Ebene  (JH,  r).  Sein  Axenmoment  ist  7n(jDrz 
und  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  r.    Es  ist  daher  zunächst 


G  =  o)2mr^-i-(x)27m'z. 

Im  zweiten  Gliede  dieser  geometrischen  Summe  kann  aber  noch 
eine  weitere  Zerlegung  vorgenommen  werden;  denn  es  ist  wieder 
r  die  geometrische  Summe  von  a  und  y.  Nehmen  wir  dabei  jetzt 
noch  Röcksicht  auf  den  Sinn  der  Axenmomente  miürzy  so  können 
wir  jedes  dei-selben  als  geometrische  Summe  so  darstellen 

mcorz  =  —mmxz — mmyz. 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

Gz  =  (X)2mr^,     Gx  =, —  (JoSmaz^     Gy  =  — wSmyz, 

so  erhalten  wir  also  für  das  Axenmoment  G  der  Reduction  die 
definitive  geometrische  Gleichung: 


G  =  Gg-jr  Gy  -f-  Gf 
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Die  Grössen  G,,  ö,,  Gy  sind  ihrer  Bedeutung  nach  im  vorigen 
Kapitel  bekannt  geworden.  Es  ist  6?,  das  Trägheitsmoment  des 
Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe  £f,  multiplicirt  mit  der  Winkelge- 
schwindigksit  w.    Die  Grössen  (?,  und  Q,,  sind 

Gx  =  —  (oEj    Gt,  =  —  0)2), 

wo  D  und  £  die  Deviationsmomente  des  Körpers  bezüglich  der 
Axen  Ä  und  y  sind.  Bei  der  Ersetzung  der  obigen  geometrischen 
Gleichungen  durch  die  äquivalenten  algebraischen  kann  man  aus 
formalen  Rücksichten  und  um  der  Abkürzung  willen  neben  dem 
Trägheitsradius  auch  Radien  der  Deviationsmomente  einführen,  also 
setzen 

wobei  man  indessen  beachten  muss,  dass  zwar  die  Grösse  x  stets 
reell  ist,  die  Radien  £,  6  aber  sehr  wohl  auch  imaginär  werden 
können,  nämlich  dann,  wenn  die  Deviationsmomente  negativen 
AVerth  erhalten. 

Es  ist  also  jetzt 

G.  =  (oMx\     G:,  =  —wM€\     Gy  =  — ü)il/<r. 

Wollen  wir  auch  noch  das  Axenmoment  wieder  dai-stellen,  welches 
die  geometrische  Summe  von  G^  und  G,,  ist,  so  haben  wir,  wenn 
dasselbe  durch  K  bezeichnet  wird 

und  der  Winkel  von  K  mit  der  x-kxe  folgt  aus 

Endlich  Ist  dannn 

G«  =  Oi+Gl-hGl  =  Gl+K\ 

und  wenn  if)  die*  Neigung  von  G  gegen  die  Rotationsaxe  bezeichnet 

Der  Winkel  iff  wird  nur  dann  verschwinden,  wenn  K  gleich  Null 
wird.    Bei  der  Zusammensetzung  von  Ä  ist  dies  aber  nur  möglich, 

10* 
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wenn  gleichzeitig 

oder  also 

Das  Axenmoment  G  ist  also  nur  dann  zu  der  Rotationsaxe 
parallel,  wenn  die  Deviationsmomente  verschwinden,  d.  h.  wenn 
die  Rotationsaxe  eine  Hauptaxe  des  Körpers  für  den  Punkt  0  ist. 

Wir  wollen  die  Resultate  dies  Paragraphen  wieder  zusammen- 
fassen : 

„Wenn  ein  starrer  Körper   sich   um  eine  Axe  H  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  w  dreht,  so  sind  die   Impul- 
sivkräfte, welche  dem  Körper  diese  Geschwindigkeit  zu 
ertheilen    vermöchten,    äquivalent   einer   Resultanten   R, 
welche  senkrecht  wirkt  zu   der  Ebene,   welche  durch    die 
Axe  H  und  den  Trägheitsmittelpunkt  S  des  Körpers  geht, 
in  Verbindung  mit  einem  Paare,    dessen  Axenmoment  G 
im  Allgemeinen  gegen  die  Rotationsaxe  geneigt  ist.    Die 
Resultante  R  besitzt  eine  Intensität,  die  proportional  ist 
dem  Producte  aus  der  Gesammtmasse  M  des  Körpers  in 
den  Abstand   des   Trägheitsmittelpunktes  von    der  Rota- 
tionsaxe.    Diese    Kraft  R  =  Mw^   stimmt   nach    Richtung 
und    Sinn    mit    der    Geschwindigkeit   co^    des    Trägheits- 
mittelpunktes überein,    sodass  sie   diesem  die  Geschwin- 
digkeit cüj   ertheilen  könnte,  wenn  in  ihm  die  Gesammt- 
masse des  Körpers   concentrirt    wäre,    also    dieselbe  Ge- 
schwindigkeit, welche  dieser  Punkt  wirklich  in  Folge  der 
Winkelgeschwindigkeit   cu    hat,    die    der    Körper   um    die 
Axe  H  besitzt.      Das  Axenmoment   G  des    resultirenden 
Paares  ist  der  Winkelgeschwindigkeit  co  proportional  und 
zerfällt  zunächst  in  zwei  Componenten,    deren    eine    pa- 
rallel   zu   der  Rotationsaxe  ist,   während  die  andere   auf 
dieser  Axe    senkrecht  steht.     Wird    als  Reductionspunkt 
der  Punkt  0  gewählt,    in  dem  die  durch  den  Trägheits- 
mittelpunkt   S    zur    Rotationsaxe    H   senkrecht    gelegte 
Ebene  diese  Axe  trifft,    so  ist  die  erstgenannte  Compo- 
nente    des  Axenmomentes  G  durch  ö.  =  wMx^,    das    Pro- 
duct    aus  der   Winkelgeschwindigkeit    in    das    Trägheits- 
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moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe,  ge- 
geben. Die  zweite,  zu  H  senkrechte,  Componente  von  G 
zerfällt  wieder  in  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Com- 
ponenten  Gx  =  — i»Ey  Gy=^ — wDj  welche  resp.  parallel 
und  senkrecht  sind  zu  dem  Abstände  ?  des  Trägheits- 
mitelpunktes  von  der  Rotationsaxe.  Diese  Componenten 
sind  also  proportional  den  Deviationsmomenten 

E  =  Srnaz  =  Me\     D  =  Imyz  =  Md\ 

welche  der  Ebene  der  Rotationsaxe,  welche  den  Träg- 
heitsmittelpunkt enthält,  und  der  zu  dieser  senkrechten 
Ebene   der  Rotationsaxe  entsprechen." 

Da  die  Resultante  R  =  A/coJ  nur  dann  verschwindet,  wenn 
fc  =  0  wird,  so  haben  wir  noch: 

„Die  Impulsivkräfte,  welche  einem  freien  starren  Kör- 
per eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o)  um 
eine  Axe  U  zu  ertheilen  vermögen,  sind  dann  und  nur 
dann  einem  Paare  äquivalent,  wenn  die  Rotationsaxe 
durch  den  Trägheitsmittelpunkt  hindurchgeht." 

§3. 

Es  möge  nun  wieder  als  Reductionscentrum  der  Trägheits- 
mittelpunkt S  des  starren  Systems  genommen  werden.  Gehen  wir 
von  der  im  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Reduction  für 
einen  beliebigen  Punkt  0  aus,  so  ist  also  zunächst  die  neue  Re- 
sultante R  gleich  und  gleichgerichtet  mit  der  dort  gefundenen. 
Dagegen  tritt  zu  dem  Paare  mit  dem  Axenmomente  G  noch  ein 
neues  Paar  hinzu,  welches  aus  der  Uebertragung  der  Resultanten 
R  vom  Punkte  0  nach  dem  Punkte  S  entsteht.  Der  Sinn  dieses 
Paares  ist  nach  früheren  Festsetzungen  negativ,  woraus  für  das 
Axenmoment  der  Werth  folgt: 

G\  =  —Ri  =  —iDMr. 

Dieses  Axenmoment  ist  dem  oben   mit  G«  bezeichneten   parallel. 

Die  Summe  G.-^Gl  ist  daher  der  Werth  Gi'^  von  G,  für  den  Punkt 
Sj  also 

G«  =  cü(Afyt'— Ji5»). 
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Eis  ist  aber,  nach  Kapitel  VJI, 

wenn  X-,  der  Trägheibradius  dca  starren  Systems  in  Bezug  auf  eine 
durch  S  gezi^cnc  Parallele  zur  RotationHaxe  ist.     Es  hl  also 

Verlegen  wir  endlich  unter  Beibehaltung  der  AxenriuhtungeD  den 
Anfangspunkt  des  im  §  2  benutzten  CoerdinatensyHtenig  nach  dem 
Punkte  6',  so  wird  durch  diese  Coordinatcntransfermation  die 
Grösse  2viyz  überhaupt  nicht  lieeinliusst,  während  Zvlcz  über- 
geht in 

Sm(^t+x)z  =  tSviz+Smxz  =  Snucz, 
da  2mz  =  0. 

„In  Bezug  auf  dais  resultirende  Axenmomcnt  ist  die 
ßeduction  der  Jmpulsivkräfte,  welche  einem  starren 
Systeme  eine  Rotation  mit  gegebener  Amplitude  w  um 
eine  Axe  H  erthcilcn  können,  für  den  Träghcitsmittcl- 
punkt  S  dieselbe,  als  ob  die  Drehung  um  die  zu  JJ  paral- 
lele //,  dew  Träghoitsmittelpunktes  stattfinde." 

Die  formelmässige  Dai-stellung  dieser  Reduction  kann  der  I<eser 
also  leicht  aus  dem  vorigen  Paragraphen  herübernehmen. 

§4. 
Es  ist  im  Kapitel  I  die  Existenz  und  Bedeutung  der  Central- 
axe  eines  Kräftosystcms  nachgewiesen  worden.  Wir  wollen  unter 
Erinnerung  an  das  dort  Gesagte  nun  die  besonders  wichtige  Re- 
duction der  Impulsiv kräfte,  die  eine  Rotation  um  eine  Axe  hervor- 
bringen können,  auf  ihre  Centralaxe  betrachten. 

Die  Gleichungen  der  Centralaxe  sind  a.  a.  0.  in  der  Eorm  ge- 
geben worden 

x—^  _  y—y'    _    z—z' 
X      ~       Y      ~      Z     ' 
Y,  Z  die  Componenteu  der  Einzel resultanten  R,   nach  den 
1er  X,  ij,  2,  dar.stellen ;   und  (x',  y\  s')  der  Schnittpunkt  der 
axe,  die   bekanntlich  die  Richtung   von   R  hat,    mit   einer 
den  Urspi'ung  des  Coordinatensystems  senkrecht  zur  Richtung 


Kap.  VIII.     Von  den  Impulsivkräften,  etc.  151 

R  gelegten  Ebene  ist.     Die  Gleichung  dieser  Ebene  ist 

Gehen  wir  nun,  was  instructiver  ist,  von  der  Reduction  für  den 
Punkt  O  des  Paragraphen  2  dieses  Kapitels  aus,  so  haben  wir  für 
die  Componenten  der  Resultanten  R  und  des  Axenmomentes  G 

X  =  0,     Y=(i)M^,    Z  =  0, 

Gx  =  — wSmaz,     G,j  =  — m^myZy     (?,  =  wMP. 

Die  oben  erwähnte  Ebene  ist  also  hier  die  or^-Ebene,  von  der  wir 
schon  im  §  2  sahen,  dass  sie  senkrecht  auf  der  Richtung  von  R 
steht.  Die  Grössen  4?',  y\  2'  bestimmen  sich  nun  nach  Kapitel  I 
aus  den  folgenden  Gleichungen 


ÄV  = 


Y,Z 


Äy  = 


z,  X 

ö,,  G, 


»5    ^X 


R*z'  = 


X,Y 
Gxt  Gi 


sodass  wir  nach  Einsetzung  der  Werthe  der  sechs  Reductionscom- 
ponenten  und  indem  wir  wieder  den  Radius  e  des  Deviations- 
momentes E  =  2mxz  einführen,  erhalten 

Die  Centralaxe  steht  also  senkrecht  auf  der  072; -Ebene  und  ihre 
Lage  hängt  von  der  Winkelgeschwindigkeit  nicht  ab,  sondern  nur 
von  der  Lage  der  Rotationsaxe.  Bezeichnen  wir  den  Punkt  {x\  0, 0) 
mit  0',  und  den  Punkt  {x\  0,  z')  mit  P\  so  sehen  wir  zunächst, 
dass  der  Trägheitsmittelpunkt  zwischen  den  Punkten  0  und  O* 
liegt.  Denn  es  sind  S  und  x^  die  Abstände  der  Punkte  S  und  (V 
von  O.     Es  ist  aber  stet« 

da  der  Trägheitsradius  k  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  H  der 
Gleichung  genügt 

wo  A,  den  Trägheitsradius  bedeutet  in  Bezug  auf  die  durch  S 
gehende  zu  H  parallele  Axe  i/,.  Führen  wir  wieder  ein  neues 
Coordinatensystem  der  5\  ^\  ^  niit  dem  Ursprung  S  und  dem 
vorigen  parallel  ein,  so  ist  also 

§r  =  kl 
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Consequenter  wäre  diese  letzte  Gleichung  allerdings  zu  schreiben 
§?'  =  — A'l,  um  anzuzeigen,  dass  der  Punkt  0  auf  entgegengesetzter 
Seite  von  S  mit  0'  liegt.  Die  Gleichung  zeigt,  dass  die  Punkte 
O,  0'  conjugirte  Punkte  einer  Involution  ohne  Doppelelemente  mit 
dem  Centrum  S  sind  (Involution  zweiter  Art). 

Die  Bestimmungsgleichung  für  z*  oder  f',  nämlich 

l^z'  =  sr  =  e' 

kann  ebenfalls  als  Gleichung  einer  Involution  aufgefasst  werden. 
Man  ziehe  durch  den  Punkt  P'  eine  Parallele  IF  zur  Rotations- 
axe,  so  geht  //'  auch  durch  den  Punkt  0\  Von  diesem  Punkte 
aus  trage  man  nun  auf  IV  die  Strecke  5  dem  Sinne  von  w  ent- 
sprechend ab  bis  P.     Ob  die  Involution 

dann  Doppelelemente  besitzt  oder  nicht,  hängt  davon  ab,  ob  das 
Deviationsmoment  E  =  ^maz  positiv  oder  negativ  ist.  Im  ersteren 
Falle  ist  t  reell,  also  t^  eine  positive  Zahl:  die  Involution,  der 
die  Punkte  P,  P'  als  conjugirte  Elemente  angehören,  ist  dann  von 
der  ersten  Art.  Wenn  dagegen  e  imaginär  ist,  w^ird  diese  Invo- 
lution von  der  zweiten  Art.  Zieht  man  endlich  durch  P'  und  ^* 
eine  Gerade,  welche  die  Rotationsaxe  in  Q  trifft,  so  sind,  wie  man 
leicht  sieht,  auch  P'  und  Q  conjugirte  Punkte  einer  Involution*) 
zweiter  Art;  und  zwar  hat  man 

Wir  fassen  die  Resultate  dieses  Paragraphen  wieder  zusammen : 
„Die  Impulsivkräfte,  welche  einem  starren  System 
eine  Rotation  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  m  um  eine 
Axe  zu  ertheilen  vermögen,  besitzen  eine  Centralaxe, 
welche  senkrecht  steht  auf  der  Ebene,  welche  durch  die 
Rotationsaxe  und  den  Trägheitsmittelpunkt  des  Systems 
geht.    Die  Centralaxe  trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte 


*)  Es  sind  nämlich,  da  H  und  //'  durch  die  conjugirten  Punkte  O  imd 
(y  gehen  und  sich  in  einem  Punkte  (im  Unendlichen)  schneiden,  diese  beiden 
Geraden  conjugirte  Strahlen  eines  involutorischen  Strahlenbfischels.  Ein 
solches  wird  aber  von  jeder  Transversale  in  einer  involutorischen  Punktreihe 
geschnitten. 
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P\  dessen  Lage  voa  derjenigen  der  Rotationsaxe  abhängt, 
aber  unabhängig  ist  von  der  Winkelgeschwindigkeit  to. 
Zieht  man  in  der  genannten  Ebene  durch  P'  eine  Paral- 
lele i/'  zu  der  Rotationsaxe,  so  liegt  der  Trägheits- 
mittelpunkt  S  zwischen  den  beiden  Geraden,  und  seine 
Abstände  von  der  Rotationsaxe  (?)  und  ihrer  Parallelen 
(5')  genägien  der  Gleichung  J$'  =  Äi',  wenn  mit  l\  der.Träg- 
heitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  die  zur  Rotations- 
axe parallele  Äxe  des  Trägheitsmittelpunktes  bezeichnet 
wird.  Die  senkrechte  Projection  0'  von  S  auf  IT  ist 
Centrum  einer  involutorischen  Punktreihe  0'(P,  P'),  de- 
ren Art  abhängt  von  der  Lage  der  Rotationsaxe  und  der 
Geraden  0' S  oder,  was  dasselbe  ist,  von  der  Massenver- 
theilung  im  starren  System  bezüglich  jener  Geraden.  Die 
Gerade  P'S  trifft  die  Rotationsaxe  in  einem  Punkte  Q 
so,  dass  P'Q  wieder  conjugirte  Elemente  einer  Involution 
sind.  Da  nun  in  involutorischen  Punktreihen  conjugirte 
Elemente  sich  doppelt  entsprechen,  so  folgt,  dass,  wenn 
die  Rotationsaxe  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  durch 
P'  ginge  statt  durch  Q,  die  Centralaxe  durch  Q  gehen 
wurde  statt  durch  P'.  Für  die  Reduction  im  Punkte  S 
sind  die  Componenten  der  Resultanten  R  und  des  Axen- 
momentes  G: 

X  =  0,  Y=wMi,  Z  =  0, 

Gx  =  — oiSmaz,     G,j  =  — o)2myz,     0^  =  wAIk^. 

Das  Axenmoment  für  die  Reduction  auf   die  Centralaxe 
findet  man  hiermit  nach  der  Formel 

RG,  =  XG^+YG,j'^ZG, 

Gq  =  Gtj  =^  — {ß2myz  =  — (dD 
G,  =  —ü)MS'\ 

Die  Impulsivkräfte  sind  also  einer  Einzelresultanten  ojA/S 
äquivalent,  wenn  D  =  0  ist." 

§8. 

Wir  wenden  uns  zur    Reduction    der  Impulsivkräfte,    welche 
einem    starren    System    eine    Windung    mit    der    Translationsge- 
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schwindigkeit  r  und  der  Winkelgeschwindigkeit  w  um  eine  Axe  H 
ertheilen. 

Die  von  diesem  letzteren,  rotatorischen  Thoile  der  Geschwin- 
digkeit herrührenden  Impulsivkräfte  reduciren  wir  wie  in  §  3  fiir 
den  Trägheitsmittelpunkt  S.  Ist  wieder  J  der  Abstand  des  Punktes 
S  von  der  Axe  H^  so  haben  wir  also  eine  Einzelresultante 
o)il/J  =  Äj,  welche  durch  S  geht  und  senkrecht  ist  auf  der  Ebene 
durch  H  und  S,  Die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes 
sind  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufgeführt.  Hieran 
treten  nun  noch  die  von  der  Translationsgeschwindigkeit  r  her- 
rührenden Impulsivkräfte.  Nach  §  1  reduciren  diese  sich  auf  eine 
Einzelresultante  Äj ,  die  durch  S  geht  und  Richtung  und  Sinn  mit 
r  gemein  hat.  Ihre  Intensität  ist  R^  =  Ah,  Die  geometrische 
Summe 

ist  die  Gesammtresultante  der  hier  betrachteten  Impulsivkräfte.  R 
liegt  in  der  durch  den  Punkt  S  gehenden  Normalebene  zu  dem 
Lothe  von  S  auf  die  Axe  H  und  die  Intensität  dieser  Kraft  ist 


sie  stimmt  nach  Sinn  und  Richtung  mit  der  Gesammtgeschwindig- 
keit  Vs  des  Trägheitsmittelpunktes  überein,  welche  dieser  in  folgen- 
der Windungsbewegung  besitzt.  Der  Winkel  (i/,  R)  =  ^  ei-giebt 
sich  aus  der  Gleichung 

„Die  Impulsivkräfte,  welche  im  Stande  sind,  ein 
starres  System  in  eine  W'indungsbewegung  mit  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit T  und  der  Amplitude  tu  um  eine 
Axe  H  zu  versetzen,  reduciren  sich  auf  eine  Resultante  R 
durch  den  Trägheitsmittelpunkt  S  des  Systems  und  ein 
Paar  vom  Axenmoment  G.  Dieses  letztere  befolgt  die 
nämlichen  Bildungsgesetze,  als  ob  das  System  ohne  die 
Translationsgeschwindigkeit  r  lediglich  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit a>  um  die  Axe  H  rotirte.  Die  Resultante 
jR  stimmt  nach  Sinn  und  Richtung  mit  der  Gesammtge- 
schwindigkeit  des  Punktes  S  überein,  welche  dieser  durch 
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die  Windungsbewegung  crlaugt.  Ihre  Intensität  ist  der- 
art, dass  sie  dem  Trägheitsmittelpunkt  S  seine  Geschwin- 
digkeit ortheilen  würde,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse 
des  starren  Systems  concentrirt  wäre.*^ 

§6. 

Es  soll  wieder  die  Centralaxe  dieser  Kräfte  bestimmt  werden. 
Das  schon  öfter  benutzte  Coordinatensystem  soll  auch  hier  wieder 
angewandt  werden.  Die  positive  Richtung  der  Rx)tationsaxe  H 
wird  also  positive  Z-Axe,  die  Linie  kürzesten  Abstandes  des  Träg- 
heitsmittelpunktes S  von  H  wird  ar-Axe,  deren  positive  Richtung 
so  festgesetzt  wird,  dass  die  Abscisse  von  S  positiv  ist.  Die  posi- 
tive Richtung  der  y  wird  so  bestimmt  wie  in  §  2.  Gehen  wir  nun 
aus  von  der  Reduction  für  den  Punkt  S.  Die  Resultante  Ä,  hat 
die  Componenteu 

X,  =0,     Y,=wAIl    Z,=0, 

die  von  R^  sind 

X,  =0,     Y,=  0,  Z,  =  Mt. 

Da  jR  die  geometrische  Summe  von  Ä,,  R^  ist,  so  haben  wir  also 
die  Componenten  von  R 

X  =  X,+X,  =  0, 
Y  =  y,H-  Y,  =  wMl 
Z  =  Z^-\-  Zj,  =  iV/r. 
Die  Componenten  des  resultirenden  Axenmomentes  sind 
ö,  =  —  wAh  \     Gy  =  —  wMd\     G,  =  wMkl . 

Man  findet  also  das  Axenmoment  G^  für  die  Centralaxe  wieder  aus 

ÄGo  =  XG,+  F(?,+ZG„ 

also 


V* 


Wir  construiren  nun  wieder  die  Ebene  Xx+Yy'-\'Zz  =  0.  welche 
hier  wird 

wM^i/-\-  AI  rz  =  0, 

also  durch  die  a:-Axe  geht.     Der  Durchschnittspunkt  (a\  y\  z')  der 
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Centralaxe  mit  dieser  Ebene  ist  dann  bestimmt  durch 


,    Ry  = 


Mt,    0 


ÄV  = 


0,   cüA/? 

Gjr»     Gy 


oder 

Nun  ist  aus  dem  Obigen  zu  ersehen,  dass  die  Centralaxe  unserer 
2/2-Ebene  parallel  ist.  Es  bedeutet  daher  x^  den  küraesten  Abstand 
der  Centralaxe  von  der  Axe  //.     Ferner  sieht  man,  dass 

^  =  1/7+^ 

der  kürzeste  Abstand  der  Centralaxe  von  der  j:-Axe  ist.  Man 
findet  nun 

also  nach  einfacher  Reduction 


^  = 


«)6 


V. 


WO  das  negative  Vorzeichen  geschrieben  werden  muss,  weil  \f  ne- 
gativ ist.  Durch  diese  beiden  kürzesten  Abstände  ist  aber  die 
Lage  der  Centralaxe  vollständig  bestimmt. 

„Die  Reduction  der  Impulsivkräfte,  welche  einem 
starren  System  eine  Windung  (r,  w)  um  eine  Axe  U^  deren 
Abstand  vom  Trägheitsmittelpunkt  5  ist,  zu  ertheilen 
vermögen,  für  die  Centralaxe  besteht  aus  einer  Einzel- 
resultanten R  und  einem  Paare  vom  Axenmomente  G^ 


V, 


die  kürzesten  Abstände  der  Centralaxe  von  der  Axe  H 
und  von  der  zu  H  normalen  Geraden  des  Trägheitsmittel- 
punktes sind 


d 


OJ 


V 


ri^^ki-hrS'),    (i'  =  - 


0)6 


Dabei  ist  Vg  die  Geschwindigkeit  des  Trägheitsmitel- 
punktes,  die  dieser  der  Windungsbewegung  verdankt;  X*, 
ist  der  Trägheitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  B 
parallele  Axe  H'  des  Trägheitsmittelpunktes,  €  und  S  sind 
die  Radien  der  Deviationsmomente  £  und  Z).** 
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Wenn  diese  Reduction  nur  aus  einem  Paare  bestehen  soll, 
wenn  also  R  =  0  sein  soll,  so  ist  dazu  nöthig,  dass  ?  =  0,  t  =  0 
wird.    Das  heisst  aber: 

Die  Impulsivkräfte,  welche  einem  starren  Systeme  eine  Rota- 
tionsgeschwindigkeit um  eine  Axe  des  Trägheitsmittelpunktes  zu 
ertheilen  vermögen,  reduciren  sich  auf  ein  Paar. 

Die  obige  Reduction  besteht  in  allen  den  Fällen  aus  einer 
Einzelkraft,  in  denen  G^  =  0,  d.  h. 

also  1)  wenn  w  =  0,  d.  i.  wenn  das  System  nur  Translationsge- 
schwindigkeit hat;  2)  wenn  ^  =  0  und  rf  =  0,  d.h.  wenn  das 
System  nur  Rotationsgeschwindigkeit  besitzt  und  das  Deviations- 
moment D  verschwindet;  3)  wenn  rkJl  =  w^6^^  also 

(Dg   _    k] 

CO  t 

Da  nach  Obigem  — =-  =  tgy  die  Tangente  des  Winkels  der  Rich- 

T 

tungen   ß  und  H  ist,  da  ferner  -yy  =  -^—  die  Tangente  des  Win- 

kels  ist,  welchen  das  Axeumoment  G^^  =  (G*-f- Gy )*  mit  i/ macht, 
so  sagt  diese  Gleichung,  dass  R  senkrecht  auf  G,,:  steht.  Es  ist 
klar,  dass  dann  in  der  That  die  Impulsivkräfte  sich  auf  eine  Ein- 
zelkraft reduciren.  Denn  G^  steht  stets  senkrecht  auf  Ä.  Es  wird 
somit  bei  der  Reduction  auf  den  Tnigheitsmittelpunkt  das  Axen- 
moment  G  senkrecht  auf  R,  bewirkt  somit  nur  eine  Parallelver- 
schiebung von  R  nach  der  Ceutralaxe  ohne  resultirendes  Paar. 

§7. 

Mit  Hülfe  der  Ergebnisse  des  vorigen  Kapitels  kann  man  den 
Untersuchungen  der  §§  2 — 6  eine  geometrisch  anschauliche  Dar- 
stellung geben,  welche  besonders  wiinschcnswerth  erscheint  in  Be- 
treff der  Beziehungen  zwischen  der  Lage  der  Axe  //  und  der  des 
Axenmomentes  G.  Gleichzeitig  werden  hierdurch  die  Grössenbezie- 
hungen  zwischen  G  und  w  in  klares  Licht  gesetzt. 

Reduciren  wir  daher  die  Impulsivkräfte  für  den  Trägheits- 
mittelpunkt S  des  starren  Systems,  und  wählen  die  Uauptaxen  des 
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Körpers  zu  Coordinatenaxen.  Die  Componenten  der  Winkelge- 
schwindigkeit CO  nach  diesen  Axen  seien  resp.  p,  q^  r;  die  Com- 
ponenten von  G  mögen  wieder  durch  (x^^,  G».  G^  bezeichnet 
werden. 

Aus  §  2  folgt  dann,  dass  die  Impulsivkräfte,  welche  dem 
System  die  Winkelgeschwindigkeit  p  um  die  a-Axe  ertheilen,  äqui- 
valent sind  einem  Paare,  dessen  Axenmoment  pMk^  ist,  wenn  k 
den  Trägheitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  diese  Axe  darstellt. 
Analoges  ergiebt  sich  für  die  Reduction  der  Impulsivkräfte,  welche 
dem  System  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axen  y  und  z  resp. 
ertheilen.     Man  hat  somit 

G^  =  pMa\     Gy  =  qMb\     G.  =  rMc\ 

wenn,  wie  früher,  a,  6,  r  die  Hauptträgheitsradien  des  Systems 
sind.  Da  nun,  wenn  a,  b,  c  die  Axen  des  Ceutralellipsoids  sind, 
die  Gleichungen  bestehen 

aa  =  1,     6b  =  1,    rc=l, 

so  ist  auch 

p   p.M         p   q.M         ^  r,]il 

Durch  den  Punkt  S  ziehen  wir  zu  H  eine  Parallele  H^.,  deren 
positive  Seite  das  Cauchy-Poinsot'sche  EUipsoid  in  einem  Punkte 
P(xy  y,  z)  treffen  möge.     Der  Semidiameter  SP  werde  durch  q  be- 

Üj        'U        z 

zeichnet.     Es  sind  dann  — ,  — ,  —  die  Richtuugscosinus   der  Ro- 

Q      Q      Q 

tationsaxe  //,  oder  wir  haben 

p  q   '/•   o) 

a  y  z  Q 

Setzt  man  die  hieraus  folgenden  Werthe  von  p,  q,  r  in  die  Glei- 
chungen für  die  Grössen  G  ein,  so  erhält  man 

^  M  wa        ^   M  (oy        ^  AI   WZ 

und  weiter 

Die  Grösse  in  der  Klammer  ist  das  Quadrat  der  reciprokeu  Länge 
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der  von  S  auf  die  Tangentenebene  in  F  des  Centralellipsoids  ge- 
fällten Senkrechten.  Bezeichnen  wir  die  Länge  dieser  Senkrechten, 
wie  in  §  11  des  vorigen  Kapitels,  mit  J,  so  ist  also 

(jr  =  ~T' 

Die  Richtungscosinus  dieses  Äxenmomentes  ergeben  sich  dann 

cos(;p,  6?)  =  ^- ,     cos(y,  ö)  =  -^  ,     cos(2:,  G)  =  -^  • 

Diese  Grössen  sind  zugleich  auch  die  Richtungscosinus  der  Nor- 
malen des  Centralellipsoids  im  Punkte  P  (siehe  Kap.  VII  §11). 
Da  also  G  der  Normalen  im  Punkt  P  parallel  ist,  so  folgt,  dass 
die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Tangentenebene  im  Punkte 
P  parallel  ist. 

Fassen  wir  zunächst  die  bisherigen  Ergebnisse  dieses  Para- 
graphen zusammen,  so  haben  wir  den  Satz: 

„Das  resultirende  Axenmoment  der  Reduction  eines 
Systems  von  Impulsivkräften  auf  den  Trägheitsmittel- 
punkt ist  der  Normalen  des  Cauchy-Poinsot'schen  Träg- 
heitsellipsoids  parallel,  welche  man  in  dem  Punkte  P 
construirt,  in  welchem  die  zur  Axe  der  Winkelgeschwin- 
digkeit parallele  Axe  des  Trägheitsmittelpunktes  die 
Fläche  trifft. 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Impulsivkräfte 
ist  somit  derjenigen  Diametralebene  des  Centralellipsoids 
parallel,  welche  der  Richtung  der  Axe  der  Winkelge- 
schwindigkeit conjugirt  ist. 

Die  Grösse  des  resultirenden  Äxenmomentes  G  = - 

ist  der  Grösse  der  Winkelgeschwindigkeit  direct,  und  dem 
Producte  aus  dem  der  Rotationsaxe  parallele  Semidia- 
meter  q  und  dem  senkrechten  Abstände  der  Tangenten- 
ebene des  Punktes  P  vom  Trägheitsmittelpunkt  umge- 
kehrt proportional." 

Aus  der  ersten  Darstellung,  welche  wir  für  die  Componenten 
von  G  gegeben  haben,  folgt 

_     G,  _  3_         ._     G^i_ 
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Bemerken  wir  nun,  dass  die  Hauptträgheitsradien  a,  b,  c  die  Halb- 
axen  des  reciproken  Centralellipsoids  sind,  und  ziehen  durch  S 
einen  Semidiameter  ^'  dieser  Fläche,  welcher  zu  G  parallel  ist. 
Der  Punkt  Q(«,y,  2)  möge  einer  der  Durchschnittspunkte  von  q* 
mit  dem  Ellipsoid  sein.     Dann  ist 

Gx         Gif         Gi         G 


X  y 


z 


und  damit  wird 


_     G     X  _     G     y  _     G      z 

P  ~   Ma'    q'  '     *  ~   Mb'    q'  '    ''  —   Mc'    q' 


Setzen  wir  wieder 


wo  also  J*  den  senkrechten  Abstand  des  Trägheitsmittelpunktes 
von  der  im  Punkte  Q  an  das  reciproke  Centralellipsoid  gezogenen 
Tangentenebene  bedeutet,  so  folgt  aus  Obigem 

G 


w 


Mq'J' 

und  die  Richtungscosiuus  der  Rotationsaxe  //  bezüglich  der  Haupt- 
axen  werden 

p    a?.J'         q    y.d'         r    z,J^ 


,8        '  ...  J2         ?  ,.,  ^'i 


CO  a  o)  0  w  c 

Wir  haben  somit  ferner  den  Satz: 

„Die  Rotationsaxe  H  ist  der  Normalen  des  zu  dem 
Cauchy  -  Poinsot'schen  Centralellipsoid  reciproken  EI- 
lipsoids  in  dem  Punkte  Q  parallel,  in  dem  ein  zu  dem  re- 
sultirenden  Axenmoment  der  Impulsivkräfte  paralleler 
Semidiameter  dieses  Ellipsoids  die  Fläche  trifft.  Die  zur 
Axe  H  senkrechte  Ebene  des  Trägheitsmittelpunktes  ist 
conjugirte  Diameterebene  des  reciproken  Centralellipsoids 
zur  Richtung  des  resultirenden  Axenmomentes. 

Die    Grösse    der    Winkelgeschwindigkeit    t»  =        :^- 

ist  dem  Axenmomente  direct  und  dem  Product  jenes  zu 
ihm  parallelen  Semidiameters  q*  in  den  senkrechten  Ab- 
stand J'  des  Trägheitsmittelpunktes  von  der  Tangenten- 
ebene Q  umgekehrt  proportional." 
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§8. 

Wir  wollen  hier  die  Reduction  der  Impulsivkräfte  in  einer  für 
analytische  Anwendungen  geeigneten  Form  durchführen,  und  zwar 
für  den  Trägheitsmittelpunkt  S  als  Reductionscentrum.  Es  wird 
also  <S  zum  Anfangspunkt  eines  ganz  beliebigen  orthogonalen  Coor- 
dinatensystems  genommen.  0  (,Vq,  y^^,  z^)  sei  ein  beliebiger  Punkt 
der  Axe  B,  um  welche  die  Impulsivkräfte  einem  starren  System 
eine  Windung  mit  den  Geschwindigkeiten  (r,  co)  ertheilen.  Des 
Zusammenhangs  halber  möge  0  zu  S  dieselbe  Lage  haben,  wie 
bisher,  nämlich  der  Fusspunkt  des  Loths  von  /S  auf  die  Axe  H 
sein,  sodass  also  wieder  SO  =  ?. 

Die  Componenten  von  r  längs  Parallelen  durch  0  zu  den 
Coordinatenaxen  bezeichne  ich,  wie  in  Kap.  VII,  durch  u,  t?,  w. 
Die  entsprechenden  Componenten  von  w  seien  ebenso  wieder  p,  q,  r. 

Der  Translationsgeschwindigkeit  x  entspricht  eine  Impulsivkraft 
Ä,  =  jl/r,  welche  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  hindurch  geht, 
und  deren  Componenten  längs  den  Coordinatenaxen  also  Muy  Mv, 
Mw  sind. 

Um  die  Rotationscomponenten  auch  auf  die  Coordinatenaxen 
zu  beziehen,  ertheilen  wir  dem  starren  System  zwei  entgegengesetzt 
gleiche  Winkelgeschwindigkeiten  p  um  die  ;r-Axe,  mit  andern 
Worten,  wir  ersetzen  p  um  die  zu  a  parallele  Axe  des  Punktes  0 
durch  eine  Winkelgeschwindigkeit  p  um  die  ^-Axe  und  ein  Rota- 
tionspaar (py  — p).  Durch  ein  analoges  Verfahren  in  Bezug  auf  q 
und  r  erhalten  wir  die  Componenten  q,  r  um  die  Coordinatenaxen 
und  die  zwei  Rotationspaare  (j,  — q),  (r,  — r).  Ein  jedes  dieser 
Rotationspaare  ist  aber  einer  Translationsgeschwindigkeit  senkrecht 
zu  seiner  Ebene  äquivalent.  Diese  Tränslationsgeschwindigkeiten, 
d.  h.  die  Momente  der  drei  Rotationspaare  finden  sich  aber  nach 
Kap.  I  wie  folgt 

Wo—i^o.     P^o—'^^o^      i^o—Pi/o 

und  sind  resp.  parallel  den  Axen  der  a,  y,  z.    Ihnen  entsprechen 
die  Impulsivkräfte 

^(:n/o—q^o),     ^KP^o—'^^oX     M{qx,—py,), 
sodass  also  durch  ihre  Vereinigung  mit  den  Componenten  von  R^ 

Ball,   Mechanik.  11 
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sich  folgende  Ao-sdrücke  für  die  CompoiieEten  der  ResultaDtca  R 
für  den  TragheiUmittelpunkt  ergeben: 

Y=IU(v+pz„—rxJ, 
Z  =  M{u--\-qi-^—py^) 
und  für  die  Resultante  selber  und  ihre  Richtung 

co9(Ä,^)  =  -^,     cos(fi,i/)  =  -^,     C0S(Ä,3)  =  -^- 

In  Folge  der  Componenten  p,  q,  r  um  die  Äxen  der  x,  y,  z  er- 
hält nun  ein  beliebiger  Systempunkt  (a;,y,  s)  die  Geschwindigkeit^- 
componeuten 

^  =  qz—ry,    x  =  r^—p^,     M>  =  py—q'e. 
Diesen  entsprechen  die  Impulsivkräfte  my,  mx,  mt/f,  wenn  m  die 
Ma^c  des  Punktes  Qc,y,z)  bedeutet.     Die  Reduction  dieser  Kräfte 
ergiebt 

Smtp  ^  qSmz  —  rSmy, 
2m%  =  r!Svix — pSmz, 
Smtp  =1  p2mi/ — qSmx, 
welche  aber  verschwinden,  da  sich  die  Summen  Smx,  Smy,  Sviz 
annulliren,  weil  der  Anfangspunkt  der  Coordinat«n   im  Trägheits- 
mittelpunkt des  Systems  liegt.    Ferner  folgen  aus  dieser  Reduction 
die  Paare  mit  den  Axenmomeuten  parallel  den  Axen  der  <£,  y,  z, 
nämlich 

G,  =  3mCi/'y— 3(3),     Gy  =  Sm(<pz—ipx),    O,  =  2m(xx—q>y). 
Substituircii  wir  die  Werthe  von  q,  Xt  V»  ^^  erhalten  wir 
Gj:  =  p2in(y'-i-s')—q^mxy—r2mj^z, 
Gj,  ^  pS?njy-i-q2vi(^z'+x') — rSmyz, 
Gl  ^  pSmxz  — qSmyz  -t-r2m(u;^-\-y''). 
m   uns    noch    der    Bezoichuungon    für    dio   Trägheibi- 
ind  Beviatiousmomeiite  in  Dezug  auf  die  (.'oordinateu- 
lich 

VmO/'-h2')  =  A,    ^myz  =  D, 
i>((s'4-*')  =  n,     ^hizj:  =  K, 
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so  können  wir  also  endgültig  schreiben: 

G,  =  Ap—Fq—Er, 
Gy  =  —Fp+Bq—Dr, 
G,  =  —Ep—Dq+Cr 

und  das  resultirende  Äxenmoment  G  und  seine  Richtungscosinus 
bestimmen  sich  wieder  aus 

G'  =  Gl+Gl  +  Gl, 

cos(ö,  x)  =  -^,     cos(G,  y)  =  -^ ,     cos(G,  z)  =  ~' 

Sind  insbesondere  die  Hauptaxen  des  Körpers  zu  Coordinateüaxen 
gewählt  worden,  so  haben  wir  für  G^,  Gy,  G,  wieder  die  schon 
früher  gefundene  einfache  Darstellung 

G,  =  Ap,     Gy  =  Bq,     G,  =  Cr; 

da  nämlich  dann  die  Grössen  D,  E,  F  verschwinden. 

Ist  die  Reduction  der  Impulsivkräfte  für  einen  anderen  Punkt 
P  auszuführen,  so  ändert  sich  an  dem  Vorstehenden  nur  das,  dass 
die  Componenten  2mg),  2mx,  2mip  nicht  verschwinden,  sondern 
noch  als  leicht  zu  vereinfachende  Zusatzglieder  zu  den  Componenten 
Xy  F,  Z  hinzutreten. 

§9- 

Die  kinetische  Energie  eines  starren  Systems  steht  in  einem 
sehr  interessanten  Zusammenhang  mit  der  eben  betrachteten  Re- 
duction der  Impulsivkräfte,  den  wir  jetzt  darlegen  wollen.  Wir 
können  zu  diesem  Zwecke  sowohl  von  der  Darstellung  des  Kap.  Vil 
§  1  ausgehen,  als  auch  uns  im  engeren  Anschluss  an  die  letzten 
Paragraphen  des  folgenden  Weges  bedienen. 

Ist  Q  der  Abstand  eines  Systempunktes  von  der  Axe  üT,  um 
welche  dem  System  eine  Windungsbewegung  mit  den  Geschwindig- 
keiten (t,  0))  ertheilt  worden  ist,  so  besitzt  dieser  Punkt  die  Ge- 
schwindigkeit 

Es  wird  somit  die  kinetische  Energie  des  Systems 

2T=  2mv'  =  2m(T^-h(üy), 
2T=MT^'{-w^2mQ\ 

2mQ^  ist  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe 

11* 
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H.  Durch  S  ziefaen  wir  die  Axe  E,  und  bezeichnen  wieder  wie 
bisher  durch  k,  k,,  |  resp.  den  Tragheitsradtua  des  Systems  bezüg- 
lich der  Axen  H  und  H,  und  den  Abstand  di&^er  beiden  Axen. 
Dann  ist  wieder 

wodurch  erhalten  wird 

tT=  jtf(T'H-m'|')+tu'A//,;. 
Die  Grösse  t'+w'I'  ist  ans  aber  bekannt  als  die  Geschwindigkeit 
des  Trägheitämittelpunktes,  welche  dieser  iu  Folge  der  Wiadungs- 
bewegung  annimmt.     Es  ist  daher 

2T,  =  Jl/(ir'+w'0  =  Mv\ 
die  kinetische  Energie,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn 
in  ihm  die  Gesammtmasse  des  starren  Systems  vereinigt  wäre.   Die 
Grosse  loMk*  wollen  wir  mit  2T,  bezeichnen,  sodass  also 

wird.     Damit  lässt  sich  folgender  Satz  aussprechen: 

„Die  kinetische  Energie  eines  starren  Systems,  wel- 
chem eine  Windungsbewegung  mit  den  Geschwindigkeit 
(t,  <u)  um  eine  Axe  H  ertheilt  ist,  setzt  sich  zusammen 
aus  zwei  Theiien,  T„  und  T, ,  deren  erster  die  kinetische 
Energie  des  Trägheitsmittelpunktes  ist,  wenn  man  in  die- 
sem die  Ges&mmtmasse  des  Systems  concentrirt  denkt. 
Der  zweite  Theil,  T,,  ist  die  kinetische  Energie,  welche 
das  System  besitzen  würde,  wenn  es  die  rotatorische  Ge- 
schwindigkeit Ol  nicht  um  die  Axe  B,  sondern  um  die  zu 
H  parallele  Axe  H,  des  Trägheitsmittelpunktes  besässe." 
Der  zweite  Theil  T,  der  kinetischen  Energie  ist  es  nun,  der 
in  dem  erwähnten  Zusammenhang  mit  den  Ergebnissen  des  vorigen 
Pan^raphen  steht. 
Es  war 

also  sleich  dem  Producte  des  Quadrats  der  Winkelgeschwindigkeit 
Trägheitsmoment  des  Systems  in  Bezug  auf  die  Axe  H,. 
ß,  Y  die  Richtungscosinus  dieser  Axe  gegen  die  im  vorigen 
>hen  benutzten  Coordinatenaxen,  so  ist  nach  Kap.  VII 
Mkt  =  Aa'-i'Bß'-i-Cy'~2DßY—2Kra—2Faß. 
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Bedenkt  man  nun,  da8s 

wa  =  py     wß  =  q,     wy  =  r, 
so  folgt 

w'Mk;  =  Ap'-hBq''hCr'—2Dqr-^2Erp—2Fpq. 

Aus  dieser  Darstellung  von  27,   oder  wMt^   ist  aber  unmittelbar 
ersichtlich,  dass 

^=      Ap-Fq-Er, 
^^-Fp+Bq-Dr, 


oder 


dr 


=  -^Ep—Dq-^Cr, 


dp  ^"  dq  ^'  di 

„Differentiirt  man  den  von  der  Winkelgeschwindig- 
keit CO  um  die  Axe  des  Trägheitsmittelpunktes  herrühren- 
den Theil  der  kinetischen  Energie  partiell  nach  den  Com- 
ponenten  p,  q,  r  dieser  Winkelgeschwindigkeit,  so  sind 
diese  partiellen  Derivirten  gleich  den  Componenten  des 
resultirenden  Axenmomentes  der  Impulsivkräfte  nach  den 
Axen  Xy  y,  z,^ 

Da  T,  eine  homogene  quadratische  Function  der  Grössen  p^ 
qy  r  ist,  so  ergiebt  die  Anwendung  des  Euler'schen  Satzes  über 
die  homogene  Functionen: 

^rr        ST  dT  dT 

=  Gz^p-^Gy^q-^Gt-r. 

Setzt  man  nun  hier  einmal 

p  =  (oa,     q  =  o)ß,     r  =  wy, 
das  anderemal 

G^  =  Gly    G,j  =  G/i,     G,  =  Gv, 

wo  A,  //,  V  die  Richtungscosious   des  resultirenden  Axenmomentes 
G  sind,  so  erhält  man 

27;  =  ix>{aG:,'\-ßGy'^yG,)  =  (oW*/, 
22;  =  G(Xp-i-iiq^vr)  =  coWÄ». 
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„Die  Componente  aGx-hßGy+yG,  des  resultirenden 
Axenmomentes  der  Impulsivkräfte  parallel  zur  Axe //  ist 
das  Product  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Träg- 
heitsradius des  Systems  in  Bezug  auf  die  zu  H  parallele 
Axe  Hg  des  Trägheismittelpunktes. 

Die  Componente  Xp-\-fjiq-\-vr  der  Winkelgeschwindig- 
keit 0)  um  die  Axe    des   resultirenden   Paares    ist   gleich 


0)' 


Mk!: 


G 

Bezeichnen  wir  den  Semidiameter  des  Cauchy- Po insot 'sehen 

Centralellipsoids,   der  auf  der  Axe  E»  liegt,  mit  ^,  so  ist,  nach 

Kap.  VII,  Qkg  =  1,  daher  auch 


w' 


2T,  =M'^ 


qV2T, 

CO  =         ^  '     • 

„Die  Winkelgeschwindigkeit  co  ist  proportional  dem 
Semidiameter  des  Centralellipsoids,  welcher  ihrer  Axe 
parallel  ist  und  der  Quadratwurzel  aus  dem  Theile  der 
kinetischen  Energie,  welcher  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  diesen  Diameter  entspricht." 

Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  ist  hier 

(p  =  Ax''-+-By^-+-Cz'—2Dyz—2Ezai—2Fxy  =  0. 

Die  Richtungscosinus  der  Normalen  im  Punkte  (^,  y,  z)  sind  pro- 
portional den  Grössen 

1  ^9 


dx 


=  Ax—Fy—Ez  =  (Aa—Fß—Ey)Q 


=  (Ap—Fq^Er)-^  =  ®"^ 


O)  0) 


j.   d(p  Gy.Q        .  d(p  G^-Q 

dy  CO      '  02  CO      ' 

durch  welche  Gleichungen  der  Satz  des  §  7  bestätigt  wird  über  die 
Parallelität  des  resultirenden  Axenmomentes  G  mit  der  Normalen 
des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  P,  in 
dem  die  Fläche  von  der  Axe  Ha  getroffen  wird.  Der  Cosinus  der 
Neigung  ^  der  Axe  H  gegen  die  Axe  des  resultirenden  Paares  findet 


sich  aus 
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(t      O)  Cr      tu  Cr     O) 


Es  ist  also 


Gcücos^  =  Gjc'P+G^.q-^Gz.r,     d.  h. 


Das    Product  ffff'coa(ff,  g')   zweier  Strecken    in  den  Cosinus   ihres 
Richtungsunterschiedes  wird  als  geometrisches  Product  der  Strecken 

bezeichnet  und  durch  gff'  dargestellt.     Es  ist  also  G<jd  =  27',: 

„Das  geometrische  Product  der  Winkelgeschwindig- 
keit und  des  resultirenden  Axenmomentes  ist  gleich  dem 
doppelten  Betrage  der  kinetischen  Energie,  der  von  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  Hg  herrührt." 

Der  Ausdruck  der  kinetischen  Energie  wird  besonders  einfach, 
wenn  die  Hauptträgheitsaxen  des  starren  Systems  zu  Coordinaten- 
axen  gewählt  sind.  Dann  verschwinden  die  Deviationsmomente 
Dy  Ey  F  und  es  wird  zunächst,  wie  oben  öfters  erwähnt, 

G^  =  Ap,     Gy  =  Bq^     G,  =  Cr, 

G'  =  AY+By-hCr^ 
und  21]   erhält  die  Form 

22;  =  Ap'-hBq'+Cr\ 

§10. 

Wir  wenden  uns  zur  Umkehrung  des  in  den  bisherigen  Para- 
graphen dieses  Kapitels]^  behandelten  Problems.  Es  ist  also  nun 
folgende  Aufgabe  zu  lösen: 

„Einem  freien  starren  Körper  wird  ein  System  von 
Impulsen  ertheilt.  Welches  ist  der  Geschwindigkeitszu- 
stand des  Körpers,  den  dieser  unter  der  Einwirkung  jener 
impulsivkräfte  annehmen  wird?" 

Der  noch  unbekannte  Geschwindigkeitszustand  des  Körpers 
wird  sich  nach  dem  Bisherigen  im  Allgemeinen  als  Translations- 
geschwindlgkeit  r  des  Trägheitsmittelpunktes  in  Verbindung  mit 
einer  Rotationsgeschwindigkeit  cu  um  eine  Axe  dieses  Punktes  dar- 
stellen. 

Reduciren  wir  die  gegebenen  Impulsivkräfte  auf  den  Trägheits- 
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mittelpunkt,  so  erhalten  wir  eine  Resultante  R  und  ein  Paar  vom 
Axenmomente  G.  Ebenso  wollen  wir  nach  den  vorliergehenden 
Paragraphen  die  Reduction  für  den  Trägheitsmittelpunkt  berechnen 
für  diejenigen  Impulsivkräfte,  welche  aus  dem  noch  unbekannten 
Geschwindigkeitszustand  (r,  cd)  folgen.  Die  Reductionselemente  seien 
R'  und  G\ 

Die  Anwendung  des  d'Alembert'schen  Princips  auf  einen 
freien  starren  Körper  ergiebt  dann  die  Aequivalenz  der  beiden  Re- 
ductionen.    Es  ist  also 

Ä— Ä'  =  0,     ö— ö'  =  0. 

Die  Grössen  iJ',  G*  ergeben  sich  nun  aus  §  7,  nämlich 

WO  AI  die  Gesammtmasse  des  Körpers  bezeichnet  und  die  Bedeu- 
tung der  Grössen  q  und  /i  an  der  angezogenen  Stelle  zu  ersehen 
ist.  Der  aus  den  dem  Körper  ertheilten  Impulsen  folgende  Ge- 
schwindigkeitszustand ergiebt  sich  also  aus  den  Gleichungen 

R  G.Q.A 

und  die  Winkelgeschwindigkeit  w  findet  um  eine  Axe  //,  des 
Trägheitsmittelpunktes  S  statt.  Die  Richtung  dieser  Axe  bestimmt 
man  durch  folgende  Ueberlegung.  Man  zerlege  sowohl  w  als  G  in 
drei  Componenten  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptaxen  von  S,  Sind 
die  Componenten  von  co  durch  p,  q,  r,  diejenigen  von  G  durch 
(?,,  Gy,  Gz  bezeichnet,  so  haben  wir 

Ap  =  G,,    Bq=Gy,    Cr=G,, 

wo  A,  By  C  die  Trägheitsmomente  des  Körpers  in  Bezug  auf  die 
genannten  Axen  sind.    Es  ergiebt  sich  also 

^2  /j»  rt2 

und  die  Richtungscosinus  von  H,  folgen  dann  aus  den  Gleichungen 

a  _  ß  Y  1 

p  q  r  o) 

Der  Winkel  (J?„  r)  =  ip  wird  im  Allgemeinen  von  0  verschieden 
sein.     Um  die  Verbindung  der  Geschwindigkeiten  auf  die  Normal- 
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form  einer  Windung  zu  bringen,  zerlege  man  r  in  die  Compo- 
nenten  rsini/;  und  tcosi/;.  Die  letztere  ist  parallel  der  Axe  //,. 
Die  Componente  rsin(/;  ist  normal  auf//,  und  bewirkt  nach  einem 
bekannten  Satze  eine  Parallelverschiebung  dieser  Axe  bis  zu    der 

Lage  Hy   deren  Abstand   von  i/,  durch  ^  gemessen   wird. 

Einem  Auge  in  der  Spitze  der  Componenten  rsini//,  welches  auf 
die  zu  Tsini,^  normale  Ebene  des  Punktes  S  herabblickt,  erscheint 
die  Axe  H  in  dem  linken  Felde  dieser  Ebene.  Die  Verbindung 
(rcosi//,  oo)  ist  also  die  Normalform  des  Geschwindigkeitszustandes, 
den  die  gegebenen  Impulse  dem  Körper  ertheilen. 

Betrachten  wir  noch  kurz  die  beiden  speciellen  Fälle,  in  denen 
der  Körper  nur  eine  Translationsgeschwindigkeit  oder  nur  eine  Ro- 
tationsgeschwindigkeit erlangt. 

Wenn  cd  verschwindet,  die  Impulse  dem  Körper  also  nur 
Translationsgeschwindigkeit  ertheilen,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn 
G  Null  wird,  wie  sich  aus  obigen  Gleichungen  ergiebt. 

Analog  ist  die  nothwendige  Bedingung  für  das  Verschwinden 
von  r^  der  Translationsgeschwindigkeit  des  Trägheitsmittelpunktes, 
durch  das  Verschwinden  von  R  gegeben. 

Wir  haben  also  die  Sätze: 

„Ein  System  von  Impulsivkräften,  welches  sich  auf 
eine  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  gehende  Einzelkraft 
reducirt,  kann  dem  Körper,  auf  welchen  es  einwirkt, 
lediglich  eine  Translationsgeschwindigkeit  ertheilen.  Die 
Richtung  und  der  Sinn  dieser  Geschwindigkeit  stimmen 
mit  Richtung  und  Sinn  jener  Einzelkraft  überein.  Die 
Grösse  der  Geschwindigkeit  wird  gefunden,  wenn  man  die 
Intensität  der  Resultanten  durch  die  Masse  des  Körpers 
dividirt.« 

„Wenn  ein  System  von  einem  Körper  ertheilten  Im- 
pulsen sich  auf  ein  Paar  reducirt,  so  erhält  der  Körper 
hierdurch  lediglich  Rotationsgeschwindigkeit  um  eine  Axe 
des  Trägheitsmittelpunktes.  Ist  insbesondere  das  Axen- 
moment  des  Paares  einer  der  Hauptaxen  des  Körpers 
parallel,  so  fällt  die  Rotationsaxe  mit  dieser  Hauptaxe 
zusammen." 
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§11- 

Bei  der  Reduction  der  einem  Körper  ertheilten  Impulse  kann 
man  auf  den  Fall  geführt  werden,  dass  das  System  der  Impulsiv- 
kräfte äquivalent  wird  einer  Einzelkraft,  die  in  einem  mit  dem 
Trägheitsmittelpunkt  nicht  zusammenfallenden  Punkte  0  angreift 

Der  durch  eine  solche  Kraft  hervorgerufene  Geschwindigkeits- 
zustaud  des  Körpers  kann  niemals  eine  reine  Translationsgeschwin- 
digkeit sein,  wohl  aber  eine  Rotationsgeschwindigkeit  oder  die  Ver- 
bindung einer  Rotationsgeschwindigkeit  mit  einer  Translationsge- 
schwindigkeit parallel  zur  Axe  der  Rotation. 

Das  Gleiche  gilt  von  der  Wirkung  der  dem  Kräftesystem  äqui- 
valenten impulsiven  Dyname  (d.  i.  der  Reduction  des  Systems  auf 
seine  Centralaxe). 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall,  dass  das  System  der 
Impulsivkräfte  sich  auf  eine  Einzelkraft  durch  den  beliebigen  Punkt 
0  reducirt. 

Um  zu  sehen,  wann  diese  Einzelkraft  eine  reine  Winkelge- 
schwindigkeit hervorruft,  reduciren  wir  die  gegebenen  Impulse  für 
den  Trägheitsmittelpunkt  Ä.  Die  Reduction  besteht  aus  der  Re- 
sultanten R  und  einem  Paare  vom  Axenmomente  G,   Die  Kraft  R 

R 

ertheilt  dem  Körper  eine  Translationsgeschwindigkeit  ^  =  -rr  ^^^ 

das  Paar  G  erzeugt  eine  Winkelgeschwindigkeit  co  um  eine  Axe  H, 
des  Trägheitsmittelpunktes.  Dieser  Geschwindigkeitszustand  reducirt 
sich  auf  eine  reine  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  r  mit  co  in  eine 
Ebene  fällt,  oder  mit  anderen  W^orten,  wenn  r,  also  auch  R  nor- 
mal ist  zu  G.  Denn  hierdurch  wird  nur  die  Axe  von  co  parallel 
zu  sich  in  die  Lage  H  vei'schoben,  während  zu  co  kein  weiterer 
Zusatz  hinzukommt. 

Legen  wir  also  durch  S  eine  Ebene  €  normal  zu  Ä,  so  ent- 
hält diese  Ebene  alle  die  Richtungen,  welche  I/«,  und  somit  auch 
Hy  haben  kann.  Nun  ist  aber  G  normal  zu  derjenigen  Tangenten- 
ebene des  Cauchy-Poinsot'schen  Centralellipsoids,  welche  man 
in  dem  Punkte  P  construiren  kann,  in  dem  die  Axe  //,  die 
Fläche  trifft. 

Construiren   wir   daher   den    Cylinder,    welcher   das   Central- 
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ellipsoid  längs  dem  Schnitte  dieser  Fläche  mit  der  Ebene  e  be- 
rührt, so  kann  also  G  normal  sein  zu  jeder  Tangentenebene  dieses 
Cylinders,  Die  Richtungen  von  G  erfüllen  daher  eine  zu  den  Er- 
zeugenden dieses  Cj'linders  normale  Ebene  «'. 

Alle  Systeme  von  Impulsivkräften,  für  welche  das  Axenmoment 
G  der  Reduction  für  den  Trägheitsmittelpunkt  bei  derselben  Re- 
sultanten R  in  diese  Ebene  t*  ßillt,  ertheilen  also  dem  Körper 
eine  reine  Rotationsgeschwindigkeit,  alle  anderen  aber  die  Verbin- 
dung einer  Rotationsgeschwindigkeit  mit  einer  Translationsgeschwin- 
digkeit. 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir,  wenn  wir  von  der  Re- 
duction für  die  Centralaxe  zu  der  für  den  Trägheitsmittelpunkt 
übergehen. 

Die  Ebenen  e  und  e'  fallen  zusammen,  wenn  G  in  eine  Haupt- 
ebene des  Centralellipsoids  fallt.  Dann  liegt  auch  Hg  in  dieser 
Uauptebene.  Ist  G  endlich  einer  Hauptaxe  parallel,  so  ist,  wie 
schon  gezeigt,  diese  Hauptaxe  selber  die  Axe  i/«. 

§12. 

Die  analytische  Darstellung  der  kinetischen  Gleichungen  eines 
starren  Systems,  welchem  eine  Reihe  gegebener  Impulse  ertheilt 
werden,  ist  für  den  Fall  des  freien  Systems  mit  Hülfe  des  d'Alem- 
bert 'sehen  Princips  eine  so  einfache  und  macht  nach  den  bisheri- 
gen Darl^ungen  so  wenig  Schwierigkeiten,  dass  sie  wohl  dem  Leser 
kann  überlassen  werden. 

Dagegen  sollen  einige  Worte  gesagt  werden  über  das  nicht 
freie  System.     Bezeichnen  wir  Differentiationen  nach  der  Zeit  t 

in  der  Lagrange 'sehen  Weise,  setzen  also  y'  =  — ^j  so  ist  das 

d'Alembert'sche  Princip  für  Impulsivkräfte 

2(mx'—X)dai'^(:my'—Y)Sy'{'(mz''--Z)dz  =  0, 

wo  Xy  Yy  Z  die  Componenten  der  auf  den  Punkt  m  wirkenden 
gegebenen  Impulsivkraft  und  a\  y\  z*  die  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit dieses  Punktes  sind.     Bezeichnen 

/  ==  <r,     9  =  c, ,  .  .  . 

die  das   starre  System  individualisirenden    Bedingungsgleichungen, 
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SO  wollen  wir  wieder,  wie  im  Kap.  I  annehmen,  dass  sie  die  Zeit  i 
nicht  explicite  enthalten.  Uebrigens  bleibt  die  Gleichung  des 
d'Älembert'schen  Princips  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Zeit  in 
den  Bedingungsgleichungen  explicite  vorhanden  ist.  Die  Bedeu- 
tung der  Grössen  Sa,  dy,  dz,  ...  ist  dann  nur  so  zu  modüiciren, 
dass  diese  Verrückungen  sich  auf  einen  bestimmten  Zeitpunkt, 
für  den  also  t  =  const.  ist,  beziehen.  Diese  Grössen  werden  also 
in  jedem  Falle  aus  den  Gleichungen 

ZU  bestimmen  sein. 

Ist  m  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  so  führen  wir  m 
unbestimmte  Multiplicatoren  A,  ju,  .  .  .  ein,  und  können  dann,  ana- 
log wie  in  Kap.  I,  die  Gleichung  des  d'Alembert'schen  Princips 
durch  die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  ersetzen.  Aus  diesen  oder 
direct  aus  dem  d'Alembert'schen  Princip  folgt  dann  die  Gleichung 

SmQe'dx+y'Sy-Jt-z'Sz)  =  SXix-^Ydy+Zdz 


H 

d.  i.  wegen  der  obigen  Gleichungen 

I)         2m{x'dx-{-y'»y+z'Sz)  =  2XSx-^  Yiy+Zdz. 

Wenn  die  Anzahl  der  das  System  bildenden  Punkte  n  ist,  so  be- 
trägt die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Coordinaten  3n.  Von  diesen 
sind  aber  nur  A  =  3n — m  unabhängig  veränderlich,  wegen  der  m 
Bedingungsgleichungen.  Führen  wir  also  an  Stelle  der  3/1  Grössen 
a,  y,  z  die  k  Grössen  9,,  9,,  .  .  .,  ^^  ein,  welche  so  gewählt  sind, 
dass  die  k  Gleichungen  f=c,  if=^c^^  ...  nach  Einsetzung  der 
Grössen  q  identisch  erfüllt  werden,  so  sind  diese  Grössen  q  dann 
als  die  zu  bestimmenden  unabhängig  Veränderlichen  des  Problems 
zu  betrachten. 
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Durch  Eioführung  der  q  an  Stelle  der  a,  y,  z  wird  zunächst 

und 

woraus,  wegen  der  Gleichung  I,  folgt 
Nun  ist 

wenn  wieder  j'i  =  —^  ist.     Aus  der  letzten  in  den  g«   linearen 

Gleichungen  folgt  aber  durch  Differentiation 

dx*  dx 

dq\  ~   dq, 

und  ebenso  erhalten  wir 

dy'  dt/         dsf   dz 

"dq',  ~  dq,  '      dq',  ~   dq. 

Machen  wir  von  diesen  Relationen  in  der  letzten  Gleichung  Ge- 
brauch, so  kommt 


Zm 


m 


(  ,dx'        ,du'         .dz'\        „ 


Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  aber  ist 


dq',t  2  ^^     '^     ■-  '-  dqr 
wenn  wir  wieder  mit  T  die  kinetische  Energie 

des  starren  Systems  bezeichnen.     Wir  haben  also  definitiv 
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Für  jeden  Werth  von  s,  d.  h.  für  jede  unabhängige  Coordinate  er- 
halten wir  eine  ähnliche  Gleichung,  welche  k  Gleichungen  dann  zur 
Bestimmung  der  Grössen  q  hinreichen. 

Wir  wollen  die  Gleichungen  II)  als  Lagrange's  kinetische 
Gleichungen  für  einen  von  Impulsivkräften  beeinflussten 
starren  Körper  bezeichnen,  weil  sie  durch  denselben  Gedanken- 
gang erlangt  wurden,  nachdem  Lagrange  seine  sogenannte  zweite 
Form  der  kinetischen  Gleichungen  eines  starren  Körpers,  auf  den 
Kräfte  erster  Ordnung  wirken,  entwickelt  hat.  Wir  werden  diese 
Gleichungen  in  einem  der  nächsten  Kapitel  betrachten. 


Kapitel  IX. 
Ton  den  Hauptträgheitsschrauben  eines  starren  Korpers. 

§1. 

Wenn  ein  starrer  Körper  einen  festen  Punkt  0  besitzt,  so  hat 
der  Körper  nur  noch  Freiheit,  sich  um  diesen  Punkt  zu  drehen. 
Der  Körper  hat  Freiheit  dritten  Grades.  Die  Drehung  des  Kör- 
pers erfolgt  in  jedem  Augenblicke  seiner  Bewegung  um  eine  Axe 
des  Punktes  0,  Betrachten  wir  nun  einen  freien  starren  Körper, 
der  sich  zu  einem  bestimmten  Augenblicke  in  Ruhe  befindet,  und 
der  einen  festen  Punkt  0  besitzt.  Diesem  Körper  wird  ein  System 
von  Impulsen  ertheilt.  Dieses  Kräftesystem  reduciren  wir  für  den 
Punkt  0.  Durch  den  Widerstand  des  festen  Punktes  wird  die 
Resultante  R  vernichtet  und  es  bleibt  nur  das  Paar  G  bestehen 
(Kap.  VIII  §  2).  Aus  den  weiteren  Entwicklungen  des  vorigen 
Paragraphen  erhellt,  dass,  wenn  das  Axenmoment  einer  Hauptaxe 
dej  Punktes  0  parallel  ist,  wenn  also  das  impulsive  Paar  in  der 
zugehörigen  Hauptebene  liegt,  der  Körper  um  eben  diese  Haupt- 
axe rotirt. 

Wir  können  aber  eine  Rotation  um  eine  Axe  betrachten  als 
eine  Windimg  um  eine  Schraube  von  unendlich  kleinem  Parameter. 
Und    ebenso    ist  ein  Kräftepaar  der  Grenzfall  einer  Dyname    auf 
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einer  Schraube,  wenn  gleichzeitig  die  Intensität  der  Dyname  über 
alle  Grenzen  wächst  und  der  Parameter  der  Schrauben  unter  alle 
Grenzen  hinabsinkt. 

Beachten  wir  dies,  so  haben  wir  also  in  einem  spe- 
ciellen  Falle  eines  Körpers  mit  Freiheit  dritter  Stufe  die 
wichtige  Thatsache  constatirt,  dass  es  für  diesen  immer 
drei  Schrauben  giebt,  derart,  dass  eine  impulsive  Dyname 
auf  irgend  einer  dieser  Schrauben  dem  Körper  eine  Win- 
dung um  eben  diese  Schraube  ertheilt.  Und  zwar  erhellt 
zugleich,  dass  es  nicht  mehr  als  diese  drei  Schrauben  mit 
der  genannten  Eigenschaft  giebt.  Denn  es  giebt  nur  drei 
Hauptaxen  des  Punktes  0  und  nur  diese  besitzen  jene 
Eigenschaft. 

Diese  Bemerkung  ".eigt  nur  einen  ganz  speciellen  Fall  eines 
ganz  allgemeinen,  von  Herrn  Ball  gefundenen  Satzes,  den  wir  so 
formuliren: 

„Wenn  ein  ruhender  starrer  Körper  Freiheit  n**"  Gra- 
des besitzt,  so  können  immer  n  und  nur  n  Schrauben  ge- 
funden werden,  derart,  dass,  wenn  auf  einer  dieser 
Schrauben  eine  impulsive  Dyname  auf  den  Körper  wirkt, 
diese  dem  Körper  eine  Windung  um  die  nämliche 
Schraube  ertheilt." 

Diese  n  Schrauben  sind  von  grosser  Wichtigkeit  für  die  Me- 
chanik starrer  Systeme.  Sie  werden  als  die  „Hauptträgheits- 
schrauben des  starren  Körpers",  um  den  es  sich  handelt,  be- 
zeichnet. 

Wir  werden  in  diesem  Kapitel  die  Hauptträgheitsschrauben  im 
Allgemeinen  betrachten  und  später  die  speciellen  Theorien  für  die 
einzelnen  Freiheitsgrade  entwickeln. 

§2. 

Wir  wollen  zunächst  ein  System  von  sechs  coreciproken 
Schrauben  einfuhren,  welches  besonders  geeignet  ist,  in  den  ferneren 
Untersuchungen  als  Coordinatensystem  zu  dienen. 

Es  sei  S  der  Trägheitsmittelpunkt  des  betrachteten  starren 
Körpers;  SA,  SBy  SC  mögen  die  Hauptaxen  und  a,  i,  c  die  zu- 
gehörigen Hauptträgheitsradien  sein. 
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Axxi  SA  nehmen  wir  zwei  Schrauben  co,,  o),  an  mit  den  resp. 
Parametern  j?,  =ay  p^  =  — a;  auf  SB  ebenso  zwei  Schrauben  coj, 
ü)^  mit  den  Parametern  p,  =  6,  p^.=  — f>;  und  endlich  auf  ^SC 
zwei  Schrauben  0)5,  tOg  mit  den  Parametern  p^  =  c,  p^  =  — c 
Irgend  zwei  dieser  Schrauben  schneiden  einander  entweder  unter 
rechtem  Winkel  oder  liegen  auf  einer  und  derselben  Geraden  und 
die  Summe  ihrer  Parameter  verschwindet.  Diese  sechs  Schrauben 
bilden  daher  ein  coreciprokes  System  und  sind  also  geeignet,  als 
Coordinatensystem  gebraucht  zu  werden.  Zu  diesem  Zwecke  w^er- 
den  w^ir  uns  derselben  denn  auch  im  Folgenden  bedienen. 

Es  ist  übrigens  leicht  ersichtlich,  dass  diese  sechs  Schrauben 
die  Hauptträgheitsschrauben  des  Körpers  sind,  wenn  derselbe  voll- 
kommen frei  ist,  d.  h.  Freiheit  6^"  Grades  hat. 

Sei  wieder  M  die  Masse  des  Körpers.  Man  ertheile  dem 
Körper  eine  Impulsivdyname  auf  der  Schraube  (o^.  Die  Intensität 
dieser  Dyname  ist  mit  o)\'  zu  bezeichnen;  das  Moment  des  in  der 
Dyname  enthaltenen  Paares  ist  dann  aco'/.  Aus  dem  vorigen  Ka- 
pitel wissen*  wir  nun,  dass  die  Kraft  co'/  dem  Körper  eine  Trans- 
lationsgeschwindigkeit -jry  längs  SA  ertheilt,  und  dass  ferner  das 

Paar  dem  Körper  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  SA  mittheilt, 
welche  erhalten  wird,  wenn  man  das  Moment  des  Paares  durch 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  SA  dividirt.  Nach  der  in  Ka- 
pitel II  getroffenen  Vereinbarung  wird  die  Winkelgeschwindigkeit 
mit  (i)\  bezeichnet.  Wir  haben  also,  wenn  im  Uebrigen  die  Be- 
zeichnungen des  vorigen  Kapitels  beibehalten  werden, 

. , G  a  co'l 

""^  ~  'A~  ~  ~Mä^ ' 
daher 

0) 


'         Ma 

Die  Wirkung  einer  impulsiven  Dyname  auf  co,  setzt  sich  daher  zu- 
sammen aus  einer  Rotationsgeschwindigkeit  um  die  Axe  SA  in 
Verbindung  mit  einer  Translationsgeschwindigkeit  parallel  zu  dieser 
Axe.  Diese  beiden  Bewegungen  treten  zusammen  zu  einer  Win- 
dungsbewegung um  eine  Schraube  auf  SA^  deren  Parameter  durch 
Division  der  Translationsgeschwindigkeit  durch  die  Winkelgeschwin- 
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digkeit  zu  bestimmen  ist.  Derselbe  ergiebt  sich  also  gleich  a.  Dies 
ist  aber  der  Parameter  von  co,. 

Es  ist  somit  bewiesen,  dass  eine  impulsive  Dyname  auf  der 
Schraube  co^  dem  Körper  eine  Windung  um  diese  nämliche 
Schraube  ertheilt.  Die  Schraube  (o,  ist  somit  in  der  That  eine 
Hauptträgheitsschraube  des  starren  Körpers.  In  derselben  Weise 
führt  man  den  Nachweis,  dass  auch  den  anderen  fünf  Schrauben  co 
diese  Eigenschaft  zukommt. 

§3- 

Die  Schraube  der  impulsiven  Dyname  fallt  also  nur  dann  mit 
der  Schraube  der  hervorgerufenen  Windung  zusammen,  wenn  jene 
auf  einer  Hauptträgheitsschraube  wirkt- 

Wir  wollen  die  Schraube,  ^m  welche  der  Körper  in  dem  Mo- 
mente der  Einwirkung  einer  impulsiven  Dyname  eine  Windungs- 
bewegung beginnt,  als  Momentanschraube  oder  instantane 
Schraube  bezeichnen.  Abkürzungsweise  kann  die  Schraube  einer 
impulsiven  Dyname  auch  einfach  als  impulsive  Schraube  be- 
zeichnet werden. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  impul- 
siven Schraube,  wenn  die  instantane  gegeben  ist  oder  umgekehii;. 

Sei  also  eine  impulsive  Dyname  auf  einer  Schraube  i;  gegeben, 
unter  deren  Einwirkung  der  Körper  eine  Windungsbewegung  um 
eine  instantane  Schraube  a  beginne. 

Die  Dyname,  deren  Intensität  ij"  ist,  zerlegen  wir  nach  den 
Coordinatenschrauben  co  in  die  sechs  Componenten,  deren  Intensi- 
täten V'^n  •••9  ^"%  sind,  wo  iji,  ijj,  ...,  ijg  die  Coordinaten  der 
impulsiven  Schraube  sind.  Nach  §  2  erzeugt  die  Componente  ij"ij^ 
eine  Windungsgeschwindigkeit  um  die  Schraube  cot  vom  Betrage 

Wenn  nun  a  die  Windungsgeschwindigkeit  der  uin  die  Schraube 
a  hervorgerufenen  Windung  ist,  so  sind  deren  Componenten  ci'a,, 
...,  ä'Cß,  wo  a,,  ..*,  Cß  die  Coordinaten  von  a  sind.  Wir  haben 
daher  die  Gleichung 

««*  = 
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Aus  diesen  sechs  Gleichungen  (für  /:  =  1, ...,  6)  können  also  die 
Coordinaten  der  instantanen  Schraube  berechnet  werden,  wenn  die 
impulsive  Schraube  gegeben  ist  und  umgekehrt.  Insbesondere  haben 
wir  den  Satz: 

,,Wenn  die  Coordinaten  der  instantanen  Schraube 
proportional  sind  sechs  Grössen  a, ,  ...,  a^,  so  sind  die 
Coordinaten  der  zugehörigen  impulsiven  Schraube  pro- 
portional den  Grössen  Pi«,/. ..,  Pg^e-" 

Dabei  ist  der  Kürze  halber  als  die  zu  einer  instantanen 
Schraube  a  gehörige  impulsive  Schraube  diejenige  bezeichnet  wor- 
den, auf  der  die  Impulsivdyname  liegt,  welche  dem  Körper  eine 
Windung  um  a  ertheilt  hat. 

§4. 

Seien  a  und  ß  zwei  instantane  Schrauben,  rj  und  ^  die  zuge- 
hörigen impulsiven  Schrauben.  Nach  Kap.  V  §  10  sind  zwei 
Schrauben  ^,  fi  reciprok,  wenn  ihre  Coordinaten  die  Gleichung 
erfüllen 

Die  Coordinaten  von  ^  sind  nach  vorigem  Paragraphen  proportional 
den  Grössen  p,  j^i  9  •  •  •  ?  Ps  A  •  ^  ergiebt  sich  also  für  die  Reci- 
procität  der  Schrauben  a  und  5  die  Gleichung 

Ganz  dieselbe  Gleichung  erhalten  wir  aber  auch,  wenn  wir  die 
Bedingung  für  die  Reciprocität  von  ß  und  tj  aufstellen,  da  die 
Grössen  ij^  proportional  sind  den  Grössen  Pj^^j^*     Wir  haben  daher 

den  Satz: 

„Sind  a,  ß  zwei  instantane  Schrauben,  ij,  ?  die  zu- 
gehörigen impulsiven  Schrauben  und  ist  ?  reciprok  zu  a, 
so  ist  auch  ß  reciprok  zu  ij." 

Zwei  solche  Schrauben  a,  ß  werden  als  conjugirte 
Trägheitsschrauben  bezeichnet. 

Die  bei  der  Ableitung  dieses  Satzes  stillschweigend  gemachte 
Voraussetzung,  dass  der  starre  Körper  vollkommen  frei  sei,  ist  nicht 
nothwendig. 

Sei  in  der  That  das  System  ein  unfreies,  so  wird  in  demselben 
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Momente,  in  dem  eine  impulsive  Dyname  auf  der  Schraube  S  in 
Wirkung  tritt,  in  Folge  der  geometrischen  oder  sonstigen  Bedin- 
gungen, unter  denen  der  Körper  steht,  eine  impulsive  Reaction 
entstehen,  die  wir  ebenfalls  als  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  ^ 
darstellen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Schraube  fi  ihrer 
Natur  nach  reciprok  ist  zu  der  Schi*aube  a  (Kap.  VI  §  6). 

Nach  Einführung  der  Dyname  auf  fi  kann  die  Bewegung  des 
Körpers  als  die  eines  freien  Körpers  betrachtet  werden,  auf  den 
eine  Dyname  einwirkt,  deren  Componenten  auf  den  Coordinaten- 
schrauben  durch  den  Typus  5"|«-l-iw"ju«  gegeben  sind.  Wird  nun 
durch  h  ein  constanter  Factor  bezeichnet,  so  ist  nach  vorigem 
Paragraphen 

Die  erste  dieser  Gleichung  multipliciren  wir  mit  p^a^^  die  zweite 
mit  T^jöj?  ^-  s-  w-  d^®  sechste  mit  p^a^  und  addiren  dann  sämmt- 
liche  Gleichungen,  so  kommt 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet  aber,  da  jede  der 
beiden  Schrauben  J,  fi  reciprok  ist  zu  a;  ?  nach  Voraussetzung 
und  IX  nach  Kap.  VI  §  6.    Es  wird  also  erhalten 

•  l>!«i^i+i>J«2ftH HpJaeA  =0, 

aus  welcher  Gleichung,  wie  oben,  die  Reciprocität  von  ß  und  ij  folgt. 
Die  Existenz  und  Grundeigenschaft   der   conjugirten 
Trägheitsschrauben  ist  also   unabhängig   von   dem  Frei- 
heitsgrade, den  ein  starres  System  besitzt. 

§5. 

Wenn  ein  starres  System  vollkommen  frei  ist,  so  kann  die 
zu  einer  gegebenen  instantanen  Schraube  a  gehörige  impulsive 
Schraube  ß  jederzeit  eindeutig  bestimmt  werden,  wie  aus  §  3  dieses 
Kapitels  erhellt. 

Ist  aber  das  System  ein  unfreies,  so  kann  jede  einem  be- 
stimmten Schraubensysteme  angehörende  Schraube  rj  als  die  zu  a 
gehörige  impulsive  Schraube  angesehen  werden,  oder  mit  anderen 

12* 
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Worten:  der  Ort  der  zu  a  gehörigen  impulsiven  Schraube  ist  ein 
gewisses  Schraubensystem. 

Von  dem  Schraubensystem  (6 — n)**'  Stufe,  welches  reciprok 
ist  zu  dem  die  Freiheit  n*^  Grades  eines  starren  Körpers  definiren- 
den  wählen  wir  6 — n  Schrauben  J5j,  jB^,  ...,  Be-«  aus.  Sei  nun 
S  eine  instantane  Schraube  und  man  möge  auf  irgend  eine  Weise 
eine  Schraube  X  so  gefunden  haben,  dass  eine  Impulsivdyname  auf 
X  den  Körper  in  eine  Windungsbewegung  um  S  versetzt.  Dann 
wird  eine  Dyname  auf  irgend  einer  Schraube  Y  des  aus  X,  £,, 
JB,,  ...,  jBe-«  zu  construirenden  Systems  (7 — n)*«'"  Stufe  denselben 
Effect  haben.  Denn  es  kann  die  Dyname  auf  Y  zerlegt  werden  in 
7 — n  Dynamen  auf  X,  ß,,  J?,,  ...,  -Bs-«.  Alle  diese  Componenten 
mit  Ausnahme  der  ersten,  auf  X,  werden  aber  sofort  zerstört  in 
Folge  der  Reactionen,  welche  von  den  die  Bewegung  des  Körpers 
modificirenden  Bedingungen  veranlasst  werden.  Daher  ist  die  Dy- 
name auf  Y  thatsächlich  äquivalent  der  Dyname  auf  X,  d.  h.  die 
Schraube  Y  ist  ebenso  eine  zu  S  gehörige  impulsive  Schraube,  wie 
die  Schraube  X.    Unsere  Behauptung  ist  somit  erwiesen. 

Wenn  z.  B.  der  Körper  Freiheit  fünften  Grades  besitzt,  so  wird 
eine  impulsive  Dyname  auf  irgend  einer  Schraube  eines  gewissen 
Cylindroids  dem  Körper  eine  Windung  um  eine  gegebene  Schraube 
ertheilen. 

Hat  der  Körper  Freiheit  dritten  Grades,  so  ist  der  Ort  der  zu 
einer  gegebenen  instantanen  Schraube  zugehörigen  impulsiven 
Schraube  das  System  aller  der  Schrauben  im  Räume,  welche  zu 
einem  bestimmten  Gylindroid  reciprok  ist,  also  nach  Kap.  IV  §  4 
ein  Liniencomplex  des  zweiten  Grades. 

§6- 

Aus  dem  Schraubensystem  n}^  Stufe  P,  welches  die  Freiheit 
^ten  Grades  eines  starren  Körpers  definirt,  können  stets  n  Schrau- 
ben so  ausgewählt  werden,  dass  je  zwei  derselben  conjugirte  Träg- 
heitsschrauben sind. 

In  der  That  seien  wieder  ß,,  B^,  .  .  .,  B^.^  wie  vorhin  6 — n 
Schrauben  des  zu  P  reciproken  Systems  Q.  A^  möge  eine  belie- 
bige Schraube  des  Systems  P  sein.  Bei  der  Bestimmung '  dieser 
Schraube  verfugen  wir  über  n — 1  willkürliche  Grössen.    Sei  ferner 
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J,  irgend  eine  zu  -4,  gehörige  impulsive  Schraube,  wenn  A^  als 
instantane  Schraube  angesehen  wird.  Bestimmen  wir  eine  Schraube 
^,,  die  zu  •/,,  jB,,  ßj, .  .  .,  Bs-n  reciprok  ist,  so  sind  A^  und  -4, 
conjugirte  Trägheitsschrauben,  und  zur  Bestimmung  von  A^  verfügt 
man  über  n — 2  willkürliche  Grössen  (Kap.  VI  §  7).  Sei  nun  wie- 
der </,  eine  zu  A^  gehörige  impulsive  Schraube,  A^  als  instantane 
betrachtet.  Eine  Schraube  -4,,  die  reciprok  ist  zu  J,,  J,,  ß,,  JS,, 
.  .  .,  -ße-nj  wird  sowohl  mit  A^,  als  auch  mit  -4,  ein  Paar  con- 
jugirter  Schrauben  bilden.  In  dieser  Weise  fahren  wir  fort,  bis 
wir  zu  einer  Schraube  An  gelangen,  bei  deren  Bestimmung  wir 
nur  noch  über  eine  willkürliche  Grösse  verfügen  können*).  Diese 
n  Schrauben  ^,,  ^,,  .  .  .,  An  besitzen  also  dann  die  Eigenschaft, 
das8  je  zwei  von  ihnen  conjugirte  Trägheitsschrauben  sind.  Die 
Anzahl  der  bei  Auswahl  einer  solchen  Gruppe  von  Schrauben  ver- 
fügbaren Grössen  beträgt,  wie  aus  der  obigen  Entwicklung  her- 
vorgeht 

(n-l)+(n-2)+...4.2-hl  =  i^iÖLzl)  ^ 

also  gerade  die  Hälfte  der  Anzahl  der  zur  Bestimmung  von  n  be- 
liebigen Schrauben  eines  Systems  der  n^^  Stufe  erforderlichen 
Grössen. 

§7. 
Zur  voUständigen^^Bestimmung  der  n  Schrauben  -4,,  .  .  .,  An 
können  wir  also  immer  noch  über  in(n — 1)  willkürliche  Grössen 
verfügen.  Wir  können  diese  Grössen  dazu  verwenden  die  Schrau- 
ben Ay  die  paarweise  conjugirte  Trägheitsschrauben  sind,  auch 
noch  paarweise  reciprok  zu  wählen,  d.  h.  als  Schrauben  A  ein 
System  von  n  coreciproken  Schrauben  aus  dem  Schraubensystem 
n**«"  Stufe  herauszunehmen.  In  der  That,  -4,  ist  reciprok  zu  Bj, 
B^j  .  .  .,  jBe-n,  zu  seiner  Bestimmung  sind  also  n — 1  Grössen 
verbraucht.  Man  wähle  A^  reciprok  zu  A^^  Äj,  B,,  .  .  .,  ße-n, 
wozu   n — 2  Grössen   nothwendig   sind,  u.  s.  f.     Es   werden   also 


*)  Es  ist  ersichtlich,  dass  diese  letzte  Schraube  jedesmal  dann  erreicht 
ist,  wenn  die  Anzahl  der  Schrauben  J  und  B  zusammen  gleich  5  geworden 
ist    Kap.  IV  §  7. 
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wieder  genau 

Grössen  verbraucht,  wodurch  die  Anzahl  n(n — 1)  der  zur  Bestim- 
mung von  n  Schrauben  eines  Systems  der  n*«"  Stufe  erforderlichen 
Grössen  erschöpft  ist. 

Es  ist  also  jederzeit  möglich  durch  passende  Be- 
stimmung von  n(n — 1)  Grössen  n  Schrauben  eines 
Schraubensystems  der  n**°  Stufe  so  zu  bestimmen,  dass 
diese  gleichzeitig  paarweise  reciprok  und  conjugirte 
Trägheitsschrauben  sind. 

Diese  so  bestimmten  n  Schrauben  sind  die  n  Hauptträgheits- 
schrauben des  starren  Körpers,  der  Freiheit  n^^  Grades  besitzt. 
Um  dies  zu  zeigen,  mögen  ako  -4,,  -4,, .  .  .,  -4»  wieder  n  Schrau- 
ben des  Systems  w**'  Stufe  P  sein,  welche  paarweise  reciprok  und 
conjugirt  sind,  -ß,,  S,,  . . .,  Bs^n  seien  6 — n  Schrauben  des  reci- 
proken  Systems  (6 — w)*"  Stufe  Q.  Endlich  seien  22,,  Äj, . . .,  Rn 
resp.  zu  -4j,  A^,  .  .  .,  An  gehörige  n  impulsive  Schrauben. 

Eine  impulsive  Dyname  auf  irgend  einer  zu  dem  durch 
Äj,  B^,  -B,,  . .  .,  Bs^n  bestimmten  Systeme  (7 — n)^'  Stufe  ge- 
hörenden Schraube  wird  dem  Körper  eine  Windung  um  A^  er- 
theilen  (§  5).  Aber  die  Schrauben  dieses  Systems  sind  reciprok  zu 
^,,  -4,,  .  .  .,  An^  denn  die  Paare  A^A^^  -^1-^3»  •  •  •>  ^i^n  sind 
conjugirte  Trägheitsschrauben  und  da  -ß,  die  zu  A^  gehörige  im- 
pulsive Schraube  ist,  so  müssen  nach  der  Definition  conjugirter 
Schi*auben  die  Paare  -R, -^3,  RiA^^  .  .  .,  R^An  Paare  reciproker 
Schrauben  sein.  Daher  wird  also  eine  impulsive  Dyname  auf  irgend 
einer  zu  ^3,  -4,,  .  .  .,  -4»  reciproken  Schraube  dem  Körper  eine 
Windung  um  A^  ertheilen.  Aber  -4,  ist  selber  reciprok  zu  A^, 
A^j  .  .  .,  An  und  somit  wird  also  auch  eine  impulsive  Dyname 
auf  A^  dem  Körper  eine  Windung  um  diese  nämliche  Schraube  A^ 
ertheilen.  Es  ist  also  in  der  That  A^  eine  Hauptträgheitsschraube. 
Und  ebenso  führt  man  den  Nachweis,  dass  auch  -4^,  ^,,  ...,  A^ 
diese  Eigenschaft  zukommt. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dass  es  ausser  diesen  in  bestimmter 
Weise  ausgewählten  Schrauben  A  keine  weiteren  Schrauben  giebt, 
die  ebenfalls  Hauptträgheitsschrauben  sind.    Eine  einfache  Methode, 
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diesen  Zweck  zu  erreichen,  bietet  sich  in  dem  apagogischen  Ver- 
fahren. Wir  nehmen  denmach  an,  es  existire  noch  eine  (w+l)** 
Schraube  S  mit  der  Eigenschaft^der  Hauptträgheitsschrauben.  Da 
der  Körper  Freiheit  w*®°  Grades  hat,  so  muss  eine  Dyname  auf  S 
sich  zerlegen  lassen  in  n  Dynamen  auf  A^,  A^,  .  ,  ,^  A^  denn 
wenn  der  Körper  eine  Windung  um  S  soll  ausführen  können,  so 
muss  S  zu  dem  durch  J,,  -4,,  .  .  .,  An  gegebenen  Schrauben- 
system n**'  Stufe  gehören.  Die  Intensitäten  der  Componenten  der 
gegebenen  Dyname  sind  S'/,  S',',  . .  .,  S«.  Nun  mögen  n  impul- 
sive Dynamen  auf  den  Schrauben  A  wirken.  Die  Dyname  auf 
irgend  einer  derselben,  etwa  -4ä,  ertheilt  dem  Körper  eine  Win- 
dung um  diese  Schraube  A^  selber.  Aber  diese  Windungen  müssen 
sich  wieder  zusammensetzen  lassen  zu  einer  einzigen  Windung  um 
die  Schraube  S,  Daraus  folgt  dann  aber,  dass  die  Windungsge- 
schwindigkeiten Sj,  Sj,  ...,  S'n  um  die  Schrauben  -4;,  .4,,  . . .,  A^ 
proportional  sein  müssten  den  entsprechenden  Intensitäten  S",  S", 
...,  S«.  Aber  wenn  dies  der  Fall  wäre,  so  würde  jede  beliebige 
Schraube  des  Systems  P  eine  Hauptträgheitsschraube  sein.  Denn  es 
sei  X  irgend  eine  impulsive  Schraube  imd  Y  die  entsprechende 
instantane  Schraube.  Die  Componenten  der  Dyname  auf  X  haben 
die  resp.  Intensitäten  Z'/,  Z,',  ...,  XU,  wenn  die  Dyname  wieder 
nach  -4,,  A^,  .,.,  An  zerlegt  wird.  Diese  einzelnen  Dynamen 
rufen  Windungsgeschwindigkeiten  hervor  von  den  resp.  Werthen 

ot  ot 

Off    -^1 9  •  •  '1      Off   •**■«? 

und  diese  Grössen  müssen  gleich  sein  den  entsprechenden  Compo- 
nenten der  Windungsgeschwindigkeit  der  Windung  um  Y.  Aber 
die  Verhältnisse 

57  '  •  •  •'  SU 

sind  sämmtlich  einander  gleich.  Daher  müssten  wiederum  die 
Windungsgeschwindigkeiten  der  Componenten  auf  -4,,  -4„  . . .,  ^« 
der  Windung  um  Y  proportional  sein  den  Intensitäten  der  Com- 
ponenten der  Dyname  auf  X  genonmien  in  Bezug  auf  dieselben 
Schrauben  -4j,  J,,  .  . .,  An.  Beachtet  man,  dass  Windungen  und 
Dynamen  sich  nach  denselben  Gesetzen  zusammensetzen,  so  folgt 
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aus  dieser  Ueberlegung,  dass  X  und  Y  identisch  sein  müssten.  Da 
aber  jeder  einfache  Versuch  zeigt,  dass  nicht  jede  beliebige  Schraube 
des  den  Freiheitsgrad  n  eines  starren  Körpers  definirenden  Systems 
eine  Hauptträgheitsschraube  ist,  da  dies  aber  der  Fall  sein  müsste, 
wenn  es  w+1  solcher  Schrauben  gäbe,  so  haben  wir  den  Satz: 

„Besitzt  ein  starrer  Körper  Freiheit  n*«*»  Grades,  so 
können  aus  dem  zugehörigen  Schraubensystem  der  w'®" 
Stufe  stets  n  und  nicht  mehr  als  n  Schrauben  ausgewählt 
werden,  derart,  dass  eine  impulsive  Dyname  auf  irgend 
einer  dieser  Schrauben  [dem  Körper  eine  Windung  um 
diese  Schraube  selber  ertheilt.  Diese  n  Hauptträgheits- 
schrauben  des  starren  Körpers  besitzen  die  Eigenschaft, 
dass  jedes  beliebige  Paar  derselben  gleichzeitig  reciprok 
und  conjugirt  ist." 

§8. 

Da  wir  sowohl  die  Bewegung  eines  starren  Körpers,  sowie  die 
auf  ihn  wirkenden  Dynamen  nach  einem  System  von  Coordinaten- 
schrauben  zerlegen,  so  entsteht  hinsichtlich  der  kinetischen  Energie 
des  Körpers  die  Frage,  wie  sie  sich  zusammensetzt  oder  bildet  aus 
den  Beträgen  an  kinetischer  Energie,  welche  in  jeder  componiren- 
den  WinduDg  unter  dem  Einfluss  einer  componirenden  Dyname 
entwickelt  wird.  Es  genügt,  die  Frage  in  ihrer  einfachsten  Form 
zu  stellen  und  zu  erledigen. 

Es  möge  also  in  einem  bestimmte  Zeitpunkte  t  auf  einen  bis 
dahin  in  Ruhe  befindlichen  starren  Körper,  beliebigen  Freiheits- 
grades, eine  impulsive  Dyname  auf  einer  Schraube  X  einwirken. 
Die  Lage  des  Körpers  zur  Zeit  t  sei  kurz  mit  A  bezeichnet.  Unter 
dem  Einflüsse  der  Dyname  wird  der  Körper  eine  Windung  um 
eine  Schraube  a  beginnen  mit  einer  kinetischen  Energie  T«.  Weiter 
soll  angenommen  werden,  dass  eine  zweite  Dyname  auf  einer 
Schraube  ß  auf  diesen  Körper  wirkt,  so  beschaffen,  dass,  wenn  der 
Körper  zur  Zeit  t  noch  in  Ruhe  befindlich  gewesen  wäre,  er  unter 
ihrem  Einflüsse  mit  der  kinetischen  Energie  Tß  eine  Windung  um 
eine  Schraube  ß  begonnen  hätte.  Die  wirklich  vorhandene  Energie 
des  Körpers  sei  T«,^.  Und  es  wird  nun  gefragt  nach  dem  Zu- 
sammenhang der  drei  Grössen  T«,  Tß,  T«^. 
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Es  handelt  sich  zunächst  darum,  zu  untersuchen,  in  welcher 
Weise  der  durch  den  zweiten  Impuls  hervorgerufene  Betrag  an 
kinetischer  Energie  modificirt  wird  durch  den  Umstand,  dass  der 
Körper  im  Momente  der  Einwirkung  dieses  Impulses  in  der  Lage 
A  sich  nicht  in  Ruhe  befunden,  sondern  in  Folge  des  ersten  Im- 
pulses in  derselben  bereits  in  Bewegung  war.  Dieser  Betrag  wird 
im  Allgemeinen  nicht  gleich  Tß  bleiben  können;  es  kann  ein  Theil 
dieser  kinetischen  Energie  verbraucht  werden,  durch  die  Arbeit  der 
Dyname  auf  fx  während  der  differentiellen  Zeit  ihrer  Einwirkung, 
so  dass  nicht  nur  der  Körper  einen  Theil  der  innegehabten  kineti- 
schen Energie  verausgabt,  sondern  dass  auch  die  Wirkungsfahigkeit 
der  Dyname  auf  ju  vermindert  wird.  Andererseits  kann  aber  die 
Bewegung  des  Körpei*s  durch  die  Lage  A  auch  so  beschaifen  sein, 
dass  die  Dyname  auf  jU,  wenn  sie  eine  gegebene,  wenn  auch  un- 
endlich kleine,  Zeit  hindurch  wirkt,  dem  Körper  einen  höheren 
Betrag  kinetischer  Energie  einprägen  kann,  als  wenn  sie  auf  den 
in  A  ruhenden  Körper  wirkte. 

Zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten  liegt  der  mittlere  Fall, 
in  dem  die  Dyname  auf  ^  dem  Körper  gleich  viel  kinetische  Energie 
mittheilt,  ob  er  nun  in  A  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  sich  be- 
findet. Die  näheren  Umstände  dieses  Falles  können  aber  leicht 
angegeben  werden. 

Es  ist  offenbar,  dass  er  eintritt,  wenn  die  Bahn  jedes  Punktes 
des  Körpers  senkrecht  steht  auf  der  Richtung  der  Kraft,  welche  in 
diesem  Punkte  als  angreifend  gedacht  werden  kann  in  Folge  des 
Wirkens  der  Dyname  auf  ju,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  die 
Schraube  a  reciprok  ist  zur  Schraube  jU.  Wenn  dies  aber  der  Fall 
ist,  so  müssen  a  und  ß  conjugirte  Trägheitsschrauben  sein.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

m 

„Wenn  die  kinetische  Energie  eines  Körpers,  der  eine 
Windung  um  eine  Schraube  a  mit  einer  bestimmten  Win- 
dungsgeschwindigkeit ausführt,  den  Werth  Ta  hat  und 
wenn  die  kinetische  Energie  desselben  Körpers  bei  einer 
mit  einer  anderen  bestimmten  Windungsgeschwindigkeit 
um  eine  Schraube  ß  ausgeführten  Windung  gleich  Tß  ist, 
so  ist,  wenn  der  Körper  eine  aus  den  beiden  vorgenann- 
ten Windungen   zusammengesetzte  Bewegung  ];iat,   seine 
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kinetische  Taß  dann  einfach  gleich  der  Summe  Ta-V-Tß^ 
wenn  die  beiden  Schrauben  a,  ß  conjugirte  Trägheits- 
schrauben sind." 

Es  ist  nun  klar,  dass  und  wie  dieser  Satz  auf  eine  beliebige 
Anzahl  von  Bewegungen  um  conjugirte  Schrauben  ausgedehnt  wer- 
den kann.  Mit  seiner  Hülfe  wird  sich  «auch  in  unserer  Theorie  die 
kinetische  Energie  eines  starren  Körpers  wesentlich  als  eine  Summe 
von  Quadraten  darstellen. 

§9. 

Dieses  Resultat  können  wir  nun  sofort  erhalten.  Es  möge 
ein  starrer  Körper  von  der  Masse  M  eine  Windung  um  eine 
Schraube  a  mit  der  Windungsgeschwindigkeit  a!  ausführen.  Wir 
wollen  seine  kinetische  Energie  in  Function  der  Coordinaten  der 
Schraube  a  darstellen. 

Wir  zerlegen  also  die  Bewegung  des  Körpers  in  sechs  Win- 
dungen um  die  Coordinatenschrauben  Wj,  (ß^^  .  .  .,  cug.  Die  Win- 
dungsgeschwindigkeit der  Componente  um  co^  ist  a!aj^.  Der  trans- 
latorische Theil  der  Windung  um  Wj^  besitzt  die  Geschwindigkeit 

ä'pj^a^  und  liefeii;  einen  Beitrag  iMä'  plal  zur  kinetischen  Energie 

des  Körpers.  Der  rotatorische  Theil  der  Windung  besitzt  die  Ge- 
schwindigkeit ä'a^  um   die    Axe  w^   und   liefert   zur   kinetischen 

Energie  den  Beitrag 

wo  2mj'^  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Axe 
tüj  bedeutet.    Es  ist  aber,  wie  aus  §  2  hervorgeht, 

also 

Somit  liefert  die  ganze  Windung  um  co^  den  Beitrag  i/d'  pl  a|  zur 

kinetischen  Energie  des  Körpers. 

Die  Coordinatenschrauben  entsprechen  aber  der  Bedingung  des 
vorigen  Paragraphen.  Daher  erhalten  wir  für  die  kinetische  Energie 
des  Körpers,   die   er   in  Folge  der  Windung  um  a   besitzt,  den 
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Ausdruck 

Die  Grösse  innerhalb  dieser  Klammer  kann  als  das  Quadrat  einer 
Liniengrösse,  einer  Strecke,  betrachtet  werden,  die  von  der  Massen- 
vertheilung  in  dem  starren  Körper  in  Bezug  auf  die  Schraube  a 
abhängig  ist.  Wir  wollen  diese  Strecke  besonders  bezeichnen  und 
in  die  Formeln  einführen,  indem  wir  setzen 

:spiai  =  ui, 

sodass  also  wird 

§10. 

Ein  starrer  Körper  möge  zur]  Zeit  t  gezwungen  sein,  um  eine 
ganz  bestimmte  Schraube  a  eine  Windungsbewegung  auszuführen. 
Zu  dieser  Zeit  möge  ferner  eine  impulsive  Dyname  auf  eine 
Schraube  iq  auf  den  Körper  wirken.  Wir  wollen  die  unter  diesen 
Umstanden  stattfindende  Windungsgeschwindigkeit  a!  des  Körpers 
bestimmen. 

Die  in  Folge  der  Bedingungen,  unter  denen  der  Körper  sich 
befindet,  entstehenden  impulsiven  Reactionen  treten  wieder  zu 
einer  Dyname  auf  einer  Schraube  A  zusammen,  mit  deren  Einfüh- 
rung die  Bewegung  des  Körpers  als  die  eines  freien  betrachtet 
werden  kann,  auf  den  eine  Dyname  wirkt,  deren  Componenten  auf 
den  Coordinatenschrauben  die  Form  haben  ij"ijm+A"Am.  Die 
Componente  auf  der  Fundamentalschraube  com  erzeugt  also  eine 
Translationsgeschwindigkeit 

M         ' 

wenn  M  die  Masse  des  Körpers  bedeutet.  Die  Windungsgeschwin- 
digkeit um  com  findet  sich  hieraus  durch  Division  mit  jpm-  Anderer- 
seits hat  aber  die  Windungsgeschwindigkeit  a!  um  die  Schraube  a 
auf  CUM  die  Componente  ä'orm,  sodass  also  wird 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  pi,  und  addiren  die  sechs 
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Gleichungen,  welche  den  sechs  Werthen  von  m  entsprechen,   und 
beachten  ferner  wieder,  dass  a  und  X  reciprok  sind,  so  kommt 


M     ' 
durch  welche  Gleichung  also  a!  bestimmt  ist. 

„Diese  Gleichung  zeigt  also,  dass  die  Windungsge- 
schwindigkeit,  welche  ein  starrer  Körper,  der  nur  um 
eine  gegebene  Schraube  eine  Windung  ausführen  kann, 
unter  dem  Einfluss  einer  impulsiven  Dyname  annimmt, 
direct  proportional  ist  dem  Producte  aus  der  Intensität 
der  Dyname  in  den  virtuellen  Coefficienten  beider  Schrau- 
ben, und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der 
Strecke  w«." 

§11- 

Die  kinetische  Energie,  welche  der  Körper  durch  den  Impuls 
erhält;  kann  aus  der  letzten  Gleichung  leicht  gefunden  werden, 
und  zwar  ist  sie 

„Die  kinetische  Energie  eines  starren  Körpers,  der 
nur  um  eine  gegebene  Schraube  a  gewunden  werden  kann, 
und  auf  den  eine  impulsive  Dyname  auf  einer  Schraube 
1}  einwirkt,  ist  direct  proportional  dem  Producte  aus  dem 
Quadrate  der  Intensität  der  Dyname  in  das  Quadrat  der 
virtuellen  Coefficienten  beider  Schrauben,  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Strecke  u«.^ 

§12. 

Wenn  der  Körper  völlig  frei  ist,  so  kann  der  Ausdruck  für 
die  kinetische  Energie,  welche  ihm  eine  impulsive  Dyname  mit- 
theilt, entweder  aus  §  3  entnommen,  oder  aus  §  10,  wenn  dort 
;i"  =  0  gesetzt  wird,  hergeleitet  werden.  Die  Componente  der 
Dyname  auf  der  Fundamentalschraube  com  liefert  zu  der  kinetischen 
Energie  des  Körpers  den  Beitrag 

M 
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Die  ganze  kinetische  Energie  ist  somit 

was  in  der  Form 

geschrieben  werden  möge. 

Dies  ist  also  der  Betrag  an  kinetischer  Energie,  welche  der 
Körper  unter  dem  Einfloss  der  gegebenen  Impulsivdyname  erlangt, 
wenn  er  sich  frei  bewegen,  d.  h.  die  Windungsschraube  a  frei  aus- 
wählen kann.  Wenn  aber  seine  Bewegungsfreiheit  beschränkt  ist, 
d.  h.  wenn  die  Schraube  a  der  Windung  vorgeschrieben  ist,  so 
erlangt  der  Körper  einen  anderen  Betrag  kinetischer  Energie,  dessen 
Ausdruck  im  vorigen  Paragraphen  entwickelt  ist.  Die  Differenz 
beider  Beträge  ist 


j^  [ul2nl-(Sp^(uriny\. 


Es  kann  nun  leicht  der  Nachweis  geführt  werden,  dass  die  Grösse 
in  der  Klammer  stets  positiv  ist.  Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir 
zunächst  den  zweiten  Theil  dieser  Grösse.    Setzen  wir 

so  wird 

(sp^a„,ß^y  ^  ssn,.  (:i;;":::::D 

mit  der  Bedingung 
Andererseits  ist 

Dieser  Ausdruck  enthält  36  Glieder,  der  voiiiin  aufgestellte  deren 
21.  Von  diesen  57  Gliedern  bleiben  in  der  Differenz  beider  Aus- 
drucke nur  45  erhalten,  da 

Damit  reducirt  sich  aber 

ul2rif,,—(2p,^a^ß„y 
auf 
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wo  nun  bei  der  Bildung  der  Grössen  tt,«  nur  die  Combinationen 
zu  je  zweien  der  Indices  1,  2,  . . .,  6,  bei  den  Grössen  nix  aber  die 
Variationen  zu  je  zweien  derselben  Indices  verwendet  werden. 
Es  wird  also  der  betrachtete  Ausdruck  dargestellt  als  eine  Summe 
von  15  Grössen 

m  IX    *       xt' 

d.  h.  als  eine  Summe  von  fünfzehn  Quadraten  der  Form 

« 

Da  aber  die   sämmtlichen  vorkommenden  Grössen  reell   sind,    so 

wird  in  der  That 

ff» 
-L.  22(p,a,ri,—pxaxri.y 

stets  positiv  sein. 

Die  Bedeutung  dieses  Ergebnisses  ist  die: 

„Wenn  auf  einen  zur  Zeit  t  in  Ruhe  befindlichen 
starren  Körper  plötzlich  eine  impulsive  Dyname  einwirkt, 
so  wird  diese  dem  Körper,  wenn  er  frei  ist,  einen  grösse- 
ren Betrag  kinetischer  Energie  ertheilen,  als  wenn  der 
Körper  gezwungen  ist,  seine  Windung  um  eine  bestimmte 
vorgegebene  Schraube  auszuführen." 

§13. 

Wenn  eine  Gruppe  instantaner  Schrauben  zu  einem  Schrauben- 
system der  w^°  Stufe  gehören,  dann  ist  leicht  zu  sehen,  dass  auch 
die  Gruppe  der  zugehörigen  impulsiven  Schrauben  zu  einem  System 
n^^  Stufe  gehören.  Denn  wenn  w-|-l  Windungsbewegungen  um 
w-hl  Schrauben  äquivalent  sind  einer  vollständig  verschwindenden 
Windungsbewegung,  d.  h.  einander  neutralisiren,  so  müssen  auch 
die  w-hl  zugehörigen  impulsiven  Dynamen  im  Gleichgewicht  sein. 
Dieses  letztere  ist  aber  unmöglich,  wenn  nicht,  wie  behauptet,  alle 
impulsiven  Schrauben  Glieder  eines  Schraubensystems  der  w**° 
Stufe  sind. 

§14. 

Es  giebt  einen  auf  Euler  zurückzuführenden  Satz,  der  als 
eine  Verallgemeinerung  des  Satzes   im   §  12  dieses  Kapitels   an- 


&«' 
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gesehen  werden  kann.  Diesen  Satz  sprechen  wir  in  der 
Form  aus: 

„Wenn  auf  einen  starren  Körper  mit  Freiheit  n**"  Gra- 
des eine  impulsive  Dyname  wirkt,  so  wird  der  Körper  mit 
einem  grösseren  Betrage  an  kinetischer  Energie  seine  Be- 
wegung beginnen,  wenn  er  aus  dem  den  Freiheitsgrad  de- 
finirenden  Schraubensystem  P  seine  instantane  Schraube 
frei  auswählen  kann,  als  wenn  er  seine  Bewegung  um 
eine  beliebig  vorgeschriebene  Schraube  dieses  Systems 
ausführen  muss." 

In  der  That,  sei  Q  das  reciproke  Schraubensystem  (6 — n)^ 
Stufe,  und  P'  dasjenige  Schraubensystem  w**'  Stufe,  welches  aus 
allen  den  impulsiven  Schrauben  besteht,  denen,  wenn  der  Körper 
frei  wäre,  die  Schrauben  des  Systems  P  als  instantane  Schrauben 
entsprechen  würden.  Es  entspricht  also  jedem  Elemente  von  P' 
ein  Element  von  P  in  eindeutiger  Weise. 

Ferner  sei  tj  eine  beliebige  Schraube,  auf  der  eine  impulsive 
Dyname  auf  den  Körper  wirkt.  Diese  Dyname  zerlegen  wir  in 
sechs  Componenten  derart,  dass  n  derselben  auf  irgend  welchen  n 
Schrauben  des  Systems  P',  die  übrigen  6 — n  auf  irgend  welchen 
6 — n  Schrauben  des  Systems  Q  wirken.  Diese  letzteren  6 — n 
Componenten  werden,  wie  bekannt,  durch  die  aus  den  Bedingungen 
des  Systems  folgenden  Widerstände  vernichtet.  Die  anderen  n 
setzen  sich  zusammen  zu  einer  einzigen  Dyname  auf  einer  Schraube 
C,  die  dem  Systeme  P'  angehört.  Die  gegebene  Dyname  kann  da- 
her durch  diese  Dyname  auf  f  ersetzt  werden. 

Wenn  nun  der  Körper  frei  wäre,  so  wurde  eine  impulsive 
Dyname  auf  einer  Schraube  des  Systems  P'  (also  etwa  auf  0  nach 
unseren  obigen  Festsetzungen  dem  Körper  eine  Windungsbewegung 
um  eine  bestimmte  instantane  Schraube  a  ertheilen,  die  dem 
System  P  angehört.  Die  Voraussetzung  der  völligen  Freiheit  des 
Körpers  trifft  nun  im  vorliegenden  Falle  allerdings  nicht  zu,  wohl 
aber  ist  der  Körper  frei,  soweit  Windungen  um  a  in  Betracht  zu 
ziehen  sind,  da  ja  a  ein  Element  des  den  Freiheitsgrad  des  Kör- 
pers definirenden  Schraubensystems  P  ist.  Es  kann  daher  in  der 
That,  wie  es  von  Herrn  Ball  geschieht,  mit  Rücksicht  auf 
diesen  speciellen  Impuls  auf  f  der  Körper  als  völlig  frei 
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betrachtet  werden,  da  eben,  wie  ausdrücklich  nochmals  hervor- 
gehoben werden,  die  Schrauben  ^  und  a  eindeutig  von  einander 
abhängen,  wie  im  Falle  des  vollkommen  freien  Körpers. 

Dann  ist  aber  nach  §  12  der  Betrag  kinetischer  Energie,  mit 
der  der  Körper  die  Bewegung  um  a  beginnt,  grösser  als  derjenige, 
bezüglich  irgend  einer  anderen,  vorgeschriebenen.  Schraube  ß.  Die 
Schraube  a  selber  aber  ist  nicht  vorgeschrieben,  sondern  kann  von 
dem  Körper  frei  gewählt  werden;  womit  der  aufgestellte  Satz  be- 
wiesen ist. 

Wir  werden  übrigens  im  nächsten  Kapitel  noch  einmal  hierauf 
zurückkommen. 

§15. 

Der  Begriff  der  Schraubencoordinaten  ist  einer  Erweiterung 
fähig,  mit  Hülfe  deren  die  Untersuchungen  über  Körper  mit  Frei- 
heit n**°  Grades  sich  sehr  vereinfachen.  Es  ist  schon  gezeigt  wor- 
den und  mag  hier  wiederholt  werden,'^  dass  man  aus  dem  diese 
Freiheit  definirenden  Schraubensystem  n**'  Stufe  immer  n  Schrau- 
ben so  auswählen  kann,  dass  jede  derselben  zu  allen  übrigen  n — 1 
reciprok  ist  (coreciprokes  System).  Man  nehme  aus  dem  zu  dem 
System  n'*'  Stufe  P  reciproken  System  Q  beliebige  6 — n  Schrau- 
ben, i5,,  . . .,  Bs-i»,  und  zu  diesen  eine  beliebige  Schraube  -4,  des 
Systems  P;  dann  ist  also  A^  reciprok  zu  den  Schrauben  B,  Dann 
suche  man  eine  Schraube  A^,  welche  reciprok  ist  zu  £,,  £,, . . ., 
firt_„,  A^]  ferner  eine  Schraube  ^,,  welche  reciprok  ist  zu  J5,,  -B,, 
. . .,  -Bß-,,  A^;  A^\  und  fahre  so  fort,  bis  man  zu  einer  Schraube 
An  gelangt  die  reciprok  ist  zu  6 — n-f-n — 1,  d.  h.  5  Schrauben 
J5,,  J5,,  ...,  Ä6_n,  -4,,  ^,,  ...,  An-\-  Dann  haben  nach  dem 
in  Anwendung  gebrachten  Verfahren  die  Schrauben  ^,,  -4,, ...,  -4« 
offenbar  die  verlangte  Eigenschaft,  ein  reciprokes  System  zu  bilden. 

Es  mag  hier  noch  gleich  bemerkt  werden,  dass  es  stets  mög- 
lich ist,  eine  einzige  Schraube  aus  einem  System  n*®'  Stufe  P  so 
zu  bestimmen,  dass  sie  zu  n — 1  gegebenen  Schrauben  desselben 
Systems  reciprok  ist.  Denn  man  nehme  noch  6 — n  Schrauben  des 
reciproken  Systems  Q,  dann  ist  die  gesuchte  Schraube  A  reciprok 
zu  6 — n+n — 1  =  5  gegebenen  Schrauben,  kann  also  nach  Fro- 
herem stets  eindeutig  construirt  werden. 
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um  nun  die  Coordinaten  einer  Schraube  a  zu  be- 
stimmen, welche  einem  Schraubensystem  P  der  n^"  Stufe 
angehört,  wollen  wir  die  Festsetzung  treffen,  dass  n 
von  den  6  Coordinatenschrauben  n  coreciproke  Schrauben 
des  Systems  sein  sollen. 

In  diesem  Falle  verschwinden  also  6 — n  von  den  6  Coordi- 
naten a^,  «j,  . . .,  «6  der  Schraube  a,  welche  dem  System  w^*'^ Stufe 
angehört.  Somit  können  wir  also  für  die  Schraubencoordinaten 
folgende  allgemeinere  Definition  aufstellen,  in  der  die  frühere  schon 
enthalten  ist: 

„Als  Coordinaten  einer  Schraube  a,  welche  einem 
Schraubensystem  w'®'  Stufe  P  angehört,  werden  die  nach 
n  coreciproken  Schrauben  genommenen  Componenten 
einer  Dyname  genommen,  welche  auf  a  wirkt  und  deren 
Intensität  gleich  der  Einheit  ist.^ 

Der  Parameter  von  a  wird  hiernach 

Pa  =Pi<^\-\-P2^l-^ hp^al 

und  der  virtuelle  Coefficient  zweier  solcher  Schrauben  a  und  ß 

2waß  =  2(;?,a,j9j -+-/),  a,j3,H \-pnanßn)^ 

§16. 

Es  ist  sehr  bemerk enswerth,  dass  eine  Dyname,  welche  auf 
einer  beliebigen  Schraube  auf  einen  starren  Körper  mit  Freiheit 
«""  Grades  wirkt,  stets  durch  eine  Dyname  ersetzt  werden  kann, 
welche  auf  einer  dem  die  Freiheit  des  Körpers  definirenden  System 
P,  n**'  Stufe  angehörenden  Schraube  liegt. 

Denn  man  zerlege  die  gegebene  Dyname  nach  sechs  Schrau- 
ben, die  so  gewählt  sind,  dass  n  derselben  dem  System  P,  und 
6 — n  Schrauben  dem  reciproken  System  Q  angehören.  Dann  wer- 
den die  letzteren  6 — n  Componenten  wieder  durch  die  Reactionen 
vernichtet,  und  die  n  Dynamen  auf  den  n  Schrauben  von  P  setzen 
sich  zusammen  zu  einer  Dyname  auf  einer  Schraube,  die  ebenfalls 
dem  System  n^^  Stufe  P  angehört. 

Die  so  gefundene  Dyname  auf  einer  Schraube  des  Systems  P, 
durch  welche  also  die  gegebene  Dyname  auf  der  beliebigen  Schraube 
äquivalent  ersetzt  wird,  heisst  die  Reducirte  der  gegebenen 
Dyname  oder  kurz  die  reducirte  Dyname. 

Bflll,   Mechanik.  13 
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Es  ist  zu  beachten,  dass  die  reducirte  Dyname  aus  der  gege- 
benen zwar  stets  in  bestimmter  Weise  hergeleitet  werden  kann, 
dass  das  umgekehrte  Problem  aber  unbestimmt  ist. 

Man  kann,  was  aber  im  Grunde  mit  dem  Obigen  identisch 
ist,  die  reducirte  Dyname  aus  der  gegebenen  auch  dadurch  her- 
leiten, dass  man  letztere  zerlegt  in  zwei  Dynamen,  deren  eine  auf 
einer  Schraube  von  P,  während  die  andere  auf  einer  Schraube  von 
Q  wirkt.  Die  erstgefundene  Dyname  ist  dann  eben  die  reducirte 
Dyname.  Wie  man  sieht  ist  dies  Verfahren  nichts  weiter  als  eine 
Zusammenfassung  des  Obigen. 

§17. 

Die  n  Hauptträgheitsschrauben  eines  Körpers  mit  Freiheit 
yjten  Grades  sind  ein  solches  System  von  n  Schrauben,  wie  es  in 
§  15  als  Coordinatensystemj  aufgestellt  wurde,  unter  der  Annahme 
dieses  Systems  wollen  wir  nun  auch  für  einen  nicht  freien  Körper 
die  Beziehungen  zwischen  einer  impulsiven  und  der  zugehörigen 
instantanen  Schraube  ermitteln.  Diese  Untersuchung  wird  in  ein- 
facher Weise  möglich  durch  die  Einführung  der  einer  gegebenen 
Impulsivdyname  äquivalenten  reducirten  Dyname.  Dieselbe  wirke 
auf  der  Schraube  tj  und  ihre  Coordinaten  seien  also  t/,',  rj",  ...,  ij«. 
Die  Coordinaten  der  entsprechenden  W^indung  werden  mit  ä',,  a'g, 
. . . ,  ä'n  bezeichnet.  Beachtet  man  nun  die  Eigenschaft  der  Haupt- 
trägheitsschrauben und  bezeichnet  mit  u^,  u^^  ...,  u^  die  W^erthe 
der  Grösse  u  für  diese  Schrauben,  so  ergiebt  sich  nach  §  10  dieses 
Kapitels: 

indem  nämlich,  wenn  mit  Sx  die  x^^  Coordinatenschraube  bezeichnet 
wird,  der  a.  a.  0.  auftretende  virtuelle  Coefficient  w^a  hier  ©c  5  , 

d.  h.  gleich  p^  wird.  Da  nun  «i  =ä'a^^  ij'J^  z=  ij"7]g^  so  haben 
wir  folgenden  allgemeinen  Satz,  der  für  7^  =  6  in  den  des  §3 
übergeht: 

„Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  n'®*"  Stufe 
unter  der  Einwirkung  einer  impulsiven  Dyname  eine 
Windung  um  eine  Schraube  «  ausführt,  deren  Coordinaten 
in  Bezug   auf   die  Hauptträgheitsschrauben  «,,  a^,  ...,  a» 
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sind,  und  wenn  p, ,  jPj,  ...,i>n  die  Parameter  und  w, ,  w,, 
...,  Un  die  Werthe  der  Grösse  u  für  diese  Schrauben  sind, 
so  sind  die  Coordinaten  der  reducirten  impulsiven  Dy- 
name  proportional  den  Grössen 

p,      p,  p- 

§18. 
Sei  T  die  kinetische  Energie  eines  Körpers  von  der  Masse  M 
und  mit  Freiheit  n*®°  Grades,  wenn  derselbe  um  eine  Schraube  a 
eine  Windung  mit  der  Windungsgeschwindigkeit  a!  ausführt.  Die 
Windung  zerlegen  wir  nach  irgend  welchen  n  conjugirten  Träg- 
heitsschrauben. Die  Windungsgeschwindigkeiten  der  Componenten 
seien  «',,  a',,  ...,  ai.  Die  angeführten  Schrauben  sind  also  im 
Allgemeinen  nicht  coreciprok,  sondern  nur  dann,  wenn  sie  die 
Hauptträgheitsschrauben  des  Körpere  sind.  Die  kinetische  Energie 
T  wird  sich  dann  als  Summe  von  n  Einzelbeträgen  kinetischer 
Energie  darstellen,  welche  sich  auf  die  resp.  componirenden  Win- 
dungsbewegungen beziehen.     Danach  wird  also  sein 

Sie  ist  aber  auch  =  Mulä'  ,  daher 

§19. 

„Sind  a, ,  a^^  ...,  a«;  j?,,  /?,,  ...,  ßn  die  Coordinaten 
irgend  zweier  zu  einem  Schraubensystem  n**'  Stufe  ge- 
hörigen Schrauben,  bezogen  auf  irgend  welche  n  conju- 
girte  Trägheitsschrauben,  mögen  diese  nun  coreciprok 
oder  nicht  sein,  welche  aber  zu  demselben  System  n'" 
Stufe  gehören,  dann  ist  die  Bedingung,  dass  die  Schrau- 
ben a  und  ß  conjugirte  Trägheitsschrauben  sein  sollen, 
dargestellt  durch  die  Gleichung 

Zum  Beweise  seien  -4,,  A^^  ...,  ^i,  ...,  An  die  angenom- 
menen w  Coordinatenschrauben.  Femer  seien  ^*,i,  ^*,2?  ...,-4jt,6 
die    sechs    Coordinaten    der  Schraube  ^t,    wenn    zu  Coordinaten- 

13* 
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schrauben  jetzt  diejenigen  gewählt  werden,  welche  im  Falle  voll- 
kommener Freiheit  des  Körpers  dessen  Hauptträgheitsschrauben 
wären.  Dann  sind,  bezogen  auf  die  eben  zuletzt  genannten  Schrau- 
ben, die  sechs  Coordinaten  von  a 

.  .  .  . 

•  .  •  . 

•  .  •  . 

und  analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  Coordinaten  von^. 
Die  Bedingung,  dass  a  und  ß  conjugirte  Trägheitsschrauben  seien, 
ergiebt  sich  nun  aus  §  4  in  der  Form 

iE'i>!(^l,*ai-h^3.tß2H hAn^anXAukßl-hA2;:ßH \'An^kßn)=0. 

k 

(*  =  1,2,  ...,6) 

Setzt  man  nun 

und  beachtet,  dass,  da  die  Schrauben  -4,,  A^,  . . .,  An  conjugirte 
Trägheitsschrauben  sind,  alle  die  Summen,  wie 

^Pk  \k  ^i,k 

k 

verschwinden,  so  erhalten  wir  in  der  That  als  Bedingung  dafür, 
dass  auch  a  und  ß  conjugirte  Trägheitsschrauben  seien,  die  Glei- 
chung 


Kapitel  X. 
Ton  der  kinetischen  Energie. 

§1. 
Wenn  ein  starrer  Körper  sich  in  Bewegung  befindet  und  im 
Momente  t  einen  Impuls  erhält,  so  setzt  sich  die  Geschwindigkeit 
das  Körpers  im  Momente  t-\-dty  also  unmittelbar  nach  dem  Im- 
puls zusammen  aus  der  zur  Zeit  t — dt,  also  unmittelbar  vor  dem 
Impuls  bestehenden  Geschwindigkeit  und    derjenigen,    welche    aus 
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dem  Impuls  hervorgeht.  Diese  letztere  Geschwindigkeit  kann  da- 
her auch  dai-gestellt  werden  als  die  geometrische  Differenz  der  Ge- 
schwindigkeiten des  Körpei-s  unmittelbar  nach  und  unmittelbar  vor 
dem  Impuls.  Die  Componeuten  der  erstgenannten  Geschwindigkeit 
seien  u\  v\  w';  die  der  zweiten  u,  r,  w.  Dann  ist  die  Gleichung 
des  d'Alem herrschen  Princips 

2m{(u'—u)da;-h(v'—v)äy-^(w'—w)6z)  =  2Xda+Ydy-\-Zäz. 

Dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  zunächst  drei  verschiedene  Formen 

geben.     Denn  da  die  Grössen  da,  dy,  dz   virtuelle  Verrückungen 

bedeuten,  so  ist  die  Gleichung  jedenfalls  auch  richtig,  wenn  diese 

Grössen  durch  die  wirklich  stattfindenden,  actuellen,  Verriickungen 

ilx\  dy\  (h';  da,  dy,  dz,  welche  den  Momenten  unmittelbar  nach 

und    immittelbar    vor    dem    Impulse    entsprechen,     ersetzt    wer- 

dx' 
den.     Wenn    wir   dann  noch   dx'  =  — i—  dt  =  u^dt,  ...  u.  s.  w., 

diX 
dx  =  —n-dt  =  udt,  . . .  u,  8.  Vf.    setzen   und    endlich    im    allge- 
meinen Fall  fe",  iy"j  A:"  statt  dx,  iy,  dz  schreiben  und  wieder 
Ap"  =  —j—dt  =  u"dt, . . .,  u.  s.  w.  setzen,  so  erhalten  wir,  wenn 

der  Factor  dt  weggelassen  wird,  folgende  drei  Gleichungen 

2m{(v!—u)u  -4-(r'— i7)v  '\-{w^—w)w  )  :=  2Xu    +Yü -\-Ztc, 
2m((u'—u)u'  -h(v'—v)v'  ^(w'—w)w' )  =  2Xu' -+-Yc'  +Zw\ 
2m{(u'—u)u'''h(v'—vy+(ir'—w)w*')  =  SXu"+Yc"-{-Ziv'\ 

wo  also  die  dritte  Gleichung  dieselbe  allgemeine  Gleichung  des 
d'Alembert'schen  Princips  ist,  wie  oben,  während  die  beiden 
ersten  specielle  Anwendungen  darstellen. 

Man  könnte  nun  diese  beliebige  durch  (u",v'\  w")  charak- 
terisirte  Bewegung  auch  als  die  wirkliche  ansehen,  wodurch  dann 
die  beiden  anderen  zu  virtuellen  Variationen  derselben  würden. 
Die  Bewegung  (w",  ?/',  w")  kann  dann  als  Folge  bestimmter  Im- 
pulse (X",  y",  Z")  betrachtet  werden  und  es  lassen  sich  somit 
noch  drei  weitere  Gleichungen  aufstellen,  die  aus  den  obigen  her- 
vorgehen, wenn  in  diesen  (u!,  v\  w')  mit  (w",  v",  w^')  und  (X,  F,  Z) 
mit  (X",  y,  /f")  vertauscht  werden, 
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§2. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angenommene  Form  der  Glei- 
chungen eines  starren,  von  Impulsivkräften  beeinflussten  Systems 
ist  ganz  besondere  geeignet  zur  Herleitung  einer  Reihe  wichtiger 
Sätze  über  die  kinetische  Energie  und  insbesondere  zur  Darstellung 
des  Gauss'schen  Princips  des  kleinsten  Zwanges. 

Betrachten  wir  nun  ein  bereits  in  Bewegung  begriflfenes  System, 
dessen  kinetische  Energie  zu  einem  bestimmten  Zeitpunkte  gleich 
T  sei.  In  diesem  Momente  wirken  eine  Reihe  neuer  Impulse  auf 
das  System,  welche  ihm  die  kinetische  Energie  2^  mittheilen.  In 
gleicher  Weise  möge  T"  die  kinetische  Energie  des  Systems  be- 
deuten, herrührend  von  Impulsen,  welche  dem  System  irgend  eine 
mögliche,  mit  seinen  Bedingungen  vereinbare  Bewegung  ertheilen. 
Die  erste  Reihe  von  Impulsen  werde  kurz  mit  J\  die  zweite  mit  J" 
bezeichnet.  Wir  wollen  nun  die  aus  «/'  und  J"  jedesmal  folgen- 
den Bewegungen  relativ  zur  anfänglichen  Bewegung  be- 
trachten und  die  zugehörigen  Beträge  kinetischer  Energie  bestimmen. 

Die  Bewegung  eines  Systems  relativ  zu  einer  gegebenen  Be- 
wegung ist  aber  bekanntlich  in.  jedem  Momente  die  Resultante  aus 
dieser  gegebenen  Bewegung  und  einer  Bewegung,  welche  der 
wirklichen  Bewegung  des  Systems  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Die  aus  den  Kräften  J'  folgende  Bewegung  des  Systems  relativ 
zur  anfänglichen  findet  daher  statt  mit  den  Geschwindigkeiten 
(u — w';  V — v';  w — 2«?'),  wenn  (u,  v,  w)^  (u\  v\  lo')  die  Geschwin- 
digkeit eines  Systempunktes  m  resp.  in  der  anf^inglichen  und  in 
der  von  den  J'  herrührenden  Bewegung  des  Systems  bezeichnen. 
Ebenso  ist  (u — u";  v — t?";  w — w")  die  Geschwindigkeit  eines 
Systempunktes  bei  der  aus  J"  folgenden  Bewegung  relativ  zur  an- 
fänglichen. Endlich  hat  (w' — u";  v' — t?";  w'—w'^)  die  analoge  Be- 
deutung, wenn  die  aus  J"  folgende  Bewegung  relativ  zu  der  aus 
*/"  folgenden  betrachtet  wird.  Die  diesen  drei  relativen  Bewegun- 
gen zukommenden  Beträge  an  kinetischer  Energie  bezeichnen  wir 
der  Reihe  nach  durch  lo.i,  2^0,2,   ^i.a.     Es  ist  dann 

2To,i  =  2m{(u—uy-{-(v-^v'y^(w—ioy) 

=  2  r-f-  2  T—  2  2  m  (uu'-h  rr '+  wir'), 
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und  ganz  ebenso  erhalten  wir  die  beiden  anderen  Gleichungen 

Diese  verschiedenen  Grössen  T  werden  in  Verbindung  gebracht 
mit  den  gegebenen  Impulsivkräften,  wenn  man  die  im  vorigen 
Paragraphen  gegebenen  Darstellungen  des  d'Alembert 'sehen  Prin- 
cips  entwickelt.    Man  erhält  so 

2Xu  -i-Yv  -hZw  =  r— T— To,!, 
2Xu'-hYv'-hZw'  =  r— r-f-To,i, 
SXu"-hYv''-hZw"  =  T'^T— 7,^2+^0.2. 

Die  verbale  Darstellung  dieser  Gleichungen  ist  einfach  genug,  um 
dem  Leser  überlassen  bleiben  zu  können.  Addiren  wir  die  beiden 
ersten  Gleichungen,  so  kommt 

d.  h.: 

„Wenn  auf  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  eine 
Reihe  von  Impulsen  einwirken,  so  ist  die  hierdurch  her- 
vorgerufene Aenderung  der  kinetischen  Energie  gleich 
der  Summe  der  Producte,  welche  man  bildet  aus  jeder 
Eraftcomponente  in  das  arithmetische  Mittel  der  mit  ihr 
gleich  gerichteten  Geschwindigkeitscomponenten,  welche 
ihr  Angriffspunkt  vor  und  nach  dem  Impuls  besitzt." 

Subtrahiren  wir  die  erste  von  der  zweiten  Gleichung,  so  kommt 

d.  L: 

„Werden  einem  in  Bewegung  begriffeneu  System  eine 
Reihe  von  Impulsen  ertheilt,  so  ist  die  kinetische  Ener- 
gie der  so  hervorgerufenen  Bewegung,  wenn  diese  relativ 
zur  anfänglichen  Bewegung  betrachtet  wird,  gleich  der 
halben  Summe  der  geometrischen  Producte  aus  jeder 
Kraft  in  die  geometrische  Differenz  der  Geschwindig- 
keiten ihres  Anfangspunktes  vor  und  nach  dem  Impuls." 

Der  Ausdruck  „geometrisches  Product"  ist  bereits  früher  er- 
klärt worden.     Bezeichnen  wir  die  Resultante  von  X,  F,  Z  durch 


200  Theoretische  Mechanik. 

Ä,  diejenige  der  Geschwindigkeiten  (w,  v,  w)  mit  ^,  diejenige  von 
(u\  c\  «//)  mit  g\  so  ist  zunächst  die  Resultante  von  (u' — u; 
V* — o;  w* — vi)  darzustellen  durch 


9'—9y 


nämlich  als  geometrische  Differenz  von  </'  und  g.  Wir  wollen  diese 
Grösse  kurz  durch  V  bezeichnen,  so  ist  in  der  That  das  geome- 
trische Product  von  R  und   V 


RV=  RVcos(R,  V)  =  XCt^'— w)-i-yCt?'— ö)+Z(mj'-^0, 
also  auch,  wie  im  Satze  ausgesprochen, 

Mit  Aufnahme  des  Begriffs  des  geometrischen  Products  kann  der 
erste  Satz  auch  so  ausgesprochen  werden: 

„Die  Aenderung  in  der  kinetischen  Energie  eines  be- 
wegten Systems,  welche  durch  einen  gegebenen  Impuls 
hervorgerufen  wird,  ist  gleich  der  halben  Summe  der 
geometrischen  Producte  jeder  einzelnen  der  Kräfte,  aus 
denen  der  Impuls  sich  zusammensetzt,  in  die  geometrische 
Summe  der  Geschwindigkeiten  ihres  Anfangspunktes  vor 
und  nach  dem  Impuls." 

Wenn  die  Bewegung  mit  den  Geschwindigkeiten  («",  t?",  i/?"), 
welche  dem  Impuls  7"  entspricht,  so  gewählt  ist-,  dass  die  in  ihr 
von  den  Kräften  geleistete  Arbeit  gleich  ist  der  bei  der  Bewegung 
(u,  r,  w)  geleisteten  Arbeit,  so  folgt  aus  den  drei  Fundamental- 
gleichungen dieses  Paragraphen 

„Wenn  auf  ein  bewegtes  System  gegebene  Impulsiv- 
kräfte, die  wir  unter  den  Zeichen  J  zusammenfassen, 
wirken,  und  wenn  die  nach  dem  Impuls  J  stattfindende 
Bewegung  relativ  zur  anfänglichen  betrachtet  wird,  so 
ist,  falls  bei  der  von  7  direct  erzeugten  Bewegung  in  dem 
Zeitelemente  dt  gleichviel  Arbeit  geleistet  wird,  wie  bei 
der  ursprünglichen  Bewegung,  die  kinetische  Energie  in 
der  relativen  Bewegung  grösser,  als  wenn  dies  nicht  der 
Fall  ist.« 
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Wenn  da«  System  sich  in  Ruhe  befand  zu  der  Zeit,  als  ihm 
der  Impuls  ertheilt  wurde,  so  ist 

und  somit 

Diese  Gleichung  ist  ein  Ausdruck  für  den  in  §  14  des  vorigen  Ka- 
pitels gefundenen  und  dort,  nach  Sir  W.  Thomson,  auf  Euler 
zurückgeführten  Satz. 

Im  Zusammenhange  unserer  jetzigen  Untersuchungen  sprechen 
wir  diesen  Satz  so  aus: 

„Wenn  ein  in  Ruhe  befindlicher  starrer  Körper  durch 
Impulsivkräfte  so  in  Bewegung  gesetzt  wird,  dass  die 
Punkte  des  Körpers  vorgeschriebene  W^ege  durchlaufen, 
so  ist  die  kinetische  Energie  des  Körpers  bei  einer  sol- 
chen Bewegung  geringer,  als  bei  jeder  anderen  möglichen 
Bewegung  des  Körpers,  bei  der  seine  Punkte  dieselben 
W'ege,  aber  frei,  ohne  dass  diese  vorgeschrieben  waren, 
durchlaufen." 

Durch  diesen  Satz  wird  die  Aufsuchung  der  wirklichen  Be- 
wegung des  Körpers  aus  der  Reihe  der  möglichen  zu  einem  ein- 
fachen Problem  des  Maximums  oder  Minimums. 

§3. 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  in  ihrer 
Abhängigkeit  von  den  im  vorigen  Paragraphen  eingeführten  Im- 
pulsen 7"  sind  nach  §  1 

2X''u  -hF't?  -hZ"t(;    =  T"— r— To,2, 

Wenn  nun  die  von  ./"  herrührende  Bewegung  (v!\  ü",  w") 
so  gewählt  ist,  dass  während  derselben  von  den  Kräften  J  dieselbe 
Arbeit  geleistet  wird,  wie  von  den  Kräften  J'\  sodass  also 

so  folgt  aus  der  zweiten  der  obigen  Gleichung  und  der  dritten  der 
analogen  Gruppe  des  vorigen  Paragraphen 
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Als  Inneren  Grund  für  das  Bestehen  dieser  Gleichung  oder  vielmehr 
der  unmittelbar  vorhergehenden,  aus  der  sie  fliesst,  können  wir 
uns  denken,  dass  die  Bewegungen  (m",  v",  w")  und  (u\  v\  w') 
sich  nur  dadurch  unteracheiden,  dass  für  eine  derselben,  etwa  für 
die  erstere,  noch  gewisse  Bedingungsgleichungen  bestehen,  welche 
für  die  andere  Bewegung  nicht  stattfinden,  sodass  also  die  Kräfte 
J"  oder  (X'\  Y",  Z'')  sich  von  den  Kräften  J  oder  (X,  Y,  Z) 
nur  durch  gewisse  Reactionen  unterscheiden,  welche  dann  bei  der 
Bewegung  (t*",  t?",  w?")  keine  Arbeit  leisten  (Kap.  VIII).  Damit 
erhalten  wir  folgenden,  von  Bertrand  in  seiner  Ausgabe  von 
Lagrange's  Mecanique  analytique  als  Verallgemeinerung  eines 
Lagrange^schen  Theorems  aufgestellten  Satz: 

„Wenn  auf  einen  bewegten  starren  Körper  ein  System 
von  Impulsivkräften  wirkt,  so  ist  die  kinetische  Energie 
des  Körpers  bei  der  nachher  erlangten  Bewegung  grösser, 
wenn  der  Körper  frei  ist,  als  wenn  er  gewissen  seine  Be- 
wegungen beschränkenden  Bedingungen  unterworfen  ist 
und  dieselben  Impulsivkräfte  auf  ihn  wirken." 

Auch  diesen  Satz  haben  wir  übrigens  schon  im  vorigen  Ka- 
pitel kennen  gelernt. 

Fassen  wir  den  Euler-Thomson'schen  Satz  und  den  von 
Bertrand  zusammen,  so  ergiebt  sich  also: 

„Sind  die  Bewegungen  der  Punkte  eines  starren  Kör- 
pers vorgeschrieben,  so  findet  man  die  wirklich  vom  Kör- 
per ausgeführte  Bewegung  des  Körpers,  indem  man  die 
kinetische  Energie  zu  einem  Minimum  macht.  Sind  da- 
gegen die  auf  einen  freien  Körper  wirkenden  Impulse  ge- 
geben, so  wird  man  beliebige  unbestimmte  Bedingungs- 
gleichungen einführen  und  die  wirkliche  Bewegung  des 
Körpers  finden,  wenn  man  dann  die  kinetische  Energie 
zu  einem  Maximum  macht." 

§4. 

Von  der  Betrachtung  der  einer  relativen  Bewegung  entsprechen- 
den kinetischen  Energie  kann  man  leicht  zu  einem  von  Gauss 
aufgestellten  Princip  gelangen. 

Ein  Punkt  P  eines  starren   Körpers  wird,   wenn   der  Körper 
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frei  ist,  unter  der  Einwirkung  eines  auf  den  Körper  wirkenden 
Systems  von  Impulsivkräften  in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  einen 
Weg  PQ  durchlaufen.  Ist  der  Körper  aber  irgend  welchen  seine 
Bewegung  beschränkenden  Bedingungen  imterworfen,  so  wird  der 
Punkt  P  in  der  Zeit  dt  nicht  nach  Q,  sondern  nach  irgend  einen 
andern  Punkt  R  gelangen.  Die  Strecke  QR  oder  die  geometrische 
Differenz  der  Strecke  PQ  und  PR  könnte  dann  in  Analogie  mit 
einem  in  Kapitel  I  gebrauchten  Ausdruck  als  der  „verloren  ge- 
gangene Weg"  des  Punktes  P  bezeichnet  werden.  Dies  ist  aber 
nicht  gebräuchlich.    Dagegen  hat  Gauss  für  die  Summe 

wo  m  die  Masse  des  Systempunktes  P  bedeutet,  einen  besonderen 
Namen  eingeführt  und  zwar  hat  er  diese  Grösse  als  das  „Maass 
des  Zwanges"  eines  unfreien  starren  Körpers  bezeichnet.  Man 
spricht  auch  wohl  kurz  von  dem  Zwange  eines  Körpers  und  meint 
dann  die  eben  deflnirte  Grösse. 

Es  ist  also  QR  die  geometrische  Differenz  der  Strecken  PQ 
und  PR.  Seien  nun  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
coordinatensystem  ayz  die  Coordinaten  von  Q  und  x\  y\  J  die 
von  jR;  so  ist  das  Maass  des  Zwanges 

F=  ^miidx—dxy+idy—dyy+iih—dzj). 

Statt  dieses  Ausdruckes  kann  auch  sein  Verhältniss  zu  dt'^  als 
Maass  des  Zwanges  angesehen  werden,  sodass  ist 

Und  in  dieser  Form  kann  der  Ausdruck  nun  dazu  dienen,  um,  ge- 
stützt auf  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen,  einen  Satz  zu 
entwickeln,  den  Gauss  als  ein  Princip  der  Dynamik  aufgestellt  hat 
(Journal  f.  Mathem.  Bd.  IV.  1829). 

Es  möge  also  ein  starres,  beliebigen  Bedingungen  unterworfenes, 
System  gegeben  sein.  Dieses  System  möge  ferner  unter  der  Wir- 
kung gegebener  Impulse  eine  Bewegung  annehmen,  deren  kinetische 
Energie  wir  mit  2T  bezeichnen  wollen.  Neben  dieser  wirklich 
stattfindenden  Bewegung  betrachten  wir  noch  zwei  andere,  nämlich 
erstens  eine  hypothetische,  virtuelle,  Bewegung,  die  mit  den  gege- 
benen Bedingungen  vereinbar  ist,  die  wir  uns  aber  zu  Stande  kom- 
mend denken  als  in  Folge  des  Hinzutretens  weiterer  Bedingungen. 
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Die  kinetische  Energie  bei  dieser  hypothetischen  Bewegung  .sei  2T"'. 
Zweitens  betrachten  wir  noch  die  Bewegung,  welche  das  gegebene 
starre  System  unter  Wirkung  der  gegebenen  Impulse  annehmen 
würde,  wenn  es  völlig  frei  wäre,  und  bezeichnen  die  entsprechende 
kinetische  Energie  mit  2V\ 

Dann  haben  wir  nach  Bertrand 's  Satz,  wenn  den  dort  ein- 
geführten Begriffen  und  Bezeichnungen  analoge  auch  hier  verwandt 
werden: 

da  erstens  die  wirkliche  Bewegung  einen  grösseren  Grad  von  Frei- 
heit besitzt,  als  die  hypothetische,  und  ferner  die  wirkliche  sowohl 
wie  die  hypothetische  Bewegung  weniger  frei  sind  als  die  völlig 
freie.    Aus  diesen  Gleichungen  folgt  die  Relation 

^1^3  =   ^2,3 — ?^l,2. 

Es  ist  nun  aber  nach  Obigem  7*,,  3  das  Maass  des  Zwanges  der 
wirklichen  Bewegung  und  T^,»  dasjenige  der  virtuellen,  sodass  wir 
den  Satz  haben: 

„Die  Bewegung,  welche  ein  starres  System  unter  der 
Einwirkung  gegebener  Impulse  wirklich  annimmt,  ist  so 
beschaffen,  dass  das  Maass  des  Zwanges  für  sie  kleiner 
ist,  als  für  jede  andere  ebenfalls  mit  den  Bedingungen  des 
starren  Systems  vereinbare  Bewegung." 

Wenn  wir  jeden  der  gegebenen  Impulse  unendlich  klein  wer- 
den lassen,  so  geht  das  System  der  Impulse  über  in  ein  System 
von  Kräften  erster  Ordnung.  Der  eben  angeführte  Satz  behält 
aber  auch  dann  seine  Gültigkeit  und  kann  nunmehr  mit  Gauss 
als  Princip  des  kleinsten  Zwanges  allgemein  so  ausgesprochen 
werden : 

„Die  Bewegung  eines  starren,  irgend  welchen  Bedin- 
gungen unterworfenen,  Systems  erfolgt  stets  in  möglich- 
ster Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung,  oder 
unter  kleinstem  Zwang;  >venn  der  Zwang  der  Bewegung 
eines  starren  Systems  in  der  obigen  Weise  gemessen  wird, 
d.  h.   im  Wesentlichen,    abgesehen  von   einem    beliebigen 
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coQstanten  Factor,  durch  die  Summe  der  Quadrate  der 
Abweichungen  eines  jeden  Systempunktes  von  dem  Orte, 
den  er  bei  der  freien  Bewegung  in  dem  betrachteten  Zeit- 
momente annähme,  jedes  Quadrat  multiplicirt  mit  der 
Masse  des  betreffenden  Punktes.** 

Bezeichnen  wir  die  Abweichung  des  wahren  Ortes  eines  System- 
punktes von  denjenigen,  den  er  bei  der  freien  Bewegung  annähme, 
kurz  durch  J,  so  lässt  sich  das  Princip  also  so  darstellen: 

[mdd]  =  Minimum, 

wenn  wir  uns  der  in  der  Ausgleichungsrechnung  üblichen  Schreib- 
weise bedienen,  wonach  [mdd]  =  2inS^  ist.     Es  ist  aber 

\mdS]  =  Minimum 

■ 

auch  die  fundamentale  Bedingung,  welche  der  Ausgleichung  von 
Beobachtungen  zu  Grunde  gelegt  wird,  deren  Fehler,  d.  h.  Abwei- 
chungen von  der  Wahrheit,  durch  die  S  bezeichnet  werden  und 
denen  die  resp.  Gewichte  vi  zukommen.  Man  kann  auf  Grund 
dieser  Analogie  zwischen  dem  mechanischen  und  dem  Ausgleichs- 
princip  geradezu  sagen,  dass  die  verschiedenen  für  jeden  Punkt 
eines  starren  Systems  möglichen  Bewegungen  dadurch  untereinander 
und  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbar  gemacht  werden, 
dass  man  die  Abweichungen  der  Punkte  von  ihren  Lagen  bei  der 
freien  Bewegung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmt 
und  dabei  der  Position  jedes  Punktes  (als  Beobachtung  betrachtet) 
die  Masse  dieses  Punktes  als  Gewicht  zuertheilt. 

Es  i.st  leicht,  aus  der  obigen  Minimumsgleichimg  das  d'Alem- 
bert'sche  Princip  herzuleiten,  wenn  man  für  die  Grössen  S  ihre 
wirklichen  Ausdrücke  einsetzt.  Ebenso  kann  man  auch  direct  von 
d'Alembert's  Princip  zu  dem  von  Gauss  gelangen.  Die  Durch- 
führung dieser  einfachen  Betrachtungen  kann  aber  hier  wohl  unter- 
lassen werden. 

§5. 

Im  Zusammenhange  dieses  Kapitels,  in  dem  wir  uns  wieder- 
holt mit  den  Fundamentalgleichungen  der  Mechanik  beschäftigt 
haben,  scheint  uns  auch  der  richtige  Ort  zu  sein  für  diejenige  I)ar- 
.stellung  dieser  Gleichungen,  welche   von  Lagrange  herrührt  und 
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als  zweite  Lagrange'sche  Form  der  Bewegungsgleichungen 
bezeichnet  wird.  Für  Impulsivkräfte  ist  dieser  Gegenstand  schon 
im  vorigen  Kapitel  erledigt  worden.  Wir  werden  unsere  Betrach- 
tungen hier  also  sofort  auf  Kräfte  erster  Ordnung  richten.  Dabei 
sei  bemerkt,  dass  zunächst  gar  keine  einschränkende  Voraussetzung 
über  die  physische  Natur  dieser  Kräfte  soll  gemacht  werden.  Es 
wird  also  namentlich  die  Gültigkeit  unserer  Ergebnisse  nicht  etwa 
nur  auf  conservative  Systeme  beschränkt  sein,  sondern  volle  All- 
gemeinheit besitzen.  Für  conservative  Systeme  vereinfachen  sich 
die  Herleitungen  zwar,  wir  ziehen  aber  vor,  die  betr.  Resultate 
aus  dem  allgemeinen  Fall  abzuleiten. 

Wir  gehen  aus  von  den  im  I.  Kapitel  entwickelten  Lagrange'- 
schein  Gleichungen  (I.  Form)  für  ein  durch  n  Punkte  gegebenes 
starres  System,  dessen  Bewegung  durch  m  Bedingungsgleichungen 
modificirt  werden.  Diese  Gleichungen  haben  für  einen  beliebigen 
der  Systempunkte  die  Form 

wo  der  Einfachheit  halber  fiir  die   zweiten  Differentialquotienten 

d  jj       du        dz 
der  Coordinaten    -^Tr"?  ~~Ht^ '  ~7ff^  ^^®  Lagrange'sche  Schreib- 
weise x[\  y[',  z'J  benutzt  ist. 

/■  =z=  0,    y  =  0,     ... 

sind  die  m  Bedingungsgleichungen,  von  denen  vorausgesetzt  wird, 
dass  sie  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthalten;  A,  ju,  . . .  sind  unbe- 
stimmte Multiplicatoren.  Infolge  des  Bestehens  der  Bedingungs- 
gleichungen sind  die  3w  Coordinaten  x^  y,  z  der  n  Systempunkte 
nicht  alle  von  einander  unabhängig,  sondern  können  als  Func- 
tionen von  k^=Sn — m  Grössen  g,,  q^^  ...,  ?^  dargestellt  werden. 
Die  Bedingungsgleichungen  werden  dann  identisch  Null,  wenn 
in  ihnen  die  Grössen  x,  y,  z  durch  die  Grössen  q  ausgedrückt 
werden. 
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Denken  wir  uns  also  die  Coordinaten  der  Punkte  durch  die  q 
ausgedruckt,  so  wird 

CS  p\  pi 

Multipliciren  wir  dann  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 
**?*»  %«v<fei  und  summiren  durch  das  ganze  System  der  n  drei- 
gliedrigen Gruppen  solcher  Gleichungen  hindurch,  so  wird 


oder 


gesetzt   wird.    Da  die  Variationen  dq   von   einander   unabhängig 
sind,  so  zerfällt  diese  Gleichung  in  k  Gleichungen 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  nun  auf  eine  sehr  ein- 
fache Form  bringen.    Zunächst  geht  sie,  da 


wenn 


über  in 


,,  dx_d  (     ^a\  ___    ,  d    dx    . 
dq    ~  dt  V     dq)  ~di  dq  ' 

(  ,  d   dx^         ,  d    di/i  ^^  ,  d    dz,\ 
~r '"'  V'  dt  dq;  "^^'  dt  'dq.  "^  ^'  dt  d^J 


208 


Theoretische  Hechanik. 


Nun  ist  aber 

*: 

,       da. 
'^^dq. 

q\+- 

••+  dq. 

?; 

y: 

dy, 

dq, 

^'^  dq. 

q't+- 

,    dy, 
'^  dq. 

?i 

zl 

dzt 
dq, 

dq. 

?;+•• 

dz, 
dq. 

qU 

woraus 

folgt 

dq'.    ~ 

dxt, 
'  dq.' 

dy\ 

dcf. 

dy, 

dq.' 

dzl 
dq'.  ~ 

'  dq. 

sodass 

also 

dT 

dq'. 


wird,  wenn  wieder 


2T=2;m,(^['+y:'+z':) 


die  kinetische  Energie  T  des  starren  Systems  definirt. 


Weiter  ergiebt  sich,  da  die  Differentialquotienten 


dz^ 


dq,  '   dq,  ' 


-TT^  Functionen  der  Grössen  g  sind, 
dq,  ^ 


d   dx^  d^x^      , 

li'dY.~Hfiq,^' 

dt  dq,  dqfiq,  ?' 

d    dz,  ö*2,      , 

df  dq^    ~  dqdq,  ^' 


d*X,       , 

q 


dq.dq,^' 

dq.dq,  ^' 

d^._   , 
dqdq,  «' 


d'o!,      , di^ 

^dq,dqj^-  dq. 


dq,dq^ 


?;  = 


dyl 

dq. 


wonach 
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7    '\  '  dt  dq,       *'  dt  dq,  dt  dq, ) 


_  dT 

~  dq, 

wird.     Man  hat  also 

,,öy.    .  _„dzA         d  dT       dT 


f-('''t-^"l;--"t)= 


dq,  ^^'  dq.  ^^'  dqj  ~   dt  dq[        dq. 

und  hiermit  ergeben  sich  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  gege- 
benen starren  Systems  die  k  Gleichungen 

, .  ^  d   dT       dT        j^ 

In  dieser  Form  hat  Lagrange  bereits  im  Jahre  1788  in  der 
ersten  Ausgabe  der  Mecanique  analj  tique  die  Gleichungen  der  Be- 
wegung eines  unveränderlichen  Systems  dargestellt.  Sie  wird,  wne 
schon  erwähnt,  gewöhnlich  als  die  zweite  Lagrange'sche  Form 
der  Bewegungsgleichungen  bezeichnet.  Diese  Gleichungen  sind  also 
ohne  jede  weitere  Beschränkung  entwickelt  worden,  als  dass  die 
Bedingungsgleichungen  des  starreu  Systems  die  Zeit  t  nicht  expli- 
cite  enthalten  sollen. 

Existirt  eine  Kräftefunction   U^  besteht  also  die  Gleichung 


so  haben  wir  auch 


SU=£^-dq.  =  2:Q,dq., 
s    oq,     ^ 

d.  h. 

0  -^^ 

Vi  —  "ä —  • 
dq. 

Fuhren    wir   nun    statt    U  in    Gleichung  (A)    die  potentielle 
Energie  P  ein,  welche  nach  Kap.  I   durch  P= — U  definirt  ist, 

B«n,    Mechanik.  14 
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SO  haben  wir 


oder 


CB) 


d  dT      öT  _  _  dP 
dt  dq',       dq,  dq, 

d   dT         d(T—P) 


Seteen  wir 


dt  dq',  dq, 

dT  _ 
dq:   ~P" 


so  haben  wir  in 


^  ^^       ^'  ~  dqr       dt    ~~      dq, 

diejenige  Form  der  Bewegungsgleichungen,  von  welchen  Poisson 
im  Cahier  XV  des  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique  in  seinem  Auf- 
satze über  die  Variation  der  Constanten  ausgegangen.  Er  ist  dann 
in  dieser  Abhandlung  aber  zu  wichtigen  anderen  Formen  gelangt, 
welche  wir  wenigstens  noch  kurz  skizziren  wollen. 

Die  kinetische  Energie. 7^  ist  ist  eine  homogene  Function  zwei- 
ten Grades  der  Grössen  q\^  j',,  ...,  </I.  Die  Coefficienten  dieser 
Function  sind  Functionen  der  Grössen  q,.  Es  stellt  sich  also  jede 
Grösse  p  dar  als  lineare  homogene  Function  des  q[.  Aus  diesen 
k  Gleichungen,  die  also  die  Form  haben 

wo  ff  eine  lineare  homogene  Function  bedeutet,  lassen  sich  die  (/, 
bestimmen  als  lineare  Functionen  der  p,  also  in  der  Form 

wo  die  Coefficienten  der  linearen  Functionen  h  ebenfalls  von 
den  Grössen  q  abhängen.  ])iese  Ausdrücke  für  die  Grössen  q' 
wollen  wir  nun  in  die  zweite  Gleichung  (C)  einführen.  Die  Grösse 
P  wird  von  diaser  Transformation  nicht  berührt  werden,  da  sie 
nur  von  den  Grössen  q  abhängt.  Dagegen  wird  die  kinetische 
Energie  T  nunmehr  erscheinen  als  homogene  quadratische  Function 
der  Grössen  p  mit  Coefficienten,  die  von  den  q  abhängig  sind.  Man 
wird  also  erhalten 

■^  =  ^*(9n  ?2.  --M  </*;  Pi^Pi^  "^ypk), 
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und  die  2k  Gleichungen 

''Ja.^j,      il^  =  i  ,=,2     * 

dt         "      dt        '  ■'■■• 

werden  uunmehr  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  unveränder- 
lichen Systems  sein.  Dies  ist  die  erwähnte  Poisson'sche  Form 
der  Bewegungsgleichungen.  An  sie  lassen  sich  noch  viele  inter- 
essante Untersuchungen  anknüpfen,  die  wir  uns  jedoch  vei^sagen 
müssen,  hier  durchzuführen,  weil  sie  uns  zu  weit  von  unserem 
eigentlichen  Zwecke  ablenken  würden.  Es  möge  auf  den  ange- 
führten Poisson'sclien  Aufsatz  und  namentlich  auf  Jacobi's  Vor- 
lesungen über  Dynamik  verwiesen  sein. 

Erwähnt  sei  nur  noch  eine  Bemerkung,  die  man  an  die  Glei- 
chungen (C)  anknüpfen  kann.  Aus  diesen  erhellt  nämlich  sofort 
der  Satz: 

„Wenn  es  möglich  ist,  die  /*  unabhängigen  Grössen  q^ 
durch  die  die  Coordinaten  eines  unfreien  starren  Systems 
ausgedrückt  werden  können,  so  zu  wählen,  dass  eine  der- 
selben, 7,,  in  dem  Ausdruck  für  die  potentielle  Energie 
(also  in  der  Kräftefunction)  nicht  vorkommt,  und  dass 
zur  Darstellung  der  kinetischen  Energie  nicht  die  Varia- 
bein Qs  selbst,  sondern  nur  ihre  Differentialquotienten  q!, 
gebraucht  werden,  so  kann  man  immer  sofort  ein  Integral 
des  Systems  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  an- 

dCT—P) 

Keben.      Es    ist    nämlich   dann  — -  — , —  =  0,    also    auch 

oqs 

— ,--  =  0    und    somit    «,  =  const.    oder    was    dasselbe    ist 
(tt  ^ 

=  const.,  welche  Gleichung  das  betr.  Integral  ist." 


Dieser  Fall  tritt  bei  der  Anziehung  eines  materiellen  Punktes 
durch  ein  festes  Centrum  ein,  wie  Jacob i  a.  a.  0.  weiter  aus- 
führt. 

§7. 

Wenn  wir  in  den  Lagrange'schen  Gleichungen  für  P  wieder 
ü  einführen,  ferner  beachten,  dass  die  q[  in    U  nicht  vorkommen, 
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C\  TT 

also  ^-,  =  0  ist,  und  endlich 

T-\-U=f 

setzen,  so  werden  diese  Gleichungen 

d    df___df_  _ 
dt  dq[        dq. 

Diese  k  Gleichungen  sind  aber  die  nothwendigen  und  hinreichenden 

Bedingungen  dafür,  dass  die  Variation  des  zwischen  festen  Grenzen 

« 

^0,  t^  genommenen  Integrals   ifdi  verschwinde,  d.  h.  dass 

Sj  y(^9n?a»  •••,?*;  q\^q\,  .,.,q[)dt  =  {) 

oder 

S\\T+Ü)dt  =  {), 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Function  /  an  den  Grenzen  un- 
veriinderlich  gegeben  sei  und  dass  keiner  der  partiellen  DifTerential- 
quotienten  an  diesen  Grenzen  unendlich  werde.  Man  kann  somit 
folgenden  Satz  aufstellen: 

„Wenn  für  die  auf  ein  System  wirkenden  Kräfte  eine 
Kräftefunction  existirt,  und  wenn  die  Positionen  des 
Systems  für  die  Momente  t^  und  t^  fest  gegeben  sind,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Systems 
herleiten  aus 


SJ\T+U)dt^0, 


wo    T  die  kinetische  Energie    und   U  die  Kräftefunction 
bedeuten." 

Dieser  Satz,  welcher  das  Hamilton'sche  Princip  heisst,  gilt 
auch  dann  noch,  wenn  keine  Kräftefunction  besteht,  nur  ist  alsdann 
seine  obige  Form  lediglich  als  eine  symbolische  aufzufa.ssen  und  in 
Wirklichkeit  zu  ersetzen  durch 

\\dT-['dU)dt  =  0 
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Oller  basser  noch  durch 

wo  man  also  die  Elementarbeit  2(X^Sd\+Y^S^/^-hZ^6z^)  durch  U' 
bezeichnet  hat,  um  durch  das  Zeichen  dU  nicht  das  Missverständ- 
niss  zu  ermöglichen,  es  sei  dU=  2(Xt(hi\-hYtC/i/t+ZtdZt). 

In  der  That,  die  Grössen  Ar,  dy,  dz  sind  als  (unendlich  kleine) 
Functionen  der  Zeit  t  aufzufassen,  die,  da  für  ^  =  ^0  und  t=f^ 
die  Lagen  des  Systems  fest  gegeben  sind,  für  diese  Zeiten  ver- 
schwinden müssen.     Nun  ist 

~       '  Kdt     dt    ^  dt     dt    '^  dt     dt  ) ' 
Und  somit 

H  =  j\sT-{-U')dt 


^ 


~J  r''^'\~dr  ^~dr'^'~di'~dr'^~df~dr) 

+2(X,Sa;,-h  y;<Jy,+Z,J^O^  dt 
Nun  ist  aber 

/*  da    däx    ,  da    ^         f  d*a   ^    , 

J  -dT  -JT'^*  =  -dt  ^"^  -J  -d?-  *"'''• 

Die  Grössen  dx  etc.  verschwinden  an  den  Grenzen  t^^  t^\  führt  man 
daher  die  eben  angezeigte  partielle  Integration  bei  dem  Ausdruck 
für  dT  durch,  so  erhält  man 

f ''  Um,  f  ^  5lf  .  +  t-  -^  +  '?-  ^yi  dt 
J     V       '\  dt      dt  dt      dt  dt      dt  Ji 
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und  sumit  eiidlicli 

j\dT-hüyit 

weil  nach  dem  d'Alembert'schen  Princip  der  Ausdruck  unter  dem 
Integral  verschwindet. 

§«• 

Die  Lagrange 'sehen  Gleichungen  «gewähren  die  Möglichkeit, 
die  Frage  nach  der  Stabilität  eines  Gleichgewichtes  in  einfacher 
Form  zu  erledigen.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  auf  ein  starres 
System  wirkenden  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  ist 

welche  Gleichung  im  Falle  des  Hestehens  einer  Kräftefunction  auch 
so  geschrieben  werden  kann 

dU=0 

und  dann  gleichzeitig  die  Bedingung  daretellt,  dass  das  die  Arbeit 
der  Kräfte  (X^  Y,  Z)  in  dem  Intervall  von  ^„  bis  t^  darstellende 
Integral,  eben  Z7,  ein  Maximum  oder  Minimum  werde,  wobei  je- 
doch zu  beachten  ist,  dass  SU=0  zwar  eine  nothwendige,  aber 
keine  hinreichende  Bedingung  ist  für  das  Eintreten  eines  Maximums 
oder  Minimums  des  Integrals   U, 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  betrachten,  wo  aus  der  Bedin- 
gung dU=0  ein  Maximum  der  Function  U  folgt,  wo  also  für 
den  Zustand  des  Gleichgewichts  des  betreffenden  starren  Systems 
der  Werth  U^  der  Kräftefunction  grösser  ist,  als  für  jede  noch  so 
nahe  gelegene  andere  Position  des  Systems. 

Denken  wir  uns  nun  (la.s  System  um  ein  weniges  von  der 
Gleichgewichtslage  entfernt,  sodass,  wenn  die  Coordinaten  der  System- 
punkte von  der  Gleichgewichtslage  aus  gezählt  (in  dieser  also  gleich 
Null  gesetzt)  werden,  diese  (oordinaten  kleine  Grössen  sein  wer- 
den. Sind  sie  schon  auf  die  geringste  Anzahl  gebracht,  also  alle 
unabhängig  von  einander,  so  hal)en  wir  für  die  kinetische  Energie  T 
den  Ausdruck 
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\vu  die  Coefticienten  oa  FuiK'tioneii  der  Oimsen  7  sind,  von 
denen  wir  annehmen,  dass  sie  sich  nach  Potenzen  dieser  Variabein 
entwickeln  lassen.  Wenn  wir  dann  nur  die  niedrigste  vorkom- 
mende Potenz  der  hier  auftretenden  kleinen  Grössen  beibehalten, 
so  sind  die  variabelen  Theile  dieser  Entwickelungen  zu  unter- 
drücken, sodass  wir  die  aa  als  Constanten  betrachten  dürfen. 

Von  der  Kräftefunction  U  setzen  wir  gleichfalls  voraus,  dass 
sie  sich  als  Potenzreihe  der  Grössen  q  darstellen  lasse,  also,  wenn 
mit  dem  Index  ü  auf  den  Ausgangswertli  der  mit  ihm  behafteten 
(irösse  hingewiesen  wird,  in  der  Form  erscheine*) 

Glieder  höherer  Ordnung. 


Die  sämmtlichen  Differentialquotienten  I   ^ —  1    verschwinden  aber, 

da  sie  sich  ja  auf  die  Gleichgewichtslage  des  Systems  beziehen. 
Es  ist  daher,  wenn  wir  mit  Rücksicht  darauf,  dass  in  den  La- 
grange'schen  Gleichungen  die  Summe  T+U  vorkommt,  mit  2 
multipliciren 

wo  wieder,  wie  oben,  alle  Glieder  von  höherer  Ordnung  als  der 
zweiten  unterdrückt  sind. 

Wenden    wir    nun    auf    die  Variabein    q    eine    lineare    Sub- 
sstitution  an 

so  gilt  auch 

Werden  diese  beiden  Substitutionen  gleichzeitig  ausgeführt,  so  ist 
es  immer  möglich,  die  ihrer  Natur  nach  stets  positive  Function  T 
nberauführen  in  die  Form 

*)  Es  ist  hier  wieder  angenommen,  dass  der  Satz  von  der  Krhaltung  der 
Energie  gilt,  dass  in  C  also  weder  die  Zeit  explicite,  noch  die  Differential- 
quotienten der  g  vorkommen. 
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während  sich  zugleich  für   ü  die  Darstellung  ergiebt 

WO  also  in  beiden  Functionen  die  Producte  der  Grössen  j)'  und  j^ 
mit  ungleichen  Indices  nicht  mehr  vorkommen;  und  wo  die  c  Con- 
stanten sind.  Soll  nun,  wie  angenommen,  U^  ein  Maximum  der 
Function  U  sein,  so  müssen  die  Coefficienten  c  sämratlich  negativ 
sein.  Denn  wenn  nur  einer  von  ihnen  positiv  wäre,  etwa  c,,  unu' 
man  ertheilte  dem  in  Ruhe  befindlichen  System  eine  kleine  Be- 
wegung, bei  der  nur  die  Coordinate  />,  variirt,  so  würde  folgen 

CS  würde  also  ü  in  einer  andern,  der  Gleichgewichtslage  benach- 
barten, Lage  einen  grösseren  Werth  haben,  wie  in  jener;  U,^  also 
kein  Maximum,  d.  i.  U  in  der  Gleichgewichtslage  nicht  grösser  sein, 
als  in  jeder  benachbarten  Lage. 

Stellen  wir  nun  die  Lagrange'schen  Gleichungen  auf 

d_dT_  ^    d(T-hU) 
dt    dp'g  dp,         ' 

so  werden  diese  hier 

d'p, 
—^  =  c,p,==.—Y,p,, 

wo  Ys  eifie  positive  Zahl  bedeutet.  Das  Integral  dieser  Glei- 
chung ist 

Ps  =  M  sin(yy,(t  —  tj), 

wo  M  eine  Constante  ist  und  die  zweite  Coiistante  durch  die  Be- 
merkung bestimmt  wurde,  dass  p,  für  t  =  t^  verschwindet. 

„Wenn  also  die  Kräftefunction  ü  für  eine  Gleichge- 
wichtslage eines  starren  Systems  ein  Maximum  ist,  so 
werden,  wenn  man  das  System  durch  eine  kleine  Bewe- 
gung aus  jener  Lage  entfernt,  die  seinen  jedesmaligen 
Ort  bestimmenden  unabhängigen  Grössen  niemals  im 
Laufe  der  Zeit  beliebig  anwachsen  können,  das  System 
wird  sich  also  niemals  weit  von  seiner  Gleichgewichts- 
lage entfernen,  sondern  immer  in  (durch  geeignete  Be- 
stimmung von  M)  beliebig  eng  zu  ziehenden  Grenzen  um 
dieselbe  oscilliron.'* 
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Eiü  Gleichgewicht  dieser  Art  wird  als  ein  stabiles  bezeichnet. 

Ist  die  Kräftefunction  in  der  Gleichgewichtslage  ein  Minimum, 
so  zeigt  man  wieder,  in  derselben  Weise  wie  vorhin,  dass  jetzt  alle 
(irösseu  c  positiv  sein  müssen.  Dann  hat  man  für  die  p^  die  Diffe- 
rentialgleichung 

und  es  ist  jetzt  deren  Integral  eine  Exponentialfunction 

Die  Coordinaten  können  also  jetzt  mit  der  Zeit  jeden  beliebig 
grossen  Werth  annehmen,  d.  i.  das  System,  einmal  aus  seiner 
Gleichgewichtslage  entfernt,  wird  niemals  in  dieselbe 
zurückkehren.  Diese  Art  des  Gleichgewichtes  wird  als  labiles 
Gleichgewicht  bezeichnet. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  einige  der 
Grössen  c  positiv,  andere  negativ  sind.     Seien  daher 


•  5     'V  '     •   •   •  5     '*' 


eine  beliebige  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  ...,  x;  seien  ferner 
Cr^,  Cr^,  '^.,Cr^  positiv,  dagegen  Cr^^^,  %+2'  •••»  ^'•n  negativ.  Dann 
wird,  wenn  wir  den  Körper  aus  einer  Gleichgewichtslage  durch  eine 
Bewegung  entfernen,  bei  der  nur  die  Coordinaten  pr,  Pr.,  ..-,  }>,■ 

sich  ändern,  er  niemals  in  die  Anfangslage  zurückkehren,  jenes 
Gleichgewicht  also  labil  sein.  Andererseita  sieht  man  ein,  dass, 
wenn  die  dem  Körper  erth eilte  Bewegung  nur  die  Coordinaten 
P^u-^i^  Vrftj^.^i'i  •■•>  Pr^  geändei-t  hätte,  jenes  Gleichgewicht  den  Cha- 
rakter eines  stabilen  gehabt  hätte.  Wenn  die  Coefiicienten  so  be- 
schaffen sind,  wie  wir  eben  annehmen,  so  wird,  trotz  der  Bedin- 
gung Ji7=0,  Vq  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sein. 
In  diesem  Falle  ist  also  das  durch  dU=0  gegebene  Gleichgewicht 
des  Körpers  so  beschaffen,  dass  es  für  einige  Bewegungen  des  Kör- 
pers stabil  für  andere  dagegen  labil  ist.  Es  heisst  daim  ein  neu- 
trales Gleichgewicht. 

§9. 
Der  Satz,  dass  für  JC/=0,  f7=  Maximum,  das  Gleichgewicht 
eines  starren  Körpei-s  stabil  sei,  kann  auch  direct  aus  dem  Satz 
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für  ilii'  Erhaltung  ilor  Encrj^io  horireloitet  werden  und  Lagrange 
und  Andere  haben  dies  auch  gothan.  Die  Beweise  Hessen  aber 
alle  die  erforderliche  Strenge  vermissen,  bis  Dirichlet  im  32.  Band 
des  Journals  f.  Mathem.  (pag.  30)  eine  exacte  Darstellung  der  Sache 
gab.  AVir  nehmen  wieder  an,  tlass  das  Problem  auf  die  kleinste 
Anzahl  unabhängiger  Variabelu  zurückgeführt  sei.  die  wir  mit 
?i5  9'i^  •••?  y*  bezeichnen.  Das  Maximum  der  Function  möge  ein- 
treten, wenn  sämmtliche  Coordinaten  q  Null  sind,  d.  h.  wir  zählen 
die  Werthe  dieser  Grössen  wieder  von  der  Gleichgewichtslage  aus. 
Da  ferner  im  Satze  der  Erhaltung  der  Energie 

T-  t;  =  u- 1\ 

nur  das  Aggregat  U — {/„  vorkommt,  so  kanu  der  Function  U  auch 
eine  beliebige  Constante  zugefügt  werden,  durch  deren  geeignete 
Wahl  man  erreicht,  dass  der  Maximalwerth  von  U  die  Null  ist. 
Es  lässt  sich  nun  die  obige  Gleichung  so  schreiben 

wo  7^j"\  q^\  ...,  7^'^   und  T^  zusammengehörige  AV^erthe  siud  und 

wo   U  =  Maximum  füi*  cy,  =0,  ^a  =  0,  . .  . ,  q^  =  0. 

Da  nun  jeder  Nachbarwerth  des  Maximums  negativ  sein  wird, 
so  lassen  sich  immer  x  Grössen  £«  so  bestimmen,  dass  für  jedes 
System  der  5^,,  für  welches 

^(9n  'A'  •••'  ^0  ^^^^^  negativ  wird,  ausgenommen  den  Fall,  wo  die 
Grössen  </,  alle  der  Null  gleich  werden.  Das  Eintreten  dieses  Aus- 
nahmefalles wird  indessen  vermieden,  wenn  wir,  was  geschehen 
soll,  immer  nur  solche  Werthsysteme  der  q  in  Betracht  ziehen,  bei 
denen  stets  wenigstens  ein  q  den  Betrag  seiner  Grenze  e  erreicht. 
Sei  nun  von  allen  diesen  negativen  Werthen  der  Function  U  der- 
jenige, dessen  absoluter  Betrag  am  kleinsten  ist,  mit  —  n  bezeichnet. 
Wenn  dann  die  Grössen  q  numerisch  unter  ihren  Grenzen  e  bleiben 
und  zugleich  so  angenommen  werden,  dass 

-f7(<,f",#,...,y(;'))H-r„<:./, 

dann  wird  überhaupt  im  Laufe  der  Bewegung  keine  der  Variabein 
ihre  Grenze  überech reiten.  Fände  nämlich  ein  solches  Ueber- 
schreiten  statt,    so  müsste,    da  die  Grössen  q  als  stetige  Grossen 
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vorauszusetzen  sind,  zuerst  zwischen  einer  oder  mehreren  dieser 
Grössen  Gleichheit  mit  den  l)etr.  Grenzwerthen  eintreten,  wäh- 
rend die  übrigen  q  unter  ihren  Grenzen  verblieben.  Für  diesen 
Moment  würde  dann  aber  der  (negative)  Werth  von  U  numerisch 
grösser  als  u  sein,  d.  h.  es  würde 

was  aber  unmöglicii  ist,  da  dieser  Ausdruck  gleich  jT,  einer  wesent- 
lich positiven  Function,  sein  muss. 

Die  GrövSsen  q  überschreiten  also  ihre  Grenzen  wirklich  nicht 
und  das  Gleichgewicht  ist  somit  stabil.  Auch  die  Geschwindig- 
keiten V  können  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten,  denn  da  das 
Maximum  von  U  Null  ist,  so  hat  man 

Endlich  sehen  wir  auch  hier  wieder,  daiis  die  Grenzen  für  die 
V^ariabilität  der  Grösse  q  und  der  Geschwindigkeiten  beliebig  eng 
gezogen  werden  können,  denn  wir  können  die  Zahlen  e  beliebig 
klein  annehmen. 


Kapitel  XI. 
Yon  der  potentiellen  Energie. 

§1. 
Im  Rahmen  der  BalTschen  Theorie  ist  es  immer  möglich, 
auch  bei  den  allgemeinsten  Untersuchungen,  mit  dem  Begriti'  der 
allgemeinen  Coordinaten  eines  starren  Systems,  den  k  unabhängigen 
Variabein  des  vorigen  Kapitels,  ganz  bestimmte  Vorstellungen  zu 
verbinden.  Betrachten  wir  z.  B.  einen  starren  Körper  mit  Freiheit 
/.ten  Grades,  der  unter  der  Einwirkung  eines  beliebigen  Systems  von 
Kräften  steht  von  der  Art,  wie  wir  sie  in  diesem  Werke  überhaupt 
nur  betrachten  wollen.  (Kap.  II  §  8.)  Mit  O  wollen  wir  kurz 
eine  Lage  des  Körpers  bezeichnen,  in  der  er  unter  dem  Einfluss 
der  gegebenen  Kräfte  in  Ruhe  verharrt.    Aus  dieser  Lage  entfernen 
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wir  den  Körper  durch  eine  Windung  von  der  (kleinen)  Amplitude 
y  um  eine  Schraube  ^,  welche  dem  den  Freiheitsgrad  des  Körpers 
charakterisirenden  Schraubensystem  k^^^  Stufe  angehört.  Die  hier- 
durch erreichte  Lage  des  Körpers  sei  /*;  die  bei  der  Bewegung  ge- 
leistete Arbeit  werde  mit  U  bezeichnet,  wo  die  Kräftefunction  U 
mit  der  potentiellen  Energie  V  also  in  der  Beziehung  steht 
£7+  V=  0.  Dabei  können  wir,  wie  im  vorigen  Kapitel  schon  ge- 
legentlich erwähnt,  den  Werth  von  U  für  die  Anfangslage  unbe- 
schadet der  Allgemeinheit  gleich  Null  setzen,  was  darauf  hinaus- 
kommt, dass  wir,  ohne  Rücksicht  auf  den  vorherigen  Zustand  des 
Körpers,  die  Betrachtung  desselben  erst  in  dem  Momente  beginnen, 
wo  er  die  Lage  0  einnimmt. 

Es  ist  nun,  bei  der  Natur  der  hier  vorkommenden  Kräfte,  der 
Werth  von  U  oder  V  in  der  Lage  P  unabhängig  von  dem  Wege, 
auf  dem  der  Körper  von  O  nach  P  gelangt  ist.  Daher  wird  V 
sich  darstellen  lassen  als  eine  Function  der  Coordinaten  des  Kör- 
pers in  der  Lage  P,  deren  Coefficienten  constante  Grössen  sind, 
lieber  die  Wahl  dieser  Coordinaten  haben  wir  uns  noch  schlüssig 
zu  machen.  Die  einfachste  Wahl  wird  die  sein,  wonach  als 
Coordinaten  genommen  werden  die  Coordinaten  der  Windung,  durch 
welche  die  Ueberführung  des  Körpers  von  0  nach  P  bewirkt 
wurde.  Im  Allgemeinen  kommen  wir  so  auf  sechs  Coordinaten, 
aber,  wenn  k  von  den  Coordinatenschrauben  aus  dem  die  Freiheit 
des  Körpers  definirenden  System  k^^  Stufe  ausgewählt  werden,  so 
werden  k  Coordinaten  hinreichen  zur  völligen  Beschreibung  der 
Bewegung  des  Körpers.  Diese  Coordinaten  (der  Windung  um  x^) 
werden,  unserem  Gebrauche  gemäss,  durch  d-\^  ^g,  ...,  ^  zu  be- 
zeichnen sein. 

Als  Function  dieser  Grössen  wird  sich  also  V  dai*stellen  lassen, 
und  zwar,  da  wir  dieselben  immer  als  kleine  Grössen  ansehen,  in 
Form  einer  Potenzreihe: 

4-  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung. 

Von  der  Grösse  JI  =  V^  ist  schon  angenommen,  dass  sie  Null  sei; 
ebenso  sind  auch,  wie  in  Kapitel  X  §  8,  die  Coefficienten  der  ersten 
Potenzen  der  Coordinaten  Null.    Es  ist  also,  wenn  wir  Grössen  von 
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häherer  als  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigen, 

v=F(i^\,iy'„...,H\, 

WO  der  Index  2  an  der  Klammer  anzeigt,  dass  unter  F  eine 
homogene  quadratische  Function  ihrer  Argumente  soll  verstanden 
werden. 

§2. 

Wenn  der  Körper  in  die  Lage  P  gelangt  ist,  wird  das  auf  ihn 
wirkende  Kräftesystem  im  Allgemeinen  nicht  mehr  im  Gleichge- 
wichte sein.  Wir  können  sagen,  dass  durch  die  Windung  um  ^ 
eine  Dyname  hervorgerufen  worden  sei.  Die  Coordinaten  dieser 
üyname,  oder,  genauer  noch,  die  Coordinaten  der  äcjuivalenten  re- 
ilucirten  Dyname  auf  einer  Schraube  des  die  Freiheit  des  Körpers 
«lefinirenden  Systems  k^^  Stufe,  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  der 
Function  V  bestimmen. 

W^enn  die  Lage  0  des  Körpers  eine  Lage  stabilen  Gleichge- 
wichts war,  so  hat  bei  dem  Uebergang  von  O  nach  P  die  poten- 
tielle Energie  zugenommen,  da  in  jener  Lage  V  ein  Minimum  ist. 
Möge  nun  durch  die  Bewegung  um  ^  eine  reducirte  Dyname  auf 
einer  Schraube  y  des  Systems  k^''''  Stufe  hervorgerufen  werden. 
W^ir  verschieben  den  Körper  nach  einer  zu  P  unendlich  nahen 
Lage  P\  sodass  seine  Coordinaten  in  P'  dargestellt  werden  durch 

Die  potentielle  Energie  V  in  der  Lage  P'  ist 

dV  dV 

wo  also  die  di^x  kleine  Grössen  von  einer  höheren  Ordnung  als 
die  ^i  sind.  Die  bei  der  Verschiebung  des  Körpers  von  P  nach 
P'  geleistete  Arbeit  ist  V — U=  — (F' —  F).  Wenn  die  Schraube 
der  gesuchten  reducirten  Dyname  i^  heisst,  so  sind  ?//,  r/^^  ...,  y'^ 

die  Coordinaten  der  Dyname,  d.  h.  ihre  Componenten  auf  den  k  Co- 
ordinatenschrauben.  Die  Arbeit  dieser  k  Dynamen  in  Bezug  auf 
die  k  Wendungen  um  die  Coordinatenschrauben,  mit  den  Ampli- 
tuden S^k,  muss  nun  gleich  dem  eben  ang^ebenen  Ausdruck  der 
Arbeit  für  die  Bewegung  von  P  nach  P'  sein.     Die  Coordinaten- 
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schrauben  .sind  aber  coreciprok,  daher 

SV  dV  dV 

Da  diese  Gleichung  für  jede  beliebige  Verschiebung  des  Kör- 
pei*s  nach  einer  zu  P  unendlich  nahe  gelegenen  Position  P' 
gelten  muss,  und  da  die  Siy'k  von  einander  unabhängig  sind,  so 
zerfällt  sie  in  die  k  Gleichungen 

^       ,,  dV 

oder 

1     6  V 

Diese  Dai*stellung  der  reducirten  Dyname  ist  also  ganz  analog  der 
Darstellung  der  Kraftcomponenten  in  der  elementaren  Mechanik 
für  den  Fall  des  Bestehens  einer  Kräftefunction,  wie  wir  denn 
auch  obige  Gleichungen  mit  der  Kraftfunction  U  so  schreiben 
können 

„Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  beliebigen 
Grades  aus  einer  Gleichgewichtslage  durch  eine  Windung 
entfernt  wird,  deren  Coordinaten,  nach  den  Fundamental- 
schrauben genommen,  ^',,  i/,,  ...,  {>[  sind,  und  wenn  V 
die  potentielle  Energie  bedeutet,  so  w^erden  die  Coordi- 
naten der  durch  die  Windung  hervorgerufenen  reducirten 
J)yname  bezüglich  der  Fundamentalschrauben  gefunden, 
wenn  man  die  negative  potentielle  Energie  nach  den  Co- 
ordinaten der  Windung  ^  partiell  differcntiirt  und  durch 
i\i^\\  doppelten  Parameter  der  entsprechenden  Fundamen- 
talschraube dividirt." 

An  dieser  Stelle  möge  eine  Bemerkung  Platz  finden,  die  an 
Kap.  IX  §  17  anknüpft.  Dort  hatten  wir  die  Coordinaten  der  re- 
ducirten impulsiven  Dyname  bastimmt,  die  dem  Körper  bei  der 
Windung  um  eine  Schraube  ^  die  kinetische  Energie  ertheilt.  Da- 
bei sind  die  Coordinaten  auf  die  Ilauptträgheitsschrauben  des  Kör- 
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pers  bezogen  worden.     Es  fand  sich 


„        M»'.u! 


n.  =  — 


P 


also 


r=iV(Mji^','-i— •4-m?^!'h — hM'^^)' 


womit  wir  fiir  die  Coordinaten  dieser  Dynamo  eine  ähnliche  Dar- 
stellung finden,  wie  für  die  oben  betrachtete 

"  ~  '2p.  aiy;  ' 

§3. 

Eine  AVindung  um  eine  Schraube  i>  möge  eine  Dyname  auf 
einer  Schraube  r^  hervorrufen;  und  ebenso  eine  Windung  um  eine 
Schraube  y  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  t  veranlassen. 

Wenn  dann  iy  reciprok  ist  zu  f,  so  lä'sst  sich  beweisen,  dass 
auch  if  reciprok  ist  zu  n]. 

Die  Bedingung  fiir  die  Reciprocit«it  von  ^  und  C  ist 

die  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Coordinaten  einer  Windung 
sowohl,  wie  die  einer  Dyname  den  Coordinaten  der  resp.  Schrauben 
proportional  sind,  auch  so  Schreiben  lässt 

Es  ist  aber  im  vorigen  Paragraphen  gefunden  worden 
„  _  _    1      dV^  „  _  _    \      dKp 

wo    l\  die  bei  der  durch  (<f[,  (f\,  ...,  ^[)  angedeuteten  Bewegung 

verbrauchte  Energie  bedeutet,  sodass  die  Reciprocitätsgleichung 
für  0-  und  f  nun  in  der  Form  erscheint 

Xun  ist  aber   V^^.  eine  homogene  quadratische  Function  der  Coor- 
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(linaten  (f\,  y'j,  ....  9>L,  für  die  wir  nach  §  1  schreiben  werden 

Wir  erhalten  also 

dV 

Damit  wird  nun  endlich  die  Reciprocitätsgleichung  für  0-  und  C 

Dies  können  wir  noch  so  stellen: 

woraus  erhellt,  dass  wir  es  mit  einer  symmetrischen  Function  der 
y  und  (p'  zu  thun  haben,  sodass  wir  also  sehen,  dass  wir  zu  ganz 
dem  gleichen  Resultate  gekommen  wären,  wenn  wir  dieselbe  Reihe 
von  Transformationen  auf  die  Gleichung  der  Reciprocitat  zwischen 
<p  und  tj  angewandt  hätten.  Die  eine  Reciprocitat  ist  also  eine 
nothwendige  Folge  der  anderen,  wie  behauptet  wurde. 

Zwei  Schrauben  dieser  Eigenschaft  nennt  Sir  R.  Ball 
conjugirte  Potential  seh  rauben. 

Die  Bedingung  für  das  Bestehen  dieser  Eigenschaft  kann  als 
Function  der  Coordiuaten  der  Schrauben  ^  und  (f  ausgedrückt 
werden,  wenn  man  wieder  setzt 

wodurch  wird 

Wenn  die  Schraube  ^  gegeben  ist,  so  kann,  in  gewissem 
Sinne,  das  Schraubensystem  fünfter  Stufe,  welches  alle  zu  i^  reci- 
proken  Schrauben  enthält,  als  der  „Ort"  der  Schraube  y  auge- 
sehen werden.  Alle  diejenigen  Schrauben,  deren  jede  mit  9  ein 
Paar  conjugirter  Poteutialschrauben  bildet  —  oder  wie  wir,  ob- 
gleich weniger  kurz,  auch  sagen  wollen:  zu  ^  in  Bezug  auf  das 
Potential  conjugirt  sind  —  und  welche  zugleich  dem  System  (' 
X*"  Stufe    angehören,    welches    die    Freiheit    des    starren    Körpers 
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(Icfiiiii-t,  bilden  ihrorseits  ein  Schraubensystem  der  (k — 1)**"  Stufe. 
Denn  zunächst  genügen  sie  den  6 — /•  Bedingungen,  durch  welche 
C  gegeben  wird,  während  noch  hinzutritt  die  Bedingung,  dass  sie 
reciprok  sind  zu  i].  Aber  alle  Schrauben,  welche  reciprok  sind  zu 
7 — k  Schrauben,  bilden  ein  System  (k — 1)'"  Stufe. 

Der  Leser  wird  bereits  die  Analogie  bemerkt  haben,  welche 
besteht  zwischen  den  conjugirten  Trägheitsschrauben  und  den 
conjugirten  Potentialschrauben.  Aber  es  muss  doch  wohl 
l)eachtet  werden,  dass  ein  wesentlicher  Unterschied  zwischen  beiden 
besteht:  dass  nämlich  die  ersteren  lediglich  Bezug  haben  auf  innere 
Eigenschaften  des  Körpers  selbst,  insofern  sie  nämlich  nur  von  der 
Massen verthcilung  in  diesem  abhängen,  während  die  letzteren  von 
extensiver  Bedeutung  sind,  abhängig  von  den  Kräften,  deren 
Wirkung  der  Körper  unterliegt. 

§•4. 
„Die  Analogie  der  hier  betrachteten  Schrauben  mit 
den  conjugirten  Trägheitsschrauben  geht  noch  weiter.  Es 
lassen  sich  für  einen  starren  Körper  mit  Freiheit  k^^'^  Gra- 
des stets  k  und  nur  k  Schrauben  so  angeben,  dass  eine 
Windung  um  eine  dieser  Schrauben  immer  eine  reducirte 
Dvname  auf  dieser  Schraube  selbst  hervorruft." 

■ 

Solche  Schrauben  werden  als  Hauptpotentialschrau- 
ben bezeichnet. 

Sei  a  eine  solche  Schraube,  so  bestehen  nach  §  2  die  k  Glei- 
chungen : 

1     dV^ 


a 


2ps    da!, 
Entwickeln  wir  hier  F«  und  beachten  wieder  die  Relationen 


a'J  =  a'Uts,     a',  =  a'a,. 


so  orgeben  sich  hieraus  die  k  Gleichungen 

«i(^ii+  -f-Pi)  -Htta^riH hat, An  =  0 

Btill,    Moclianik. 


15 
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Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich   durch  Elimination  der  Grössen 

a^,  «j,  ...,  Ok  eine  Gleichung   A*^*^"  Grades    für   -7-,  und  zwar  in 

Form  einer  Determinante.  Es  ist  dies,  nur  eben  allgemeiner,  die- 
selbe Gleichung,  wie  die  bei  der  Hauptaxentransformation  der 
Oberflächen  2.  Ordnung  und  vielen  anderen  Problemen  auftretende. 
Sie   hat  bekanntlich  lauter  reelle  Wurzeln.     Substituirt  man  die 

so  gefundenen  Werthe  k  des  Verhältnisses  —7-  in  die  oben  aufge- 
stellten linearen  Gleichungen,  so  wird  man  hiernach  die  Coordi- 
naten  der  k  Hauptpotentialschrauben  bestimmen  können. 

Diese  k  Schrauben  sind  coreciprok.  In  der  That,  sei  S 
eine  Hauptpotentialschraube  und  möge  eine  Windung  um  eine 
Schraube  ^  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  1/  hervorrufen.  Dann 
geht  aus  §  B  hervor,  dass,  wenn  i>  reciprok  ist  zu  S,  auch  tj  reci- 
prok  zu  S  sein  muss.  Sind  nun  S,,  S.^.  ...,  S^  die  k  Haupt- 
potentialschrauben, so  sei  Ta-  diejenige  Schraube  des  Systems,  die 
zu  S,,  <S,,  ...,  Sk-i  reciprok  ist  (Kap.  IX  §  15).  Wenn  dann  der 
Körper  durch  eine  Windung  um  Tk  eine  Lagenveränderung  er- 
fährt, so  wird  die  hierdurch  hervorgerufene  Dyname  auf  einer 
Schraube  liegen,  die  reciprok  ist  zu  Ä,,  Sj,  ...,  Sjt_i.  Aber  Tk 
ist  die  einzige  Schraube  des  Systems,  welche  diese  Eigenschaft  be- 
sitzt. Daher  muss  also  eine  Windung  von  7i  eine  Dyname  auf 
Tk  hervorrufen,  d.  h.  7i  muss  eine  Hauptpotentialschraube  sein. 
Aber  es  giebt  nicht  mehr  als  k  solcher  Schrauben.  Daher  muss 
Tk  zusammenfallen  mit  Sk  und  muss  also  Sk  reciprok  sein  zu 
Ä,,  Sj,  ...,  Sk-i.  Da  die  Reihenfolge,  nach  der  wir  die  Schrauben 
S  geordnet  haben,  völlig  willkürlich  war,  so  gilt  das  für  /Sit  Be- 
wiesene für  jede  andere  Hauptpotcntialschraube  ebenso. 

§5. 

Die  bei  einer  Windung  (mit  der  kleinen  Amplitude.«')  eines 
starren  Körpers  um  eine  Schraube  a  verbrauchte  potentielle  Energie 
kann  in  der  Form 

dargestellt  werden.  Erinnert  man  sich  nämlich  wieder  der  Relationen 
a'u,  =  a[  und  transformirt    durch    sie    den   Ausdruck  für    F«,    so 
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kann  man  setzen 

Fvl  =  ^M«?H hA^^al'^2A^^a^a^-] h2^,„„«;„anH , 

wo  F  eine  Constante  und  v«  eine  der  Schraube  a  zugeordnete 
Liniengrösse  (Strecke)  ist,  die  abhängt  von  den  Coordinaten  der 
Schraube  a  und  den  Coefücienten  der  Entwicklung  der  Function  V. 
Der  wesentliche  Bestandtheil  der  Grösse  F  ist  die  Masse  des 
Körpers. 

Diese  Strecke  j?«  kann  zusammengestellt  werden  mit  der  oben 
eingeführten  Strecke  w«.  Beide  hängen  von  den  Coordinaten  von 
a  ab,  die  letztere  ausserdem  aber  nur  noch  von  der  Massen ver- 
theilung  in  dem  Körper.  Endlich  kann  mit  diesen  beiden  Strecken 
noch  der  Parameter  pa  verglichen  werden,  der  ebenfalls  von  den 
Coordinaten  von  a  abhängt,  aber  allein  von  diesen,  also  eine  rein 
geometrische  Grösse  ist,  während  die  anderen  noch  Functionen 
physicalischer  Bedingungen  sind. 

Wenn  nun  ein  starrer  Körper  eine  Windung  um  eine  Haupt- 
potentialschraube a  ausführt,  so  wird  die  Intensität  der  hervorge- 
rufenen Dyname,  die  auf  derselben  Schraube  wirkt,  nach  Obigem 
gegeben  durch 

"    ~        2pa    da' 
AVir  setzen  aber   F«  =  Fa'  t?2»  daher 

woraus  wir  den  Satz  ziehen: 

„Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  X'*"  Grades 
aus  einer  Gleichgewichtslage  entfernt  wird  durch  eine 
Windung  um  eine  Schraube  a,  deren  Coordinaten  in  Be- 
zug auf  die  Hauptpotentialschrauben  resp.  sind  «,,  «,,  ..., 
«A,  dann  sind  die  Coordinaten  der  durch  die  AVindung 
hervorgerufenen  Dyname  beziehlich  proportional  den 
Grössen 

v]  vi  vi 


Pi  P2     '  Pk 

wo  die  Grössen  i\  und  pt  die  Werthe  der  Strecke  v  und 
des  Parameters  für  die  i*^  Hauptpotontialschraube  sind." 

15* 
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Damit  lässt  sich  nun  auch  die  Bedingung .  dass  zwei  Schrau- 
ben ^,  (f  conjugirte  Potcntialschrauben  sein  sollen,  leicht  aus- 
drücken. Denn  es  muss  dann  ^  reciprok  sein  zu  der  Schraube, 
deren  Coordinaten  proportional  sind  den  Grossen 

v\  v\  vi 


Pl  Pt  Pk 

sodass  sich  die  gesuchte  Bedingung  ergiebt  in  der  Form 

Die  potentielle  Energie  wird  dargestellt  durch  den  einfachen  Aus- 
druck 

V  =  F(v\  a!'^v\  <H h  vi  <'). 

Wenn  die  Function  V  proportional  ist  dem  Producte  aus  dem 
Parameter  der  Schraube,  um  die  der  starre  Körper  eine  Windung 
ausführt,  in  das  Quadrat  der  Amplitude  dieser  Windung,  so  wird 
jede  Windungsschraube  zusammenfallen  mit  der  Schraube  der 
durch  die  Windung  hervorgerufenen  Dyname. 

§6- 

Die  Ä  Hauptpotentialschrauben  eines  starreu  Körpers 
von  Freiheit  A-**"  Grades  l)ilden  eine  eindeutig  bestimmte 
Gruppe,  da  sie  sowohl  coreciprok,  als  auch  in  Bezug  auf 
das  Potential  conjugirt  sind,  und  somit  15-hlo  =  30  Be- 
dingungsgleichungen erfüllen,  also  die  volle  Anzahl  der 
zu  einer  vollständigen  Bestimmung  von  sechs  Schrauben 
erforderlichen  Bedingungen. 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  dass  die  potentielle  Energie  stets 
durch  eine  Summe  von  k  Quadraten  dargestellt  werden  kann,  so- 
bald sie  auf  irgend  welche  Gruppe  von  k  conjugirten  Potential- 
schrauben bezogen  wird. 

Die  Energie,  welche. verbraucht  wird,  wenn  man  den  starren 
Körper  durch  eine  Windung  von  der  Amplitude  ^  aus  einer 
Gleichgewichtslage  0  in  eine  benachbarte  Lage  P  überführt,  ist 
nach  §5  dargestellt  durch  Fv'f^*)-".    Dal)ei  wird  auf  einer  Schraube 

11  eine  Dyname  hervorgerufen.  Wenn  wir  nun  annehmen,  der 
Körper  werde  durch   eine   neue   Windung  von    der  Amplitude  (// 
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aus  der  Lage  P  in  eine  anilere  übergefühil,  so  wird  es  im  Allge- 
meinen nicht  gestattet  sein,  anzunehmen,  dass  die  bei  der  zweiten 
Bewegung  verbrauchte  Energie  ebenfalls  noch  proportional  sei  dem 
Quadrate  der  Amplitude  der  Windung.  Denn  wir  haben  jetzt 
noch  die  Arbeit  der  Dyname  auf  l^  in  Betracht  zu  ziehen,  durch 
welche  die  potentielle  Energie  jedenfalls  modiiicirt  wird.  Wenn 
nun  aber  r^  reciprok  ist  zu  y,  so  wird  also  eine  Dyname  auf  iq 
keine  Arbeit  leisten  bei  einer  Windung  des  Körpers  um  y,  sie 
wird  also  die  potentielle  Energie  nicht  beeinflussen. 

Daher: 

„Wenn  '&  und  (j  zwei  conjugirte  Potentialschrauben  sind,  so 
wird  die  dadurch  erzeugte  potentielle  Energie,  dass  man  dem  Körper 
zuerst  eine  Windung  mit  der  Amplitude  ^'  um  eine  Schraube  ^ 
und  darauf  eine  Windung  mit  der  Amplitude  q'  um  eine  Schraube 
y  ertheilt,  dargestellt  werden  durch: 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  wie  mau  weiter  geht,  um  die  auf- 
.Kestellte  Behauptung  völlig  zu  erweisen.  Durch  Zufügen  einer 
dritten  Schraube,  die  sowohl  zu  i>,  wie  zu  ff  in  Bezug  auf  das 
Potential  conjugirt  ist,  dehnt  man  die  Darstellung  von  V  auf  den 
Fall  dreier  Schrauben  aus.  Nimmt  man  eine  vierte,  zu  den  vor- 
handenen drei  in  Bezug  auf  das  Potential  conjugirte  Schraube  und 
Hihrt  so  fort,  so  erlangt  maji  zuletzt  eine  Darstellung  von  V  als 
Summe  von  k  Quadraten,  bezogen  auf  k  Schrauben,  von  denen  jedes 
Paar  einander  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  das  Potential. 


Kapitel  XII. 

Harmonische  Sehranben. 

§1. 

In  Kapitel  IX  sahen  wir,  dass  jeder  Schraube  ^  eines  Systems 
Ä*«'  Stufe  eine  Schraube  X  desselben  Systems  in  ganz  bestimmter 
W^eise   entspricht.     Die  Beziehung  beider   Schrauben  auf  einander 
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ist  bestimmt,  wenn  der  starre  Körper,  sowie  das  Schraubensystem 
X;**'  Stufe,  welches  seine  Freiheit  definirt,  vollkommen  bekannt  sind. 
Der  physische  Zusammenhang  zwischen  denselben  besteht  darin, 
dass,  wenn  eine  impulsive  Dyname  auf  l  wirkt,  sie  dem  Körper, 
wenn  er  sich  vorher  in  Ruhe  befand,  eine  Windung  um  ^  ertheilt. 
(Impulsive  und  instantane  Schraube.) 

Weiter  fanden  wir  im  vorigen  Kapitel,  dass  zu  jeder  Schraube  ^ 
des  Systems  k^^  Stufe  eine  bestimmte  Schraube  t]  desselben  Systems 
gehört.  Zur  Bestimmung  der  Relation  zwischen  den  Schrauben  ^ 
und  ri  bedürfen  wir  der  vollen  Kenntniss  des  starren  Körpers,  der 
auf  ihn  wirkenden  Kräfte  und  des  die  Freiheit  desselben  bestim- 
menden Schraubensystems.  Diese  beiden  Schrauben  ^,  rj  stehen 
in  dem  physischen  Zusammenhang,  dass,  wenn  der  Körper  aus 
einer  Gleichgewichtslage  durch  eine  Windung  um  ^  entfernt  wird, 
hierdurch  eine  Dyname  hervorgerufen  wird,  die,  nach  ihrer  Re- 
duction  auf  das  Schraubensystem  A*^*"^  Ordnung,  auf  ^j  wirkt. 

Wir  haben  also,  wenn  ein  starrer  Körper  mit  dem  seinen 
Freiheitsgrad  bestimmenden  Schraubensystem  C  und  den  auf  ihn 
wirkenden  Kräften  in  einer  Gleichgewichtslage  gegeben  ist,  zu  jeder 
Schraube  ^  des  Svstems  C  zwei  ihr  in  bestimmter  Weise  ent- 
sprechende  Schrauben  /,  r^  desselben  Systems. 

W^enn  wir  die  grosse  Verschiedenheit  uns  vergegenwärtigen, 
welche  zwischen  diesen  beiden  Arten  der  Correspondenz  zweier 
Schrauben  eines  Systems  besteht,  so  wird  man  einsehen,  dass  im 
Allgemeinen  die  Schrauben  X  und  r^  nicht  zusammenfallen  werden. 
Eine  kleine  Ueberlegung  indessen  führt  doch  zu  der  —  nachher 
als  richtig  nachzuweisenden  —  Vermuthung,  dass  durch  eine  ge- 
eignete Wahl  von  ^  es  zu  erreichen  sein  möchte,  dass  A  und  iy 
identisch  werden. 

Denn  da  /• — 1  willkürliche  Grössen  verfügbar  sind  bei  der 
Auswahl  einer  Schraube  eines  Systems  /i^"*"  Stufe,  so  folgt,  dass  zur 
Herbeiführung  der  Coincidenz  zweier  solcher  Schrauben  (etwa  / 
und  t^)  k — 1  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen,  d.  h.  dieselbe  An- 
zahl, die  erforderlich  ist  zur  Bestimjnung  von  ^.  Es  wird  daher 
Wühl  möglicli  sein  können,  dass  für  eine  oder  mehrere  besondere 
Schrauben  Ü  des  Systems  die  beiden  correspondirenden  Schrauben 
/,  Yi  zusammenfallen. 
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Die  Frage  wird  eütschiedeu  werden  mit  Hülfe  des  folgenden 
Satze«: 

„Wenn  ein  starrer  Körper  aus  einer  Oleichgewichts- 
lage  durch  eine  Windung  um  eine  Schraube  ^  entfernt 
wird,  und  wenn  die  durch  diese  Windung  hervorgerufene 
Dyname  dem  Körper  eine  Windung  um  die  Schraube  ^ 
selber  zu  ertheilen  strebt,  so  ist  die  Anzahl  dieser 
Schrauben  ^  gleich  dem  Grade  der  Freiheit  des  starren 
Körpers,  d.  h.  gleich  der  Stufenzahl  k  des  diese  F'reiheit 
dofinirenden  Schraubensystems.  Schrauben  v>^  dieser  Eigen- 
schaft heissen  „harmonische  oder  periodische  Schrauben". 

Zum  Beweise  führen  wir  als  System  der  Fundamentalschrauben 
die  k  Hauptträgheitsschrauben  des  starren  Körpers  ein.  Uer  in- 
stantanen  Schraube  ^  entspricht  dann  eine  impulsive  Schraube, 
deren  Coordinaten  sind 

^    u:  u;  v: 

A— -i^,,    /i~  — ^.,,  ...,  A-^i^A, 

Pl  P-2  Pk 

wo  Ä  eine  Constante  ist,  die  durch  die  Bedingung  von  Kap.  V  §  8 
bestimmt  wird,  indem  man  in  die  dortige  Gleichung  die  Ausdrücke 
der  Coordinaten  einsetzt.  Wenn  nun  ^  eine  harmonische  Schraube 
ist,  so  haben  wir,  wenn  beachtet  wird,  dass  die  Fundamental- 
schrauben ein  coreciprokes  System  bilden, 

u^  1    dv 

u  ^^  ^.  ___^^,  . 

Definiren  wir  eine  Grösse  a  durch  die  Gleichung 


a» 


=  —Ma\ 


wo  M  die  Masse  des  starren  Körpers  bedeutet,  und  führen  wir  für 
V  seinen  entwickelten  Ausdruck  aus  dem  vorigen  Kapitel  ein,  so 
erhalten  wir  die  k  Gleichungen: 

Die  Elimination  der  Grössen  0'^^  ...,  d-k  liefert  wieder  für  a^  eine 
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Gleichung  /t^''"  ürades»  iu  der  Deteniiiuan  teil  form 

A^^—Ma^u],  .1,3,  ...,  Au 

•  :         i  =  0, 

•  •  •  7 

die  also  auch  k  AVurzehi  a^  liefert.  Setzen  wir  jede  Wurzel  in 
da«  obige  System  von  k  linearen  Gleichungen  ein,  so  werden  hier- 
durch der  Reihe  nach  die  Verhiiltnisse  der  k  Coordinaten  einer 
jeden  der  k  haimonischen  Schrauben  erhalten.  Und  zw^ar  erhellt 
klar,  dass  wir  nicht  mehr  als  k  solcher  Schrauben  erhalten,  wäh- 
rend andrerseits  im  Allgemeinen  auch  richtig  ist,  dass  wir  immer 
k,  d.  h.  k  vei-schiedene,  Schrauben  finden  werden;  wodurch  unsere 
Behauptung  erwiesen  ist. 

Diese  harmonischen  Schrauben  haben  nun  die  bemer- 
kenswerthe  Eigenschaft,  dass  je  zw^ei  derselben  sowohl 
ein  Paar  conjugirter  Trägheitsschrauben,  als  auch  ein 
Paar  conjugirter  Potentialschrauben  bilden. 

In  der  That,  seien  //, ,  B^,  ...,  7/a_i  irgend  welche  k — 1  von 
den  k  harmonischen  Schrauben,  und  seien  S,,  S^,  ....  Sa_i,  die  zu- 
gehörigen impulsiven  Schrauben.  Endlich  sei  T  die,  bekanntlich 
eindeutig  bestimmte,  Schraube  des  gegebenen  Schraubensystenis 
/;**'''  Stufe,  welche  reciprok  ist  zu  S,,  S^,  ...,  St-i  (Kap.  IX  §  15). 
Dann  wird  T  mit  jeder  der  Schrauben  7/,,  //,,  ...,  IJk-i  ein  Paar 
congugirter  Trägheitsschrauben  bilden.  Ferner,  da  S,,  S,,  ...,  Sa_i 
die  Schrauben  sind,  auf  denen  durch  Windungen  um  resp.  i/,,  11^^ 
...,  Hf^^i  Dynamen  hervorgerufen  werden,  so  wird  offenbar  T  mit 
jeder  der  Schrauben  //,,  i/,,  .... //a_i  auch  ein  Paar  conjugirter 
Potentialschrauben  bilden  (Kap.  XI  §  3).  Daraus  folgt  nun,  dass 
die  impulsive  Schraube,  welche  der  als  instantane  betrachteten 
Schraube  T entspricht,  reciprok  ist  zu  //,,  //^,, ...,  Ih-i]  und  ebenso, 
dass  eine  Windung  um  T  eine  Dyname  hervorrufen  muss  auf  einer 
Schraube,  die  reciprok  ist  zu  //,,  Z/^,  ...,  Jlk-i-  Aber  es  giebt  in 
dem  Schraubensystem  k^^"^  Stufe  nur  eine  einzige  Schraube,  die  reci- 
prok ist  zu  7/,,  i/j^,  ...,  i/i_i.  Mithin  muss  die  impulsive  Schraube, 
welche  zu  der  als  instantane  betrachteten  Schi*aube  T  gehört,  zu- 
sammenfallen mit  derjenigen  Schraube,  auf  der  diii'ch  eine  Win- 
dung um    T  eine   Dyname  hervorgerufen   wird:   d.  h.  es  muss    T 
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eine  harmonische  Schraube  sein.  Und  da  es  nur  k  harmonische 
.Schrauben  giebt,  so  muss  T  mit  Hk  identisch  sein,  sodass  also  Ih 
mit  jeder  der  übrigen  k — 1  harmonischen  Schrauben  sowohl  ein 
Paar  conjugirter  Trägheitsschrauben  als  auch  ein  Paar  conjugirter 
Potentialschrauben  bildet.  Was  hier  für  Ilk  gezeigt  worden  ist, 
kann  auf  dieselbe  Weise  für  jede  andere  der  /• — 1  Schrauben  // 
bewiesen  werden. 

§2. 

Wir  betrachten  nun  das  kinetische  Problem: 

„Ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  X-^*"  Grades  wird  aus 
einer  Gleichgewichtslage  durch  eine  Windung  von  kleiner 
Amplitude  entfernt  und  erhält  zugleich  eine  kleine  an- 
fängliche Windungsgeschwindigkeit.  Man  soll  nun  die 
Bewegung  des  Körpers  beschreiben,  welche  er  unter  der 
Einwirkung  eines  gegebenen  Kräftesystems  hiernach  an- 
nimmt." 

Sei  T  die  kinetische  Energie  des  Körpers  in  einer  Lage,  in 
<!er  seine  Coordinaten,  bezogen  auf  die  Hauptträgheits- 
sch rauben  des  zugehörigen  Systems  A*'''*  Stufe,  resp.  sind  x^\,  v^!., 
^!.     Dann  ist 

''^  =  ''[<[- 7,r)  ^A-j-:-)  -^--^«H^/r)  ]' 

während  die  potentielle  Ener^rie  V  eine  homogene  quadratische 
Function  der  k  Argumente  ^',,  ^!,,  ...,  ^i  ist,  deren  Ausdruck  aus 
dem  vorigen  Kapitel  zu  entnehmen  ist.  Da  die  hier  gebrauchten 
Coordinaten  den  Bedingungen  von  selbst  genügen,  denen  die  Be- 
w-egung  des  Körpers  unterworfen  ist,  so  können  die  kinetischen 
Gleichungen  direct  in  Lagrange's  Form  aufgestellt  werden.  Setzen 
wir  dabei  noch  zur  Abkürzung 


d&\ 
dt 


=    \^/^  ,  A  =  1,  2, . .  >,  * 


so  haben  wir  also  die  k  Gleichungen 


J    BT        dV 

-.,-  -+- =0,  A— 1,1». 
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^>    rr 


wo  wir  ^-,    statt  — ^^^r  schreibeu  durften,   weil  in   T   die 

Grössen  i/J,  nicht  vorkominen.  Unter  Berücksichtigung  dos  Aus- 
druckes für   T  werden  diese  Gleichungen  so  lauten: 

wo  -^j , ,    ßine  lineare  homogene  Function   der  k  Grössen  ^',,  >^\, 

Dies  ist  jedoch  noch  nicht  die  definitive  Form,  welche  wir 
diesen  (Jleichungen  geben  wollen,  und  in  der  sie  integrirt  werden. 
Die  Herleitung  dieser  endgültigen  Gestalt  der  Bewegungsgleichungen 
ist  abhängig  von  der  Lösung  eines  eben  so  einfachen,  wie  inter- 
essanten und  einer  eleganten  Darstellung  fähigen  algebraischen 
Problems,  zu  dessen  Behandlung  wir  uns  nun  wenden.  Die  Be- 
wegungsgleichungen können  nämlich  ohne  Weiteres  integrirt  wer- 
den, wenn  V  in  eine  solche  Form  gebracht  wird,  daüs  nur  die 
Quadrate  der  Variabein  darin  vorkommen,  während  bei  dieser 
Transformation  der  Ausdruck  von   7'  unverändert  erhalten  wird. 

§3- 
Wenn  zwei   Reihen  von  je  n  Yariabeln,  .t*,,.r^,  ...,;c«;  ^,,^3, 
...,  y„  in  dem  Zusammenhange  stehen,  der  durch  die  beiden  Gruppen 
von  Gleichungen 

(J)      u:^  =  a^^y^-ha^.^y,^-{ Ha^^„,  ^  =  1,2 - 

seinen  Ausdruck  findet,  wo  die  Grössen  a  und  ß  Constanten  sind, 
so  stehen  die  Differentialquotienten  irgend  einer  Ordnung  der 
Grössen  *v  und  1/  in  demselben  Zusammenhang.  Insbesondere  ist 
also  auch 

Wenn  daher  /(.r^,  »r.^,  ...,  j',,)  eine  beliebige  homogene  Function  der 
Grössen  jc  ist,  die  durch  die  Transformation  (I)  übergeht  in 
yC^/ri/vj'-M^«)?  «0  geht  auch,  wenn  /"(«^ij^^aj  •••j«^i)  dieselbe  Func- 
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tion  der  ersten  Differentialquotienten  bezeichnet,  dieses  f(x\ ,  or^, .••?  ^n) 
durch  dieselbe  Transformation  über  in  9(}/\:}/[^  ''",y'n),  wo  y  der- 
selbe Ausdruck  der  Grössen  y'  ist,  wie  vorher  von  den  Grössen  y. 
Auf  Grund  dieser  einfachen  Bemerkung  erkennt  man,  dass  die 
simultane  Transformation  der  beiden  Formen 

erledigt  sein  wird,  wenn  die  Theorie  der  simultanen  Transformation 
der  Formen 

gegeben  ist,   wo  also  wieder  unter  /  beide  Male  dei-selbe  aus  den 
n  Argumenten  x  gebildete  arithmetische  Ausdruck  verstanden  wird. 
Hiernach  werden  wir  also  den  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraplien 
angegebenen  Zweck  erreichen  durch  Behandlung  des  Problems: 
„Zwei  gegebene  quadratische  Formen  von  w  Variabein 

V  =  f^n^]+2b^,.v,a,'\ h26.,^.^,H 1-6^„<, 

wo  die  Coefficienten  a  reelle  positive  und  die  b  beliebige 
reelle  Zahlen  bedeuten,  sollen  durch  eine  lineare  Sub- 
stitution 

(11)      ;         i        ;  ; 

so  transformirt  werden,  dass  identisch  erhalten  wird 

(  T=  w,,yJ+«,ay5H hannyi 

Unsere  Aufgabe  besteht  also  darin,  die  unbekannten  Grössen 
cfft  und  Ckk  als  Functionen  der  gegebenen  Grössen  aik  und  6,1  so 
darzustellen,  dass  die  Identitäten  (III)  stattfinden.  Aus  dem  Be- 
stehen der  ersten  Gleichung  (III)  folgen  für  die  Substitutionscoef- 
ficienten  a  sofort  die  Relationen 


(I) 


(III) 


o    ,         ,        _«) 


(IV) 


\  «.i«»«»-+-«.s«ä.«2*-< — ^«,,  «,.«,*  =  0 


t  =  1,2,  ...,n 
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Bezeichnen  wir  also  allgenieiu  mit  äik  den  Ausdruck 

S-k  r=  an ai,«u  -h«'jj«L'i«'JAH [-«««^^»/ßiiÄ  > 

so  ist 

d^i,  =  0       für     /  <^  k 

Sik  =  iikk    für     '  =  ^■• 
Wird  nun  unter  J  die  Determinante  der  Substitution   veretanden. 
also 


«II,     «12, 


•   •    • 


«In 


\        \  *  '.  •       I    r=:    ^ 

'  •  •  *       1 

'  «?il  •        «w2?       •  •  • ,       «n«   ; 

oder  nach  Herrn  Kronecker's  Bezeichnung: 
gesetzt;  und  bildet  man  ferner  die  Determinante 

V«l  1  .  «1 1  ,       V«*22  ■  «22 ,       •  •  •  9       V^"«'  "i«  ' 


*  =  1,2,  ...» 


Z) 


•  •  •  - 

V«11.«A!.        V«22-«iH>?       •••?        V^^n».«Jtn       =    |y«U-- 


«/A 


SO  ist  zunächst  ohne  weiteres  ottenbar 

D'  =  («11 -^^is ««/O--^^- 

Stellt  man  aber  andererseits  das  Quadrat  der  Determinante  D  auch 
direct  her  mit  Hülfe  des  Multiplicationssatzes  für  zwei  Determi- 
nanten, so  folgt,  wegen  der  Bedingungsgleichungen  (IV) 

a..,    0,    ,    0  ; 

0   j 


D'  = 


1 1' 
0,       a.,.,, 


Ü,  0,  ...,         «j^^,         ...,  0  ^11-^22 


a 


nn 


a 


I  0,       0,      , 

Somit  ergiebt  sich 

^'  =  1, 
also  J  =  ±l.     Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  im  Folgenden 
nur  den  Fall  J  =  -h  1  in  Betracht. 
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Bezeiclinen  wir  nun  durch  Aik  die  zum  Elemente  a«  gehörige 
Unterdeterminante  der  Substitutionsdeterminante  J,  so  haben  wir 
nun  für  die  umgekehrte  Transformation,  der  Grössen  y  in  die 
Grössen  .r,  die  Gleichungen: 

r  y,  =  A^^a^^+A^^a;^'^ [-A  ,d:. 


(V) 


und  es  ist 


(VI) 


y»  =  Ai,a:i-i-A'in.v-2-\ [--4,„a-„, 


«,,  '4u-)-S-  ^2t-^ ^-«,.■^.^  =  «,*  =  ^ 

1^.  'i  =1. 


(VI) 


Führen  wir  diese  Ausdrücke  für  die  Grössen  y  in  die  rechte  Seite 
der  ersten  Gleichung  (III)  ein,  so  erhalten  wir  für  die  A  die  He- 
dingungsgleichungen 

kk  II       AI     '        21      tri     '  '        un       ka  kk 

d'.=a,,A.,A.,-\~a..,,A.,A.^,-^ \-a    A.A.    =0, 

^      ik  11       il      *l     '       32      »2      ^2     '  '       nn      in      kn  ' 

WO  in  Analogie  mit  dem  Obigen  noch  das  Zeichen  d'  eingeführt  ist, 
welches  für  ungleiche  Werthe  der  Indiccs  verschwindet,    und    für 
gleiche  AVerthe  derselben  die  ebenso  bezeichneten  Grössen  a  bedeutet. 
Nun  bilden  wir  in  zwei  verschiedenen  Weisen  die  Summe 

i 

einmal,  indem  wir  einfach  setzen 

j  s  ^  »  *  s 

woraus  folgt 

•7      10     ik  ko       kk 

i         " 

Das  zweite  Mal  bilden  wir  diese  Summe  mit  Hülfe  der  entwickelten 
Ausdrücke  der  Grössen  6\     Es  ist  also 


d\.  = 


\k 


dL  = 


n 


^ii^^ii^^i 


(i^A.  A.  -\ \-a    A,  A, 

fi(i       In      k^t    '  '        nn       In      kn 

a,  A,.  A.  H \-a    A.,  A, 

00       2(1      kti  nn      'in      kn 

V  %  *  * 


K. 


"n  ^»1-^*1 +«n.^„s^*,H 1- 


a    A    A,  H hrt    A    A, 
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und  somit 

d.  h. 

Ta.  S*..  =  a    A,   , 

Die  Vergleichung  der   beiden  so   gefundenen  Ausdrücke    für  diese 
Summe  liefert  also  die  Relation 

(VIII)      J,,  =  «,..^, 

die  zwischen  den  Elementen  der  Substitutionsdeterminante  und  den 
zugehörigen  Unterdeterminanten  der  letzteren  stattfindet.  Die  Ex- 
istenz der  Gleichung  (VIII)  ermöglicht  nun  die  definitive  Lösung  des 
Problems  in  ganz  elementarer  Weise,  nämlich  in  derjenigen,  die  bei 
einer  einfacheren  Aufgabe  schon  in  Kap.  VII  §  6  angewandt  wurde. 
Wir  difTerentiiren  die  zweite  der  identischen  Gleichungen  (III) 
nach  3/^,  und  erhalten  zunächst 

was  sich  aber  mit  Rücksicht  auf  (V)  und  (VIII)  so  schreiben  lässt 

2;'(«iii. -Haot^.iH h«„6 .-I h«  .b  .)a;.  =  ^c,.A..a;. 
'  N    It     U    '       2k    'dl    '                     tk    tt    '  '       fi«    Ml/     t  ^^    kk      tk     I 

i  i 

Diese   Gleichung  muss   unabhängig    von   den  AVerthen   der   x   l)e- 
steiien.     Sie  zerfällt  somit  in  die  n  Gleichungen 


(VIII)       u,X-^a.J.^,^..-  +  tt,,(b^., 

1  =  12           « 

n     k^ 

.4-«    h  .  =  0, 

'        nk    ni 

WO  zur  Abkürzung  gesetzt  wird 

Elimiiiiri  man   aus  diesen  n  linearen   homogenen  Gleichungen  die 
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Unbekannten  «,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
kk  die  Gleichung 

(IX)  J(A,)  = 

I  ^l    "i\^k^       ^2M  •••'•       ^/p      •••?       ^„1 


»2 


•  ? 


0, 


b,  .  6.,  ,  ....  6.  ,         ....     6    — a    A, 

also  eine  Gleichung  w**°  Grades  für  Ajt.  Aus  ihrer  Herleitung,  und 
aus  dem  Umstände,  dass  die  Coefficienten  von  dem  Werthe  des 
Index  gänzlich  unabhängig  sind,  ergiebt  sich,  dass  für  jeden  be- 
liebigen Werth  des  Index  k  für  A  dieselbe  Gleichung  folgen  wird; 
mit  andern  Worten,  die  Wurzeln 

ifc    '  /;    '        •   •   • »        ^j^ 

der  Gleichung  J(Ai)  =  0  sind  genau  die  ?i  gesuchten  Grössen 

Aj.    =    . 


«U 


wonach  denn  auch  sofort  die  Grössen  c  selber  gefunden  sind. 

Setzt  man  nun  die  einem  beliebigen  Werthe  des  Index  k  ent- 
sprechende AVurael  Ax  der  Gleichung  (IX)  in  die  Gleichungen  (VIII) 
ein,  so  lassen  sich  aus  (n — 1)  beliebigen  dieser  Gleichungen  die 
Verhältnisse  der  n  Grössen  a,jt  zu  einer  dereelben  bestimmen.  Die 
absoluten  Werthe  dieser  Grössen  findet  man  dann  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (IV).  Führt  man  diese  Rechnung  für  jeden  Werth  des 
Index  k  aus,  so  wird  man  also  zur  Kenntniss  der  n^  Grössen  a  ge- 
langen, sodass  nunmehr  in  der  That  die  vorgelegte  Aufgabe  gelöst  ist. 

Sind  nun  A*,  A*  zwei  zu  den  Index w^erthen  k'  gehörige  Wur- 
zeln der  Gleichung  J(A*)  =  0,  so  beachte  man,  dass  die  Grössen 
a^k  und  a,*'  durch  dasselbe  Verfahren  aus  A*  resp.  A*»  hergeleitet 
werden,  wenn  beide  Male  dieselben  (n — 1)  Gleichungen  der  Gruppe 
(VIII)  benutzt  werden.  Es  ist  also  a„k  dieselbe  Function  von  A^t, 
wie  OS   atk'  von  A*-  ist.     Wenn   nun  unter  den  Wurzeln  der  Glei- 
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chiing  (IX)  complexe  vorkommon,  so  mögen  A/.,  Xk-  zwei  conjugirto 
complexe  Wurzeln  sein.     Also 

Dann  sind  nach  dem  eben  Gesagten  auch  a,*,  (u-  iiuch  conjugirte 
complexe  Zahlen,  also  etwa 

a,k  =  Ps  -f-  qs .  ^*,     «.*'  =PM—qs'  i- 
Nun  haben  wir  aber  die  Bedingungsgleichung 

JSf^u-ctgk.a,^k'  =  0, 

wo  die  a„  wesentlich  positive  Grössen  sind.    Diese  Gleichung 
wird  nun 

« 
Dies  kann  aber  nicht  stattfinden,  da  eine  Summe  von  lauter  posi- 
tiven Zahlen  nicht  verschwinden  kann.  Die  Annahme  von  com- 
plexen  Wurzeln  der  Gleichung  (IX)  führt  also  auf  eine  unmögliche 
Bedingung.  Diese  Annahme  kann  also  nicht  zutreffen:  die  Glei- 
chung (IX)  hat  lauter  reelle  Wurzeln. 

§4. 

Wenden  wir  uns  nun  wieder  zu  dem  ursprünglich  vorgelegten 
Problem  zurück,  so  ist  also  eine  lineare  Transformation 

/  '^      A.ttV  /|  =  1,2,...,« 

I 

so  zu  bestimmen,  dass  die  potentielle  Energie 
Übergeht  in 

TT  w2     ,  ,  J.f2 

während   gleichzeitig  durch   die  Transformation    der  Ausdruck  für 
die  kinetische  Energie  in  sich  selbst  übergeführt  wird,  d.  h. 

-4<(§-)'--«.-(-f)'] 

wird. 
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Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  also  nach  §  3  die  Gleichung 
auflösen 

'  =  0 

I 

durch  deren  Wurzeln  zunächst,  wie  a.  a.  0.  gezeigt,  die  Grössen  c 
und  dann  die  Coefficienten  a^^  bestimmt  werden.    Diese  Gleichung 

ist  aber  dieselbe,  welche,  §  1,  zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
einer  harmonischen  Schraube  aufgestellt  wurde.     Die  Grössen  a^^^ 

sind   daher  den  Coordinaten  einer  harmonischen  Schraube  propor- 
tional.    Die  Bedeutung  diases  Umstandes  wird  später  erhalten. 
Beachten  wir,  dass  nach  §  3 

wird,  .so  werden  wir  in  den  transformirten  Coordinaten  die  Be- 
wegungsgleichungen haben 

woraas  folgt 

^,'  =  /y^sin(s^f4-Ä;),  A  =  i,2,...,* 

sodass  sich  also  für  die  ursprünglichen  Coordinaten  das  Resultat 
ergiebt 

y,  =  a,,//,sinC«,^+/^)+a,,Ä2sin(«/4-AJ+--'+a,,//,sin(s^«+Ä^^^ 

■  .  .  • 

^i=aji,^iSin(8,<+A,)+a^^ÄjSin(.S2<+AjH |-a^.;i.^jSin(s^,f-l-Ä^,). 

Bevor  wir  in  eine  Discussion  dieses  Resultats  eintreten,  möge  das- 
selbe noch  einmal,  und  zwar  in  einer  sehr  einfachen  von  Herrn 
Ball  angegebenen  Weise  hergeleitet  werden. 

§5. 

Zunächst  kann  man  zu  den  Bewegungsgleichuugen  in  ihrer 
ursprünglichen  Form  auch  ganz  unabhängig  von  derKenntniss  der 
Lagrange'schen  Gleichungen  gelangen. 

In  der  That,  wir  haben  den  starren  Körper  (§  2)  aus  der 
Ruhelage  durch  eine  Windung  herausgeführt  und  ihm  eine  Win- 

Ball,   Mechnnlk.  16 
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(lungsgeschwiudigkeit    ertheilt.    deren  Coordinaten   zur   Zeit  t  wir 

mit  Bezug  auf  die  Hauptträgheitsschrauben  durch      ,^  ,  ...,  —jr- 

l)ezeichneten.  AVir  können  uns  denken,  dass  der  Körper  diese  Be- 
wegung erhalten  habe  in  Folge  der  Wirkung  einer  impulsiven  I)y- 
name,  deren  Coordinaten  wir  durch  l[\  Ci'?  •••?  ^l  bezeichnen 
wollen.     Dann  haben  wir  nach  Kap.  IX  §  17 

Pi     dt 

Nun  wird  aber  durch  die  von  dem  Körper  ausgeführte  Windung  in 
dem  auf  t  folgenden  unendlich  kleinen  Zeitelemente  dt  eine  Dynamo 
hervorgerufen,  deren  Coordinaten  resp.  sein  werden 

dt    '       dt    '     '"'       dt 

In  Kapitel  XI  §  2  ist  aber  gezeigt  worden,  dass  diese  Coordinaten 
resp.  gleich  sind 

i__dv     _  1    er  1    dv 

2p,  ö^y       2p,  dy,'  •••'       2p,  dit[' 

Wir  haben  also  einerseits 

d^ l__öX 

'  dt     ~        2pi    d^i 

und  andererseits  folgt  aus  der  Gleichung  für  f  •' 

^^i    =  M  ^*'    ^'^' 


dt  Vi     df 


da 


Vergleichen  wir  nun  diese  ])eiden  Ausdrücke  für  -  ,~-  .  so  folijt; 

dt 

also  dieselbe  Gleichung,  wie  sie  oben  durch  die  Methode  von  La- 
grange erhalten  worden  ist. 

Um  diese  /•  Gleichungen  zu  integriren,  setzt  Herr  Ball 

wo  S2    eine    unbekannte  Function    der  Zeit   ist   und  die  Grössen  / 
noch    zu    bestimmende    Grössen    bedeuten.     Hiermit   nehmen,    mit 
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Rücksicht  auf  den  Ausdruck  für   V  die  Rewegungsgleichungeu   die 
Form  an 


was  man  auch  so  schreiben  kann 

9                                                                                      •  m 

•  •  • 

•  •  • 

Bestimmt  man  nun  ^ie  (irösse  .s  und  die  Verhältnisse  der  f  so, 
dass  den  Gleichungen 

f,(A„-Aluy)+f,A„-^.-+f,A,,^0 


Geniige  geleistet  wird,  so  erhält  man  die  einzige  Gleichung 

Eliminiren  wir  die  /,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  s  die 
schon  mehrfach  betrachtete  Gleichung,  und  die  einer  jeden  Wurzel  .s 
entsprechenden  AVcMthe  der  f  sind  proportional  den  Coordinaten 
einer  harmonischen  Schraube.     Die  Gleichung  für  ü  giebt 

Ä  = //sin(s^4-/0. 
Seien  nun  //,,  JJ^,  ...,  //*;  A,,  h.^,  ...,  h  willkürliche  Constanten; 
und  sei  f^q  derjenige  Werth  von  /,,  der  aus  den  obigen  Gleichungen 
folgt,  wenn  in  diesen  s"  =  «/,  ist.    Dann  folgt  aus  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen 

ry.  =  /,,//,sinCs,^-hA,)-h---+-A,//,sinC8/+A,) 

w    \  ;  ;  :        ; 

Ui  ==/,,/?,  sin  Cs.^4-Ä,)4-- ••+/;,//, sin(8,^+/0, 

IG* 
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wovon  man  sich  auch  leicht  durch  directe  Anwendung  der  Bewe- 
gungsgleichungen auf  diese  Ausdrücke,  welche  die  nothw-endige  An- 
zahl willkürlicher  Constanten  enthalten,  überzeugt. 

Wir  sind  also  wieder  zu  demselben  Ergebniss  gelangt,  wie  am 
Schlüsse  des  §  4  und  wenden  uns  nun  zur  näheren  Discussion  un- 
serer Resultate. 

§6. 
Zunächst  ist  dies  klar,  dass  s^  stets  eine  positive  Grösse  sein 
muss,  wenn  die  Ruhelage,  von  der  aus  der  Körper  die  betrachtete 
Bewegung  begonnen  hat,  eine  stabile  war.  Denn  anderei-seits 
würde  wenigstens  eine  der  Grössen  C^'  des  §  4  als  Exponential- 
function  mit  reellem  Exponenten  erscheinen,  sodass  also  sämmt- 
liche  v>'  im  Laufe  der  Zeit  beliebig  anwachsen  könnten,  d.  h.  das 
System  vor  der  Bewegung  nicht  in  stabiler  Gleichgewichtslage  ge- 
wesen sein  können.    Es  sind  somit  auch  alle  Grössen  c  positiv,  da 

Die  2k  willkürlichen  Constanten  //  und  h  werden  aus  den  An- 
fangsbedingungen zu  bestimmen  sein.  Zu  dem  Zwecke  wird  man 
die  dem  Körper  anfänglich  ertheilte  Windung  in  ihre  Componenten 
nach  den  Ilauptträgheitsschrauben  zerlegen  und  die  erhaltenen 
Werthe  in  die  Gleichungen  (i>)  einsetzen,  nachdem  in  diesen  /  =  0 
gesetzt  worden  ist. 

Ebenso  wird  man  die  anfangliche  Windungsgeschwindigkeit  in 
Componenten    nach    den    genannten  Schrauben  zerlegen.     Die   er- 

(l  9"'  d  ^' 

haltenen  Werthe  sind  deich   den  W^erthen  von   — r-'  ,   ....   -  .- 

at  dt 

für  ^  =  0,  wodurch  also  weitere  k  Gleichungen  gefunden  sind, 
welche  mit  den  vorhin  erhaltenen  /•  Gleichungen  hinreichen  um 
die  2k  Grössen  11  und  h  zu  bestimmen. 

Wenn  die  anfänglichen  Umstände  so  beschaffen  sind,  dass  alle 
Grössen  H  mit  Ausnahme  von  //,  sich  gleich  Null  ergeben,  so  er- 
halten wir  für  die  (-oordinaten  die  sehr  einfache  Dai>jtellung 

m  ■ 

•  ■ 

^;  =  /-^^//sin(s^+Ä), 
wo  einfach  //  und  //  statt  1I^  und  //,   geschrieben  worden  ist. 
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Die  Bedeutung  dieses  Ergebnisses  ist  eine  sehr  bemerkeus- 
werthe.  Wir  sehen,  dass  die  Coordinaten  des  Körpers  fortwährend 
proportional  sind  den  Grössen  /^,p  -.-, /,;i-  Der  Körper  kann  also 
stets  aus  der  Anfangslage  in  ii*gend  eine  beliebige  andere  Lage 
durch  eine  Windung  übergeführt  werden  um  eine  Schraube,  deren 
Coordinaten  proportional  sind  den  Grössen  f.  Aber  wir  haben 
schon  mehrfach  darauf  hingewiesen,  dass  die  so  definirte  Schraube 
eine  harmonische  ist,  sodass  wir  nun  folgendes  Theorem  aussprechen 
können: 

„Wenn  ein  starrer  Körper  in  einer  stabilen  Gleich- 
gewichtslage sich  unter  dem  Einfluss  eines  conservativeu 
Kräftesystems  befindet,  so  können  aus  dem  die  Freiheit 
des  Körpers  definirenden  Schraubensystem  A^^®' Stufe  stets 
k  harmonische  Schrauben  ausgewählt  werden.  Wenn  nun 
der  Körper  aus  jener  Gleichgewichtslage  durch  eine  Win- 
dung um  eine  solche  harmonische  Schraube  herausgeführt 
wird  und  zugleich  eine  Windungsgeschwindigkeit  um 
diese  selbe  Schraube  erhält,  so  wird  der  Körper  ohne 
Unterlass  oscillatorische  Windungen  um  diese  Schraube 
ausführen  und  die  Amplitude  der  AVindung  wird  in  jedem 
Augenblick  gleich  der  Amplitude  eines  einfachen  Pen- 
dels sein,  welches  in  Bezug  auf  seine  Länge,  sowie  in  Be- 
zug auf  den  Beginn  seiner  Bewegung  geeignet  ausge- 
wählt ist." 

Eine  harmonische  Schraube  und  ein  Pendel,  welche  so  zu  ein- 
ander in  Beziehung  gesetzt  sind,  wollen  wir  isochron  nennen.  Dann 
können  wir  aus  der  allgemeinen  Form  der  Integrale  der  Bewegungs- 
gleichungen den  Satz  entnehmen: 

^Ein  starrer  Körper,  der  unter  dem  Einflüsse  eines 
conservativeu  Kräftesystems  steht,  wird  aus  einer  sta- 
bilen Gleichgewichtslage  durch  eine  kleine  Windung  her- 
ausgeführt und  erhält  eine  kleine  anfängliche  Windungs- 
geschwindigkeit. Die  Windung  und  die  Windungsge- 
schwindigkeit zerlegen  wir  in  ihre  resp.  Componenten  auf 
den  k  harmonischen  Schrauben,  welche  für  den  Körper 
existiren.  Nun  denke  man  sich  /•  einfache  Pendel,  deren 
Jedes  isochron  mit  einer  der  harmonischen  Schrauben  ist. 
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Man  setze  ferner  alle  diese  Pendel  gleichzeitig  mit  dem 
Körper  in  Bewegung  und  zwar  jedes  mit  einer  Amplitude 
und  einer  Winkelgeschwindigkeit,  welche  gleich  sind 
resp.  der  Amplitude  der  anfänglichen  Windung  und  der 
anfänglichen  Windungsgeschwindigkeit  des  Körpers  um 
die  harmonische  Schraube,  mit  der  das  betr.  Pendel  iso- 
chron ist.  Handelt  es  sich  nun  darum,  die  Lage  des  Kör- 
pers zu  einer  beliebigen  späteren  Zeit  zu  bestimmen,  so 
hat  man  nur  nöthig,  für  die  betreffende  Epoche  die  Am- 
plituden der  k  Pendel  zu  berechnen  und  dann  dem  Kör- 
per in  seiner  Gleichgewichtslage  Windungen  um  die  k  har- 
monischen Schrauben  zu  ertheilen,  deren  Amplituden 
gleich  sind  den  soeben  für  die  entsprechenden  Pendel  be- 
rechneten Amplituden." 

Man  kann  sich  leicht  auch  ohne  Rechnung  klar  machen, 
warum  ein  Körper,  der  einmal  um  eine  harmonische  Schraube 
oscillatorische  Windungen  ausführt,  niemals  von  dieser  Schraube 
abweichen  wird.  AVenn  nämlich  der  Körper  aus  der  Gleichgewichts- 
lage entfernt  wird  durch  eine  Windung  um  eine  harmonische 
Schraube  &,  so  wird  durch  diese  Windung  eine  Dyname  hervor- 
gerufen auf  einer  Schraube  »/.  Nun  würde  aber  die  Wirkung  einer 
impulsiven  Dyname  auf  der  Schraube  i^  die  sein,  dem  Körper  eine 
Windung  um  die  Schraube  ^  zu  ertheilen.  Nun  können  wir  aber 
eine  continuirliche  Dvname  uns  bestehend  denken  als  eine  Reihe 
unendlich  nahe  aufeinander  folgender  impulsiver  Dynamen  von  un- 
endlich kleiner  Intensität.  Alle  diese  kleinen  Impulse  werden  dem 
Körper  also  immer  wieder  eine  Windung  um  0  ertheilen.  Es  er- 
wächst somit  aus  der  Existenz  des  Einflusses  der  gegebenen  Kräfte 
auf  den  Körper  keine  Ursache,  die  den  Körper  zu  einer  Abweichimg 
von  der  Schraube  d^  zwänge. 


Specielle  Kinetik. 


Kapitel  XIII. 
Kinetik  eines  starren  Körpers  mit  Freiheit  ersten  tirüdes. 

§1. 

In  dem  vorliegenden  Kapitel  werden  die  in  den  vorhergehen- 
den entwickelten  allgemeinen  Principien  angewandt  werden,  um 
die  Bewegung  eines  starren  Körpers  zu  untersuchen,  der  Freiheit 
ei*sten  Grades  hesitzt.  In  gleicher  Weise  werden  die  folgenden 
Kapitel  den  verschiedenen  Graden  der  Freiheit  gewidmet  werden. 
Dabei  werden  wir  immer  den  gleidien  Gang  einhalten,  zuerst,  so- 
weit kleine  Bewegungen  \i\  Betracht  kommen,  die  Kinematik  des 
starren  Körpers  zu  bearbeiten  unter  keiner  anderen  Voraus- 
setzung als  derjenigen  der  Kenntniss  des  Grades  der  Frei- 
heit, welche  der  Körper  besitzt.  Aul'  diese  Weise  gelangen  wir 
zur  KenntnLss  des  Schraubensystems,  welches  eben  den  Freiheits- 
grad des  Körpers  in  exacter  Weise  di^finirt.  Ist  dieses  bekannt, 
so  wird  aucji  leicht  das  reciproke  .System  gelunden,  mit  Hülle 
<lessen  dann  die  Theorie  des  Gleichgewichts  erledigt  wird. 

Vornehmlich  a!)er  wird  sich  unserer  Betrachtung  darbieten  jene 
Gruppe  von  Fragen,  welche  sich  auf  die  Wirkung  eines  Impulses  auf 
ein  ruhendes  starres  Svstem  beziehen,  welches  um  alle  Schrauben  des 
Schraubensystems  Windungen  ausführen  kann.  Endlich  sind  dann 
immer  noch  zu   discutiren  die  kleinen  Schwingungen  des  starren 
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Systems,  welche  dajwelbe  ausführen  kann  in  der  Nähe  einer  sta- 
bilen Gleichgewichtslage  unter  dem  Einflüsse  eines  gegebenen  Kräfte- 
systems, wenn  die  Beweglichkeit  des  Systems  also  auf  Windungen 
um  die  Schrauben  des  zugehörigen  Schraubensystems  beschränkt  ist. 

§2. 

Ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  ersten  Grades  kann  keine  an- 
dere Bewegung  ausführen  als  Windungen  um  eine  einzige  be- 
stimmte Schraube.  Die  Lage  des  Körpers  zu  irgend  einem  Zeit- 
punkte ist  nur  von  einer  einzigen  Grösse,  Coordinate,  abhängig, 
für  die  wir  die  Amplitude  derjenigen  Windung  um  die  gegebene 
Schraube  nehmen  können,  durch  welche  der  Körper  von  einer  ge- 
gebenen Anfangslage  in  die  Lage  übergeführt  wird,  welche  er  zu 
der  betrefl'enden  Zeit  einnimmt. 

Es  lassen  sich  ohne  Weiteres  zwei  elementare  Beispiele  an- 
geben von  Körpern  mit  Freiheit  ersten  Grades:  nämlich  ein  Kör- 
per, der  ohne  Gleiten  um  eine  feste  Axe  rotiren  kann;  und  ein 
Körper  der  längs  einer  festen  Geraden  gleiten,  aber  nicht  sich  um 
diese  Gerade  drehen  kann.  Im  ei'steren  Fall  besteht  da^*  zuge- 
hörige Schraubensystem  erster  Stufe  aus  einer  Schraube  vom  Para- 
meter Null;  im  anderen  aus  einer  Schraube  von  unendlich  grossem 
Parameter. 

§3. 

Die  Stufenzahl  des  Schraubensvstems,  welches  die  Freiheit 
eines  starren  Körpers  definirt  und  diejenige  des  reciproken  Systems 
ergänzen  einander  immer  zur  Summe  sechs.  Das  zu  einem 
Schraubensystem  erster  Stufe  reciproke  System  wird  daher  von  der 
fünften  Stufe  sein. 

W'ir  werden  daher  schon  in  diesem  Kapitel  einige  Eigen- 
schaften der  Schraubensysteme  fünfter  Stufe  zu  dLscutiren  haben, 
welche  nachher  nochmals  ihren  Platz  finden  werden  in  Kap.  XA^II. 

Damit  eine  beliebige  Schraube  &  zu  einem  System  fünfter 
Stufe  gehöre  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  zu  einer 
gegebenen  Schraube  «  reciprok  sei.  Diese  Bedingung  findet  den 
uns  wohlbekannten  Ausdruck 

(^)^+^>^)cos  ()—^clm\  0  =  0, 
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wo  O  der  Winkel  und  d  die  kürzeste  Distanz  zwischen  beiden 
Schrauben  ^,  a  ist. 

Es  lässt  sich  nun  sofort  erkennen,  dass  jede  beliebige  Gerade 
im  Räume,  wenn  ihr  ein  geeigneter  Parameter  ertheilt  wird,  Ele- 
ment eines  Schraubensystems  fünfter  Stufe  werden  kann.  Denn 
es  sind  in  der  That,  wenn  die  Gerade  und  a  gegeben  sind,  die 
Grössen  d  und  0  ebenfalls  gegeben,  und  es  kann  daher  aus  der 
obigen  linearen  Gleichung  ein  einziger  bestimmter  Parameter  p^ 
gefunden  werden. 

Es  sei  nun  gegeben  die  Schraube  a  und  ein  beliebiger  Punkt 
A  ausser  ihr  im  Räume.  Dann  wird  jede  Gerade  des  Punktes  A^ 
wenn  mit  einem  geeigneten  Parameter  versehen,  welche  die 
Schraube  a  schneidet,  reciprok  sein  zu  dieser  Schraube.  Die  An- 
zahl der  Geraden  des  Punktes  A  ist  doppelt  unendlich,  woraus 
folgt,  dass  eine  einfach  unendliche  Zahl  von  Geraden  des  Punktos 
A  reciprok  zu  a  sein  wird.  Es  lässt  sich  nun  in  der  That  be- 
weisen, dass  alle  Schrauben  gleichen  Parameters,  welche  durch  A 
gehen  und  zu  a  reciprok  sind,  in  einer  Ebene  liegen.  Es  möge 
dies  zunächst  mit  Herrn  Ball  für  den  Fall  gezeigt  werden,  wo  es 
sich  um  Schrauben  vom  Parameter  Null  handelt,  worauf  wir  dann 
den  allgemeineren  Satz  beweisen  werden. 

Dieser  Satz  ist  nun  allerdings  schon  früher  einmal  vorgekom- 
men und  ist  auch  damals  bewiesen  worden.  Er  soll  indessen  hier 
mit  Sir  R.  Ball  einer  eingehenderen  Betrachtung  unterworfen  werden. 

Betrachten  wir  also  zunächst  eine  unendlich  kleine  Windung 
um  die  Schraube  a,  so  wird  ein  Punct  A  des  starren  Körpers  in 
die  Position  B  übergeführt  werden.  Bei  dieser  Bewegung  leistet 
nun  eine  in  A  angreifende  Kraft,  deren  Richtung  senkrecht  steht 
auf  der  unendlich  kleinen  Strecke  AB^  keine  Arbeit.  Mit  andern 
W^orten:  jede  durch  A  gehende  Gerade,  die  normal  zu  AB  ist, 
kann  als  eine  Schraube  vom  Parameter  Null  aufgefasst  werden, 
die  reciprok  ist  zu  der  gegebenen  Schraube.  Alle  diese  (ieraden 
liegen  aber  offenbar  in  einer  Ebene,  womit  der  specielle  Fall  des 
in  Rede  stehenden  Satzes  bewiesen  ist. 

Um  weiter  zu  gehen,  erinnern  wir  an  ein  allgemeines  Princip, 
von  dem  bereits  in  Kap.  IV  wiederholter  Gebrauch  gemacht  worden 
ist.     Dieses  Princip   bestand   darin,    dass  ein  Schraubensystem  be- 
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liebiger  Stufe  seinem  Wesen  nach  nicht  geändert  wird,  wenn  die 
Parameter  sämmtlicher  ihm  angehörenden  Schrauben  um  eine  und 
dieselbe  beliebige,  positive  oder  negative,  Grösse  vermehrt  werden. 
Denn  es  hängt  ja  in  der  That  die  Gleichung  der  Reciprocität  nur 
von  der  Summe  der  Parameter  der  betr.  reciprokon  Schrauben  ab. 
Wenn  daher  alle  Parameter  eines  Systems  P  um  eine  bestimmte 
positive  oder  negative  Grösse  vermehrt  werden,  während  man 
gleichzeitig  die  Parameter  des  reciproken  Systems  Q  um  die  ent- 
gegengesetzt gleiche  Grösse  vermehrt,  so  wird  die  aus  P  abgeleitete 
Gesammtheit  P*  von  Schrauben  wieder  reciprok  sein  der  aus  Q 
abgeleiteten  Gesammtheit  Q\  Es  wird  also  jede  der  Schrauben 
des  Systems  P'  reciprok  sein  zu  (5 — k  beliebig  ausgewählten  Schrau- 
ben des  Systems  (/  und  somit  P'  in  der  That  wieder  ein  System 
X*^*""  Stufe  sein. 

Hiernach  kann  der  aufgestellte  Satz  nun  so  bewiesen  werden. 
Wir  betrachten  eine  Schraube  i^  vom  Parameter  pa-^k.  welche 
dieselbe  Gerade  zum  Träger  hat.  wie  a.  Vorhin  wurde  bewiesen, 
dass  alle  Schrauben  //  vom  Parameter  Null,  deren  Träger  durch 
den  Punkt  A  gehen,  und  die  reciprok  zu  /^  sind,  in  einer  Ebene 
liegen.  Diese  Reciprocität  wird  nun  nach  dem  dargelegten  Princip 
nicht  gestört,  wenn,  bei  festgehaltenen  Trägern,  aus  r^  und  ,«  an- 
dere Schrauben  abgeleitet  werden,  sofern  nur  die  Parametersumme 
unverändert,  also  hier  gleich  pu-^k^  bleibt.  Sie  wird  also  insbe- 
sondere stattfiudt'ii .  wenn  den  Schrauben  if  der  l*arameter  k  und 
der  Schraube  auf  (h'Ui  TrägtM*  von  l^  der  Parameter  pa  zuertheilt 
wird,  d.  h.  W(Min  wir  wieder  zur  Schraube  a  zurückgehen.  Da 
nun  die  Schrauben  p  alle  in  einer  durch  A  gehenden  Ebene  liegen, 
wie  oben  bewiesen,  da  ferner  die  Grösse  k  eine  ganz  beliebige 
war,  so  ist  nun  offenbar  nuch  der  allgemeine  Satz  bewiesen. 

Von  der  Gültigkeit  der  l'mkehrung  des  Theorems  haben  wir 
uns  a.  a.  0.  bereits  überzeugt,  sodass  wir  uns  hier  nicht  mehr  da- 
mit aufhalten  wollen.  Es  möge  jedoch  noch  eine  kurze  Bemerkung 
hier  Platz  finden.  Es  kann  also  immer,  wenn  ein  Parameter  k 
gegeben  ist  in  einer  ebenfalls  gegebenen  Ebene  ein  Punkt  vi  so 
bestimmt  werden,  dass  alle  in  der  gegebenen  Ebene  liegenden 
Schrauben  des  Punktes  .1,  die  den  Parameter  k  besitzen,  zu  einer 
gegebenen  Schraube  «   reciprok  sind.     Wenn   wir   nun   eine  Reihe 
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von  Parametern  haben,  X:^,  A*.^,  ...,  /„,  j»o  gehört  zu  jedem  der- 
selben ein  Punkt  A.  Die  Reihe  dieser  Punkte,  die  mit  -^,,  /1.^, 
...,  An  bezeichnet  seien,  liegt  nun  offenbar  auf  einer  Geraden, 
welche  a  unter  rechtem  Winkel  triift.  Denn,  man  verbinde  die 
Punkte  Au,  A,  der  Reihe  durcli  eine  (ierade,  so  muss,  wenn  auf 
(lieser  Geraden  eine  Schraube  A  liegt,  die  entweder  den  Parameter 
A'^  oder  ky  hat,  /  reciprok  sein  zu  «.  Dies  ist  aber  nur  möglich, 
wenn  die  Gerade  AuAy  die  Gerade  a  rechtwinklig  schneidet. 

§4. 

Die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Gleich- 
t^ewicht  eines  starren  Körpers  mit  Freiheit  ersten  Grades  besteht 
darin,  dass  die  auf  den  Körper  wirkenden  Kräfte  äquivalent  sein 
müssen  einer  Dyname  auf  einer  Schraube,  die  dem  Systeme  fünfter 
Stufe  angehört,  welches  reciprok  ist  zu  der  die  Freiheit  des  Kör- 
pei*s  definirenden  Schraube.  Daraus  folgt  also,  dass  jede  Gerade 
i\es  Raumes  Träger  einer  Schraube  sein  kann,  derart  dass  eine 
Dyname  auf  dieser  das  Gleichgewicht  des  Körpers  nicht  stört. 

Wenn  zwei  Dynamen  auf  den  Körper  wirken,  so  wird  mau  die 
Frage,  ob  unter  diesen  Umständen  das  Gleichgewicht  des  Körpers 
bestehen  bleibe,  so  beantworten.  Die  beiden  Dvnamen  können 
mit  Hülfe  des  Cylindroids  zu  einer  einzigen  zusammengesetzt  wer- 
den. Auf  dem  Cylindroid  giebt  es  aber,  wie  wir  wissen,  nur  eine 
einzige  Schraube,  welche  zu  einer  gegebenen  reciprok  ist.  Die 
Wirkung  beider  Dynamen  wird  also  dann  da,s  Gleichgewicht  des 
Körpers  nicht  stören  oder  mit  anderen  Worten:  die  Dynamen  sind 
im  Gleichgewichte,  wenn  ihre  Resultante  auf  der  eben  angeführten 
Schraube  des  Cylindroids  liegt. 

Mit  Hülfe  der  Sciiraubencoordinaten  lässt  sich  die  Bedingung 
des  Gleichgewichts  zweier  Dynamen,  von  den  Intensitäten  ^",  (ß'\ 
auf  den  Schrauben  ^  und  y,  für  den  Fall  sehr  leicht  ausdrücken, 
<lass  .sie  auf  einen  Körper  wirken,  der  nur  um  eine  Schraube  u 
gewunden  werden  kann. 

Wir  legen  ein  beliebiges  System  von  Fundamentalschrauben 
(coreciprokes  System)  als  Coordinatensyslem  zu  Grunde  und  zer- 
legen jede  der  Dynamen  auf  d^  und  (f  in  ihre  sechs  Componenten 
auf  diesen  Fundamentalschrauben.     Dann  hat  die  resultirende  Dy- 
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narac  auf  der  Fundamentalschraubc  oj,,  eine  Componente  von  der 
Inteasität 

Die  Coordinaten  der  resultirenden  Dyuame  sind  also  propoi-tioiial 
zu 

Süll  Gleichgewicht  bestehen,  so  muss  die  Schraube  dieser  Dyname 
reciprok  sein  zu  a,  es  muss  also  sein 

d.  h. 

ZU  welcher  Gleichung  man  übrigens  auch  direct  mit  Hülfe  des 
Princips  der  virtuellen  GevSchwindigkeiten  hätte  gelangen  können. 
13enn  diese  Gleichung  drückt  nichts  anderes  aus,  als  dass  die 
Summe  der  Arbeiten,  welche  die  Dynamen  auf  i}  und  q  bezüglich 
einer  Windung,  um  a  leisten,  vei-sch windet. 

Andererseits  kann  die  letzte  Gleichung  auch  so  interpretirt 
werden,  dass  —  hinsichtlich  der  Wirkung  auf  einen  Körper,  der 
nur  um  eine  Schraube  a  Windungen  ausführen  kann  —  eine  ge- 
gebene Dyname  stets  ersetzt  werden  kann  durch  eine  Dyname  von 
geeignet  bestimmter  Intensität  auf  irgend  einer  anderen  Schraube. 

Sir  Robert  Ball  weist  auf  die  Analogie  hin,  die  besteht  zwi- 
schen unserer  Gleichung 

und  derjenigen,  welche  sich  als  Bedingung  findet  dafür  dass  zwei 
Kräfte  jP,  Q,  die  auf  einen  Massenpunkt  wirken,  der  nur  in  einer 
gegebenen  Geraden  sich  bewegen  kann,  im  Gleichgewicht  sind. 
Denn  wenn  /,  m  die  Winkel  sind,  welche  P  und  Q  mit  dieser 
Geraden  machen,  so  ist  die  erwähnte  Bedingung 

Pcos/+Qcos/«  =  0, 

welche  Gleichung  die  bemerkenswerthe  Thatsache  zeigt,  dass  eben 
zwischen  dem  virtuellen  Coefficienten  zweier  Schrauben  und  dem 
(Josinus  des  Winkels  zweier  Geraden  eine  gewi.sse  Analogie  be- 
steht. 
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§5. 

Aus  dem  vorigen  ergiebt  sich  eine  interessante  Folgerung  für 
einen  speciellen  Fall.  Nämlich  man  überzeugt  sich  ohne  jede  Mühe 
von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes: 

Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  ersten  Grades  unter  der 
Wirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewicht  ist,  so  liegt  die  Verti- 
cale  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  in  der  Ebene  der  reciproken 
Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  man  durch  den  Trägheits- 
mittelpunkt  ziehen  .kann.     (§  3.) 

§6. 

Wir  haben  schon  früher  gesehen,  wie  man  die  Windungsge- 
schwindigkeit finden  kann,  welche  eine  Dyname  von  der  Intensität 
y/'  (auf  der  Schraube  ?/)  einem  Körper  ertheilt,  welcher  nur  um 
eine  gegebene  Schraube  «  bewegt  werden  kann.  AVir  haben 
bei  der  Aufstellung  des  betreffenden  Ausdrucks  Rücksicht  zu  neh- 
men gehabt  auf  die  —  in  Folge  der  beschränkten  Freiheit  des 
Körpers  —  bei  der  Einwirkung  der  Dynarae  auftretenden  impul- 
siven Reactionen.  Diese  letzteren  sollen  nun  hier  näher  dargestellt 
werden. 

Zunächst  wissen  wir  von  vornherein,  dass  diese  Reactionen  zum 
Ausdruck  kommen  in  einer  Dyname  von  der  Intensität  a"  auf 
einer  Schraube  A,  welche  reciprok  ist  zu  «. 

Sei  also  ij  die  Schraube  der  gegebenen  Inipulsivdyname.  Es 
ist  nun  ein  sehr  einfacher  Gedankengang,  welcher  zur  Auffindung 
und  constructiven  Darstellung  von  A  führt.  Denn  die  Dyname  auf 
A  und  die  Dyname  auf  tf  müssen  offenbar  zur  Resultanten  diejenige 
Dyname  haben,  welche  dem  Körper  eine  Windung  um  «  ertheilen 
würde,  wenn  derselbe  vollkommen  frei  wäre.  Nennen  wir  die 
Schraube  dieser  resultirenden  Dyname  ,«,  so  müssen  also  r/,  A,  jtt 
,,cocylindroidaJ"  sein,  d.  h.  auf  einem  Cylindroid  liegen  (Kap.  II). 
Die  Schraube  A  ist  demnach,  da  sie  auch  noch  zu  «  reciprok  sein 
soll,  vollkommen  bestimmt,  denn  jU  kann  jederzeit  angegeben 
werden.  Construiren  wir  also  das  durch  y/,  /«  gegebene  Cylindroid 
(y^,  /u),  und  bestimmen  auf  dieser  Fläche  diejenige  Schraube,  welche 
reciprok   ist  zu  a,  so  ist  das  bekanntlich  eindeutige  Ergebniss  der 
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Construction  die  Schraube  A.  Nachdem  so  alle  drei  Schrauben,  ^j. 
A,  /*  bekannt  sind,  kann  mit  Hülfe  der  bekannten  Intensität  rl' 
auch  die  Intensität  /."  der  Dynanie  der  impulsiven  Reactionen  be- 
stimmt werden. 

§7. 

Wir  wollen  nun  einen  Körper  betrachten,  der  in  einem  be- 
stimmten Momente  unter  dem  Einfluss  eines  Systems  gegebener 
Kräfte,  von  der  hier  zu  betrachtenden  Natur,  sich  in  einer  Lage 
stabilen  Gleichgewichtes  befindet.  Der  Körper«  soll  Freiheit  ersten 
Grades  besitzen,  also  nur  um  eine  Schraube  a  sich  bewegen  kön- 
nen*). Nun  führe  man  den  Körper  durch  eine  Windung  von 
kleiner  Amplitude  aus  der  Ruhelage  heraus  und  ertheile  ihm  zu- 
gleich eine  kleine  anfängliche  Windungsgeschwindigkeit.  Dann 
wird  der  Körper  ohne  Unterlass  kleine  oscillatorische  Windun- 
gen um  «  ausführen.  Die  Zeit  einer  Oscillation  soll  bestimmt 
werden. 

Zu    dem   Zwecke  erinnern   wir  uns,    dass  die  von  der  Win- 

dungsgeschwindigkeit  ,  -  herrührende  kinetische  Energie  des  Kör- 
pers ist 

Forner  ist,  unter  Anwendung  früher  gebrauchter  Bezeichnunsjen 

die  potentielle  Energie,  welche  der  Körper  in  der  Lage  besitzt,  in 
die  er  durch  die  Windung  von  der  Amplitude  a'  von  der  Gleich- 
gewichtslage aus  übergeführt  wurde.  Da  die  totale  Energie  (lo> 
Körpers  constant  ist  (Kap.  1),  so  haben  wir  also  die  Gleicliunir 


^"'•'  (^) 


2 

-i-Fr'ia'^  =  const.. 


*)  Es  wird  im  Folgenden  öfter  der  Kürze  halber  der  Ausdnick  gebraucht 
werden:  .,ein  Körper  bewegt  sich  nra  eine  »Schnmbe'*,  worunter  naturlül» 
immer  zu  verstehen  ist:  «der  Körper  fuhrt  um  die  «roj^cbeno  Schraube  ein»' 
Windunpr  aus  von  der  Art  und  in  dem  Sinne,  wie  dies  im  Kapitel  11  detlnirt 
worden  ist". 
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welche  durch  Differentiation  übergeht  in 

Das   Integral   dieser  Gleichung  kann   in   der  Form  dargestellt 
werden 


a 


Mm-'h-^Am-')' 


wo  A,  B  die  durch  die  Integration  eingeführten  willkürlichen 
CoUvStanten  sind.  Die  Zeit  einer  oscillatorischen  Windung  (kürzer: 
die  Schwingung.szeit)  ist  demnach 

Halten  wir  also  den  Körper  und  das  auf  ihn  wirkende  Rräfte- 
system  fest,  so  kommen  wir  bei  Vergleichung  der  Schwingungs- 
zeiten, die  sich  auf  verechiedene  Schrauben  a  beziehen,  zu  dem 
Resultate,   dass  diese  Zeiten  proportional  sind,   für  jede  Schraube, 

dem  Verhältniss    --  • 

'  a 

§8. 

Die  Schwingungsdauer  ist  wegen  der  in  ihrem  Ausdruck  vor- 
kommenden Grössen  ?/«,  r«  abhängig  von  der  Lage  der  Schraube 
«.  sodass  wir  naturgemäss  zu  der  Frage  nach  derjenigen  Schraube 
i^eleitet  werden,  für  welche  die  Schwingungsdauer  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird.  Stellen  wir  dann,  behufs  vollständiger  Erle- 
digung, die  Frage  gleich  in  allgemeiner  Form  auf,  so  liegt  fol- 
gendes Problem  vor: 

Ein  Körper  vom  Freiheitsgrado  /•  und  ein  auf  ihn  wirkendes 
Kräftesystem  sind  gegeben.  In  dem  Schraubensysteme  /■^^'"  Stufe 
soll  nun  diejenige  oder  —  falls  es  deren  mehrere  giebt  —  dieje- 
nigen Schrauben  bestimmt  werden,  für  welche,  wenn  der  Körper 
um  sie  Windungen  der  in  §  7  beschriebenen  Art  ausführt,  die 
Dauer  einer  solchen  oscillatorischen  Windung  grösser  oder  kleiner  . 
wird,  wie  die  auf  alle  benachbarten  Schrauben  doi^  Systems  be- 
züglichen Schwingungszeiten. 
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Nehmen  wir  die  k  Hauptträgheitsschrauben  des  Systems  als 
Coordinatenschrauben ,  so  haben  wir  die  k  Coordinaten  einer 
Schraube  a  so  zu  bestimmen,  dass  die  Bedingung 


—  =  Max.  oder  Min., 


oder 

V 

=  Min.  oder  Max. 

erfüllt  wird. 

Führen  wir  die  bekannten  Ausdrucke  von  m«,  v^  durch  die 
Coordinaten  von  a  ein,  so  ist  also  das  Maximum  oder  Minimum 
der  Function 

^l^^d^-^ h^lal 

zu  bestimmen. 

Schreiben  wir  dies  so 

—j;(u\al-\ \-ulaD=  y  =  0. 

bilden  die  Differentialquotienten 

d(p 

dtti 

und  beachten,  dass  für  ein  Maximum  oder  Minimum  von  .z? 

—  =0 

so  erhalten  wir  die  k  (ileichungen,  aus  denen  die  Coordinaten- 
werthe  hervorgehen,  die  .r  die  extremen  Werthe  ertheilen: 

•  •  •  ■ 

•  ■  •  • 

•  •  •  • 

„Es  giebt  also  in  einem  Schraubeusysiem  /;**''  Stufe  immer  k 
Schrauben,  für  welche  die  in  Rede  stehende  Schwingungsdauer  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  wird.  Sieht  man  die  Gleichungen 
aber  näher  an,  so  findet  man,  dass  die  eben  bestimmten  Schrauben 
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nichts  anderes  sind,  als  die  zu  dem  System  gehörenden  /•  harmo- 
nischen Schrauben.'^ 

Wenn  somit  ein  vollkommen  freier  Körper,  zu  dem  also  das 
alle  Schrauben  des  Raumes  umfassende  System  6^*'  Stufe  gehört, 
auf  einer  der»  sechs  harmonischen  Schrauben  oscillirt,  so  wird  die 
dabei  stattfindende  Dauer  einer  Schwingung  stets  grösser  (oder 
kleiner)  sein,  als  diejenige,  die  für  irgend  eine  benachbarte  Schraube 
stattfindet. 

Werden  diese  sechs  harmonischen  Schrauben  als  Fundamental- 
systeni  genommen,  so  reduciren  sich  nach  früherem  w«  und  t?«  auf 
Summen  von  je  sechs  quadratischen  Termen.  Sind  dann  ins- 
l)esondere  die  Coefficienten  dieser  Ausdrucke  einander  proportional, 
sodass  ul  und  vi  nur  durch  einen  constanten  Factor  von  einander 
verschieden  sind,  so  sieht  man,  dass  jetzt  alle  Schrauben  des 
Raumes  harmonische  sind  und  dass  die  Schwingungsdauer  für  jede 
denselben  Werth  hat. 


Kapitel  XIV. 
Kinetik  starrer  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades. 

§1. 
Wenn  ein  starrer  Körper  um  zwei  gegebene  Schrauben  i^  und 
y  Windungen  ausführen  kann,  so  kann  er  solche,  wegen  der 
Grundeigenschaft  des  Cylindroids,  auch  um  jede  Schraube  des  durch 
^,  (f  gelegten  Cylindroids  (^,  tp)  ausführen.  Wenn  nun  umgekehrt 
der  Körper  um  keine  weitere  Schraube  sich  bewegen  kann,  als 
um  diejenigen  des  Cylindroids  (^,  <jp),  so  können  wir  zurück- 
schliessen,  dass  die  Beweglichkeit  des  Körpers  ursprünglich  auf 
Windungen  um  0-  und  y  beschränkt  war,  denn  jede  Windung  um 
eine  Schraube  von  (5^,  y)  ist  ja  äquivalent  dem  Zusammenbestehen 
einer  Windung  um  ^  und  einer  solchen  um  y.  Wir  sagen  daher: 
der  Körper  hat  Freiheit  zweiten  Grades.  Und  als  geome- 
trisches Characteristicum  dieser  Freiiieit  erscheint  also  das  Cvlin- 
droid.    Diese  Fläche  bildet  also  das  Schraubensystem  zweiter  Stufe. 

Ball,    Mpchanik.  17 
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Zur  Bestimmung  dos  Cylindroids  sind  acht  Daten  erforderlich. 
Nämlich,  wir  bedürfen  zur  Bestimmung  der  Doppellinie  vier  Daten, 
zwei  weitere  sind  nothwendig  zur  Angabe  der  Endpunkte  der 
Strecke,  welche  auf  der  Doppellinie  von  der  Fläche  ausgeschnitten 
wird.  Endlich  wird  ein  Datum  erfordert  zur  BeMimmung  der 
Richtung  einer  Oeneratrix  der  Fläche  und  als  letzte  Grösse  muss 
gegeben  sein  der  Parameter  irgend  eiiier  als  Schraube  betrachteten 
Erzeugenden,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Excentricität 
(Ie.s  zum  Cylindroid  gehörenden  Parameterkegelschnitts  muss 
gegeben  sein. 

Im  Widerspruch  mit  dieser  Constantenziihlung  für  die  Be- 
stimmung des  Cylindroids  steht  nicht  der  Umstand,  dass  zur 
( 'onstruction  der  beiden  Schrauben  xf,  y.  durch  welche  das  Cylin- 
droid hindurchgeht,  zehn  Data  noth wendig  sintl.  Denn  es  ist  zu 
bedenken,  dass  durch  diese  zehn  gegebene  Grössen  nicht  nur  das 
Cylindroid  (v^,  ^)  als  solches,  sondern  auch  zugleich  zwei  ganz 
bestimmte  Schrauben  auf  demselben  gefunden  werden. 

§2. 

Sind  nun  «,  p^  zwei  Schrauben  des  Cylindroids,  welche  sich 
unter  rechtem  AVinkel  schneiden,  so  können  bekanntlich  die 
Coordinaten  einer  Schraube,  welche  mit  a  den  Winkel  /  macht,  in 
der  Form  dargestellt  werden 

«,cos/-h^,sin/, 

«ßCos/-f-^'?gsin/, 

wenn,  wie  immer  ein  System  von  sechs  coreciproken  Schrauben 
als  Coordinatensvstem  benutzt  wird.  Wir  wollen  mit  Hülfe  dieser 
Ausdrücke  diejenige  Schraube  ^  des  Cylindroids  (a,  ß)  bestimmen, 
welche  zu  einer  gegebenen  Schraube  >/  reciprok  ist.  Bekanntlich 
giebt  es  nur  eine  einzige  solche  Schraube,  wie  sich  nun  auch 
rechnungsmässig  zeigen  muss. 

Wir  gehen  aus  von  der  Grundgleichung  der  Reciprocität 

p,i;,(a,  cos/+^,  sinQn l-jt>.,^^(«6C0s/-H/i?.sin/)  =  0, 

die  wir  dann  so  schreiben 
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oder 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Werth  von  tang^  eindeutig 
uud  für  /  ZAvei  um  180"*  verschiedene  Werthe,  welche  den  beiden 
Seiten  der  ins  Unendliche  ausgedehnten  Geraden  ^  entsprechen. 
Daher  ist  also  die  Bestimmung  dieser  Geraden  —  die,  da  sie  auf 
dem  Cylindroid  liegt,  eben  nur  noch  von  /  abhängig  war  —  in 
der  That  eindeutig  geleistet. 

Die  letzte  Gleichung  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  folgenden. 
Sei  wieder  ^  eine  Schraube  des  Cj-lindroids  (a,  j9)  und  rj  irgend 
eine  beliebige  Schraube,  so  ist,  wenn  m,.^^  den  virtuellen  Coef- 
iicienten  beider  Schrauben  bedeutet 

^nd-  =  GJ«^cos/-|-cj^j;^sin/. 

Sind  aber  r^,  ^  reciprok,  so  wird 

^ij»  =  0, 

d.  h.  wir  haben  wieder  die  obige  Gleichung. 

Wenn  wir  also  auf  jeder  Schraube  ^  des  Cylindroids,  von  der 
Doppellinie  aus  gerechnet,  eine  Strecke  abtragen,  gleich  dem  halben 
virtuellen  Coefficienten  dieser  Schraube  mit  irgend  einer  anderen  i;, 
so  werden  die  Endpunkte  aller  dieser  Strecken  auf  einem  geraden 
Kreiscylinder  liegen,  dessen  Gleichung  diese  ist 

m 

Die  Interpretation  der  letzten  Gleichungen  liefert  die  Sätze: 

Diejenige  Schraube  des  Cylindroids,  welche  mit  einer  gegebenen, 

au.sserhalb  liegenden,  Schraube  rj  den  grössten  virtuellen  Coefficienten 

hat,  steht  senkrecht   auf  derjenigen  Schraube  der  Fläche,   welche 

reciprok  ist  zu  rj. 

Im  allgemeinen  können  auf  einem  Cylindroid  zwei  Schrauben 

gefunden  werden,  welche  mit  einer  gegebenen,  ausserhalb  liegenden, 

Schraube  r^    einen    gegebenen    virtuellen  Coefficienten   cj|,^   haben. 

Wie  wir  gesehen  haben  erleidet  der  Satz  eine  Ausnahme  im  Fall 

CJu^  =  0. 

§3. 
Wir  haben  früher  gesehen,  dass  eine  Schraube,  die  reciprok 
ist  zu  zwei  Schrauben  eines  Cylindroids,  in  der  gleichen  Beziehung 

17* 
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ZU  jeder  Schraube  der  Fläche  steht,  also,  nach  dem  von  uns 
adoptirten  Ausdruck,  reciprok  zu  dem  Cylindroid  ist.  Wir  be- 
trachten nun  zwei  Cylindroide  (or,  ß)  und  (A,  jw)  und  nehmen  au, 
auf  dem  Cylindroid  (a,  ß)  könne  eine  Schraube  c  so  gefunden 
werden,    dass  sie  reciprok  ist  zu  (L  f-O-     Die  Coordinaten   von  a 

sind  nach  obigem 

(f^  =  a^  cos/-f-/?,sin/, 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

a^  =  ß^cos/-+-/^rfSin/, 
wenn  der  Winkel  (o*,  d)  =  l  ist.    Wir  erhalten  also  als  Gleichungen 
der  Reciprocität  der  Schraube  a  und  dos  Cylindroids  (A,  in) 

p^  X^  (ö,  cosl^-{-ß^  sinZ)H hp^  Ag(a^  cosl-j-ß^  sin/)  =  0 

/>,jt«,(ß,cosZH-/?,sinOH h/^.iW6(«dCOs/+^^„sinO  =  0 

oder 

ra«A  cosZ-i-sj^-fj(sin/  =  0 

cjai/COsZ+©?«sin/  =  0 

und  hieraus  durch  Elimination  von  cos/^,  sin/ 


,  ^aui 


^ßfi 


i  =  ''■ 


7j\x  demselben  Resultate  gelangt  man  aber,  wenn  man  die  Be- 
diugungsgleichungen  aufstellt,  für  die  Reciprocität  einer  Schraube 
er'  von  (A,  /<)  mit  der  Fläche  (a,  jS),  indem  man  beachtet,  dass  dann 

<y «  ==  K  cos  VI  -h  jti  „  sin  w , 

wenn  (a',  A)  =  vi  gesetzt  wird. 

Es  besteht  somit  der  Satz: 

„Stehen  zw-ei  Cylindroide  («, /i),  (A, /i)  in  solcher  Be- 
ziehung, dass  die  virtuellen  Coefficienten  der  Schrauben 
«,  ß  mit  den  Schrauben  A,  ii  die  Gleichung  erfüllen 

^al^ßu ^af4^ßk  =0, 

so  liegt  auf  jedem  Cylindroid  eine  Schraube,  welche  dem 
anderen  Cylindroid  reciprok  ist." 

§4. 

Die  Coordinaten  dreier  auf  demselben  Cylindroid  liegender 
Schrauben    genügen   vier    von  einander    unabhängigen  Relationen, 
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wie  man  mit  Hülfe  von  Kap.  IV,  §§  5  u.  6  durch  eine  einfache 
Ueberlegung  findet.  Indessen  würde  die  Darstellung  dieser  Rela- 
tionen zu  einem  wenig  eleganten  Resultate  führen.  Man  kommt 
aber  zu  einem  sehr  symmetrischen  Ergebnisse,  wenn  man  noch 
drei  Hülfsgrössen,  resp.  deren  beide  Verhältnisse  einfühil  und  dann 
sechs  Gleichungen  für  die  Coordinaten  der  drei  Schrauben  aufstellt. 
Aus  diesen  können  dann  jederzeit  durch  Elimination  der  beiden 
überzählig  eingeführten  Grössen  die  vorhin  erwähnten  vier  Rela- 
tionen abgeleitet  werden. 

Seien  also  A,  /.i,  v  drei  Schrauben  eines  Cylindroids  und  be- 
zeichnen wir  zur  Abküi-zung  die  Winkel 

Wenn  nun  drei  auf  den  Schrauben  A,  //,  v  wirkende  Dynameu 
mit  den  Intensitäten  k'\  |w",  r"  im  Gleichgewicht  sind,  so  bestehen 
bekanntlich  die  Gleichungen 

X"  _  !^  ^  '^ 
sin -4  sin-ß  sinC ' 
Andererseits  werden  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  zwischen 
den  drei  Dynameu  gefunden,  wenn  man  jede  der  letzteren  in  ihre 
sechs  Componenten  nach  sechs  FundamentaLschrauben  zerlegt  und 
die  Summe  der  drei  Componenten,  die  man  so  auf  jeder  Funda- 
mentalschraube hat,  gleich  Null  setzt.  Mit  Benutzung  des  vorigen 
kommen  wir  so  zu  den  sechs  Gleichungen 

/,  sin  ^  -h/t,  sin  ß-H  \\  sin  C  =  0 

•  •  • 

.  .  . 

X^  sin  A  +  (.1.  sin  B+\\  sin  C  =  0, 

welche  also  mit  Hülfe  der  Verhältnisse  — ; — •  —  . —  die  Relationen 

smc*       smc 

darstellen,  die  zwischen  den  Coordinaten  dreier  auf  einem  Cylin- 

droid  liegender  Schrauben  bestehen. 

Beachtet  man  die  Form,  in  der  auf  Grund  dieser  (ileichungen 
die  Coordinaten  der  Schraube  v  als  Function  derjenigen  von  X  und 
/(  auftreten,  so  erhält  man  noch  den  Zusatz: 

Eine  Schraube,  deren  Coordinaten  den  linearen  Functionen 
«A, -4-6/1,,  ....  (fX,.-\-bfii^.  proportional  sind,  liegt  auf  dem  ('ylindroid 
(X.  fi)  und  bildet  mit  den  Schrauben  /, /e  Winkel,  deren  Sinus 
resp.  umgekehrt  proportional  sind  den  Coefficienten  a  und  b. 
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Man  sieht  leicht,  wie  diese  Bemerkung  aus  der  gewöhnlichen 
Darstellung  der  Coordinaten  einer  Schraube  auf  einem  Cylindroid 
hätte  gezogen  werden  können. 

Weiter  wird  man  noch  auf  Grund  des  obigen  anmerken: 
Die  beiden  Schrauben  ^,  er,  deren  Coordinaten  resp.  propor- 
tional sind  zu  aXk-hbliik  und  aXk — bfik,  und  die  beiden  Schrauben 
A,  lii   sind    beziehungsweise   parallel    zu    den    vier  Strahlen    einas 
ebenen  harmonischen  Büschels. 

§5. 

Die  geometrischen  Gebilde,  welche  wir  als  Schraubensysteme 
bezeichnen,  sind  bisher  nur  auf  Grund  ihrer  Bedeutung  für  die 
Kinematik  resp.  Statik  aufgetreten  und  in  dieser  Hinsicht  allein 
betrachtet  worden.  Diese  Beschränkung  soll  jetzt  aufgegeben 
werden,  weshalb  uns  eine  kleine  Digression  von  dem  Gegenstande 
dieses  Kapitels  gestattet  sein  möge. 

Das  Schraubensystem  fünfter  Stufe  ist  definirt  als  die  Gesamt- 
heit aller  der  Schrauben  im  Räume,  um  welche  ein  starrer  Körper 
mit  Freiheit  fünften  Grades  Windungen  ausführen  kann;  und  wir 
wissen,  dass  alle  diese  Schrauben  reciprok  sind  zu  einer  und  der- 
selben Schraube,  mit  andern  W^orten,  dass  der  reciproke  Complex 
aus  einer  einzigen  Schraube  besteht.  Diese  letztere  Eigenschaft  des 
Schraubensystems  fünfter  Stufe  ist  nun  eines  einfachen  analytischen 
Ausdrucks  fähig.  Denn,  w^enn  d-  irgend  eine  beliebige  Schraube 
des  Systems  ist,  so  genügen  ihre  Coordinaten,  die  also  als  Variable 
aufzufassen  sind,  der  bekannten  linearen  Gleichung  der  Reciprocität 
zwischen  ^  und  der  erwähnten  Schraube,  welche  das  reciproke 
System  darstellt. 

Dabei  möge  hier  sofort  ausdrücklich  bemerkt  werden,  dass 
eine  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  einer  Schraube  nie  für 
sich  allein,  sondern  immer  als  zusammen  bestehend  mit  der  in 
Kap.  V,  §  8  entwickelten  Identität  gedacht  werden  rnuss.  Indem 
wir  also  das  Hinzutreten  dieser  Identität  als  etwas  selbstverständ- 
liches nicht  besonders  erwähnen,  können  wir  sagen:  das  Schrau- 
hensystem  fünfter  Stufe  ist  analytisch  durch  eine  homogene  li- 
neare Gleichung   in  den  sechs  Schraubencoordinaten  characterisirt. 
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In  diesem  Sinne  könnte  man  rait  Herrn  Ball  von  dem  System 
fünfter  Stufe  und  ersten  Grades  reden. 

Wenn  wir  in  jedem  Falle  an  den  sechs  Coordinateu  eine 
Schraube  bei  analytischen  Untersuchungen  festhalten,  so  sieht  man 
leicht,  dass  ein  Schraubensystem  beliebiger  A**""  Stufe  nicht  durch 
eine  Gleichung  zwischen  den  sechs  Coordinaten  dargestellt  wird. 
Auf  diesen  Punkt  wird  aber  erst  später  zurückgekommen  werden. 

Wir  wollen  im  Gegentheil  hier  gerade  ein  Gebilde  untersuchen, 
welches  definirt  wird  durch  eine  homogene  quadratische  Function 
zwischen  den  sechs  Schraubencoordinaten,  ein  Gebilde  welches  von 
Sir  R.  Ball  System  fünfter  Stufe  und  zweiten  Grades  genannt 
worden  ist,  welche  Bezeichnung  hier  zunächst  beibehalten  werden 
möge.  Wir  werden  dieses  System  auch  vorzugsweise  vom  analytisch- 
geometrischen Standpunkt  aus  betrachten  und  in  Erörterungen  über 
seine  Bedeutung  in  der  Mechanik  an  anderer  Stelle  eintreten. 

Sei  somit 

U<,=   f/(^„  ^,,  ^3.  ^4.  ^5.  ^e)  =  0 

die  Gleichung  des  Systems  fünfter  Stufe  und  zweiten  Grades,  also 
f^  eine  homogene  quadratische  Function  der  Grössen  ^,,  ...,  ^g. 
Ferner  seien  tj  und  ^  zw^ei  beliebige  Schrauben.  Setzen  wir  dann 
—  uns  einer  durch  die  Salmon 'sehen  Lehrbücher  allgemein  be- 
kannten Methode  bedienend  — 

in  die  obige  Gleichung  ein  und  entwickeln,  so  kommt 
wenn  in  bekannter  Weise 

Lösen  wir  die  in         quadratische  Gleichung  auf,  so  erhalten  wir 

also  zwei  Werthe   von    —  •     Beachten  wir  dann  noch,  dass  nach 

ni 

§  4  die  Schraube  ^  wegen  der  Gleichungen 
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auf  dem  Cylindroid  (»J,  ö  Hegt,  so  ergiebt  sich  die  Folgerung,  ilass 
auf  jedem  beliebigen  Cylindroid  (^,0  des  Raumes  zwei 
Schrauben  des  Gebildes  liegen. 

Besteht  insbesondere  zwischen  den  Schrauben  »/,  C  die  Relation 

SO  werden  die  beiden  Wurzeln  der  obigen  quadratischen  Gleichung 
einander  gleich  und  entgegengesetzt.     Daher: 

„Wenn  die  Bedingung  Ur^r  =  0  erfüllt  ist,  so  sind  die 
beiden  Schrauben  rj,  J  und  die  beiden  Schrauben  des 
Cylindroids  (i^,  ö>  welche  auch  dem  Gebilde  üs=0  ange- 
hören beziehungsweise  parallel  zu  den  vier  Strahlen 
eines  ebenen  harmonischen  Büscheln." 

Wenn  eine  der  Schrauben  r^,  f,  etwa  r/,  als  fest  gegeben  an- 
gesehen wird,  so  definirt 

U,;  =  0 

ein  Schraubensystem  fünfter  Stufe  und  ersten  Grades,  welches  un- 
schwer  zu  construiren  ist.  Man  lege  durch  rj  ein  Cylindroid  und 
bestimme  die  beiden  Schrauben  C^., /O  der  Fläche,  welche  dem 
System  U^  =  0  angehören.  In  einer  zur  Üoppellinie  des  < .'ylin- 
droids  normalen  Ebene  ziehe  man  durch  einen  beliebigen  Punkt 
drei  Strahlen,  welche  resp.  parallel  zu  7y,  A,  f.i  sind  und  construire 
den  vierten  harmonischen  zu  diesen  drei  Strahlen.  Diejenige  Er- 
zeugende des  Cylindroids,  welche  dem  letzten  Strahle  parallel  ist, 
ist  eine  der  Schrauben  ^.  Wiederholt  man  dieses  ganze  Verfahren 
für  noch  vier  andere  durch  ?/  gelegte  Cylindroidc,  so  erhält  man 
fünf  Schrauben  C,  welche  dann  die  Construction  des  Systems 

ermöglichen. 

Bei  der  Ableitung  dieser  Resultate  sind  wir  nicht  abhängig 
gewesen  von  dem  Fundamentalsystem,  auf  welches  sich  die  ge- 
brauchten Schi*aubencoordinaten  beziehen. 

Nun  bemerke  man  noch,  da,ss  die  Schraube,  welche  das  dem 
System  L\;  =  0  reciproke  System  bildet,  Coordinaten  erhält,  die 
resp.  proportional  sind  den  Grössen 
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wo  also,  wie  vorhin,  t^  eine  fest  gegebene  Schraube  bedeutet. 
Dann  wollen  wir  die  Schraube,  deren  Coordiuat^n  eben  gegeben 
wurden,  als  Polarschraubc  oder  einfacher  als  Polare  von  ?/ 
bezeichnen,  .sodass  wir  also,  da  als  Schraube  tj  jede  beliebige 
iSchraube  des  Raumes  gewühlt  werden  kann,  sagen  können: 

„Wenn  t>  =  0  ein  Schraubensystem  fünfter  Stufe 
und  zweiten  Grades  darstellt,  so  lässt  sich  durch  dieses 
System  jeder  Schraube  r^  des  Raumes  eine  andere,  die 
Polare  von  ^,  zuordnen,  deren  Coordinaten  propovtional 
sind  den  Grössen 

Die  Beziehung  zwischen  einer  Schraube  und  ihrer  Polare  ist  also 
völlig  unabhängig  von  dem  zur  Coordinatenbestimmung  zu  Grunde 
gelegten  Fundamentalsysterae. 

§7- 
Ein  interessanter  specieller  Fall  eines  solchen  Systems  U=0 

bietet  sich  dar  in  jenenr,  welches  aus  allen  Schrauben  des  Raumes 

besteht,  welche  gleichen  Parameter  haben.     Um  die  Gleichung  des 

Systems  in   homogener  Form  zu   erhalten,    machen   wir  Gebrauch 

von  der  mehrfach  erwähnten  Identität.     Dieselbe  ist  bekanntlich 

^;'H h^6H-^,^.^cos(cü,,cij2)H l-^»^*cos(cu,,(ij^)-|-.-.  =  1, 

wo  die  o)  die  Coordinatenschrauben  bedeuten.  Der  Kürze  halber 
fähren  wir  für  die  linke  Seite  das  Zeichen  R  ein.  sodass  also  die 
Identität  R^l  wird.  Damit  wird  die  Gleichung  des  zu  betrach- 
tenden Systems  in  homogener  Form 

P,^l+-+P,K-hR  =  0, 

wenn  h  den  Werth  des  Parametere  bedeutet,  welchen  alle  Schrauben 
des  Systems  besitzen  sollen.  Dieses  Gebilde  ist  seiner  Natur  nach 
vollkommen  unabhängig  vom  Coordinatensystem.  Das  gleiche  gilt 
von  der  Polare  einer  Schraube  tj  in  Bezug  auf  das  System,  und 
man  erkennt  leicht,  schon  aus  Gründen  der  Symmetrie,  dass  hier 
die  Schraube  >/  und  ihre  Polare  in  dieselbe  Gerade  fallen,  (natür- 
lich aber  im  Allgemeinen  verschieden  sind,  d.  h.  verschiedene  Pa- 
rameter haben). 
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Beachtet  man  nun  weiter  die  Form,  unter  der  sich  hier  die 
(  üordinaten  der  Polare  von  r^  darstellen  werden,  so  kommt  man 
zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Coordinaten  einer  Schraube  ^?  welche 
mit  »/  auf  derselben  Schraube  liegt,  aber  einen  von  p,j  vei'schie- 
denen  Parameter  />f  besitzt,   stets  in  der  Form  ei-scheinen  müssen 

,  /  h     dR\  J  h     dR\ 

wo  A  und  h  noch  zu  bestimmende  Constanten  sind. 

Wir  werden  den  gegebenen  Parameter  der  Schraube  »/  der 
Einfachheit  w^en  hier  mit  c  bezeichnen,  sodass  also 

/>.i??H hp,iil  =  c. 

Und  es  bestehen  nun  für  den  Parameter  ^>;  der  Schraube  C  die 
l>eiden  bekannten  Gleichungen: 

f         k    dR\  ,        (         h    dR\        , ,      ,    s 

Nun  ist  R  eine  homogene  quadratische  Function  der  r^  und  daher 
nach  Euler's  Satz: 

f)R  dR         ,,,        , 

sodass  die  obigen  Gleichungen  werden: 

..,-«,....(J-(|-«)V....i-(.||y)_,^. 

A(2c—4h)  =p.^c. 

Durch  die  letzte  Gleichung  ist  A  immer  sofort  einfach  bestimmt, 
wenn  man  A  kennt.  Der  Werth  dieses  Factors  bestimmt  sich 
aber    ohne  Rechnung,    wenn   man   bedenkt,    dass  für  P;^  =  <-   Ji*- 

Schraube  ^  in  ?/  übergeht,  da.ss  also  ihre  Coordinaten  dann  >/,, 
. . . ,  /^g  werden  müssen ,  woraus  folgt ,  dass  ^'l  =  1  sein  muss.  Es 
ist  dann  h  immer  gegeben  durch 

c ff- 

Nachdem  wir  die  Untersuchung  allgemein,  d.  i.  für  einen  beliebigen 
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Weith  des  Parametei-s  von  //  durchgeführt  haben,  steht  üuu  nichts 
im  Wege  für  die  fernere  Anwendung  einen  bestimmten  Parameter 
c  zu  Grunde  zu  legen  und  wir  wählen  naturgemäss  den  Werth, 
der  die  einfachste  Darstellung  der  Coordinatou  von  ^  ergiebt,  also 

r  ==  0,  wonach  A  ==  —  ^  wird  und  die  Koordinaten  diese  Form 
erbalten 

wo  also,  wie  zu  grösserer  Deutlichkeit  nochmals  bemerkt  sei, 

Ä  =  '»jjH h^/6-h2ij,ij3COs(a),,a>2)-|---.  =  1 

ist. 

Diese  Darstellung  der  Coordinaten  einer  Schraube  führt  zu 
wichtigen  Consequenzen.  Zunächst  lehrt  der  Anblick  der  beiden 
für/)^-  erhaltenen  Gleichungen,  unter  Berücksichtigung,  dass  ^4  =  1, 

das  Bestehen  der  Identität 

P.    V  ö'/i  /  P«    V  ör/g  / 

Um  die  Bedeutung  derselben  zu  erkennen,  wollen  wir  uns  die- 
jenige der  partiellen  Derivirte  von  R  zunächst  klar  machen.  Bil- 
den wir  zu  dem  Zwecke  den  Ausdruck  für  den  virtuellen  Coeffi- 
cienten  der  Schraube  ?/  und  der  Fundamentalschrauben  Oi-,  so 
haben  wir  einmal  die  elementare  Form 

2ro^w^  =  (/)-h/?w)cosO— JsinO, 

wo  0  den  Winkel  und  d  den  kürzesten  Abstand  der  Schrauben  ij 
und  cojt  bedeutet;  und  dann  nach  Kap.  V  §  6  in  Verbindung  mit 
obigem 

Da  diese  beiden  Darstellungen  von  o^o.jt  für  jeden  beliebigen  Werth 
von  />-  identisch  sein  müssen,  so  ergiebt  sich 

1  dR  .. 

.^        '^=  COSÜ. 

^Es  stellt  also   die  partielle  Derivirte  von  R  nach  r^ 
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den  Cosinus  des  Winkels  dar,  den  die  Schraube  r^  mit  der 
Fundamentalschraube  o>k  bildet.** 

dR 

Die  Grössen  -a  -    sind  also  stets  reell  und  ihre  Quadrate  so- 

mit  stets  positiv.  Wir  kommen  somit,  wegen  der  obigen  Identität 
—  und  darin  liegt  deren  Bedeutung  —  zu  dem  Schlüsse: 

„Jede  Gruppe  von  sechs  coreciproken  Schrauben  zer- 
fällt in  zwei  Tripel  der  Art,  dass  die  Parameter  des  einen 
Tripels  alle  drei  positiv,  die  des  andern  sämmtlich  ne- 
gativ sind." 

Ein  Satz,  der  sein  Analogon  in  der  Theorie  der  linearen  Com- 
plexe  hat,  für  welche  er  schon  vor  dem  Eracheinen  der  Theory 
of  Screws  durch  Herrn  Felix  Klein  aufgestellt  wurde  (Math. 
Annal.  Bd.  II  pag.  204). 

Der  Beweis  des  Satzes  wird  im  Zusammenhang  dieses  Werkes 
am  einfachsten  nach  Herrn  Ball  so  geführt. 

Man  nehme  an,  die  Scheidung  der  coreciproken  Gruppe  in 
zwei  Tripel  fände  nicht  statt,  sondern  es  hätten  etwa  vier  der 
Parameter  p^.   gleiches,    die    beiden   anderen    das   entgegengesetzte 

Zeichen.  Dann  wollen  wir  die  obige  Identität  aufstellen  für  eine 
Schraube  ij,  die  auf  den  letzten  beiden  Fundamentalschrauben,  die 
(0/,  tu„  heissen  mögen,  senkrecht  steht.  In  diesem  Falle  ergiebt 
sich  aber  nach  obigen 

Ö  Ä    _       _ÖÄ    _ 

es  muss  also  jetzt  die  Summe  von  vier  positiven  Gliedern  ver- 
schwinden, was  aber  unmöglich  ist,  woraus  also  auch  die  Unmög- 
lichkeit der  angenommenen  Vertheilung  der  Vorzeichen  der  Para- 
meter folgt.  In  der  gleichen  Weise  überzeugen  wir  uns,  dass  auch 
nicht  etwa  fünf  der  Schrauben  oj  Parameter  gleichen  Zeichens  und 
die  sechste  einen  solchen  mit  entgegengesetzten  Zeichen  besitzen 
können;  sodass  also  in  dieser  apagogLschen  Weise  der  Satz  er- 
wiesen ist. 

Indem  wir  diese  Digression  vorläulig  abschliessen ,  sei  noch 
erwähnt,  dass  eine  zu  f  (oder  tj)  parallele  Schraube  von  unendlich 
grossem  Parameter  Coordinaten  besitzt,   welche  beziehlich   propor- 
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tional  sind  den  Grössen 

1     öß  l_  dR 

§«• 

Die  Ergebnisse  der  letzten  Paragraphen  erleichtern  sehr  die 
Untersuchung  eines  speciellen  Falles  in  der  Theorie  starrer  Körper 
mit  Freiheit  zweiten  Grades,  der  besondere  Aufmerksamkeit  erfordert. 

Es  handelt  sich  niinilich  um  den  Fall,  in  welchem  das  die 
Freiheit  definirende  Schraubensystem  zweiter  Stufe,  also  das  Cylin- 
<lroid,  unbestimmt  wird.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  beiden  ur- 
sprünglich gegebenen  Schrauben  ^,  c/,  aus  denen  das  Cylindroid 
hergeleitet  werden  soll,  dieselbe  Gerade  zum  Träger  haben. 

Den  beiden  von  einander  unabhängigen  AVindungen  des  Körpers 
mögen  resp.  die  Amplituden  />'  und  cj'  zukommen.  Der  Körper 
führt  also  beim  Zusammenbestehen  dieser  Windungen  eine  Rotation 
mit  der  Amplitude  ^'-f-^'  um  die  Gerade,  auf  der  ^,  (p  liegen, 
und  gleichzeitig  eine  Translation  0^'i\9  +  <p'P(p  parallel  zu  dieser 
Geraden  aus.  Diese  Bewegung  ist  aber  dieselbe  wie  eine  AVindung 
um  eine  Schraube  (auf  demselben  Träger)  vom  Parameter 


Da   nun    das   Verhältniss   - ,  .  von  dem  dieser  Ausdruck  abhängt. 

alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann,  so  erhellt,  dass  in  diesem 
Pralle  das  die  Freiheit  des  Körpers  charactorisirende  Schrauben- 
system aus  allen  auf  der  gegebenen  Geradon,  als  Träger,  liegenden 
Schrauben  besteht,  und  dass  dtnen  Parameter  alle  Werthe  von 
—  x^  bis  -f-^o  annehmen. 

Alle  diese  Schrauben  können  nun  auf  (Jruud  des  obigen  leicht 
durch  ihre  Coordinaten  dargestellt  werden.     Die^e  sind  nämlich 

wenn  der  Grösse  />  alle  Werthe  von  —  x^  bis  -f-  -vj  zuertheilt 
werden. 
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§9. 

Wir  haben  nun  eines  der  wichtigsten  Sätze  Erwähnung  zu 
thun,  der  in  der  Theorie  starrer  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades 
besteht. 

^Es  sei  P  ein  Punkt  eines  solchen  Körpers  und  «,  ^ 
zwei  Schrauben  des  zugehörigen*)  Cylindroids.  Durch 
eine  Windung  des  Körpers  um  die  Schraube  a  möge  der 
Punkt  P  in  die  Lage  P'  gelangen,  dagegen  durch  eine 
Windung  des  Körpers  um  ß  in  den  Punkt  P"  übergehen. 
Diese  drei  Lagen  des  Punktes,  P P'  P'\  bestimmen  eine 
Ebene  und 

welches  auch  die  »Schraube  y  immer  sein  möge,  um 
die  man  den  Körper  eine  Windung  ertheilt,  der  Punkt  1^ 
wird  niemals  aus  der  Ebene  PP'  P'*  heraustreten." 

Denn  die  Windung  um  y  kann  zerlegt  werden  in  zwei  W'iu- 
dungen  resp.  um  a  und  p?,  woraus  ohne  weiteres  folgt,  dass  jede 
Verschiebung  des  Punktes  P  sich  muss  zusammensetzen  lassen  aus 
solchen  längs  PP'  und  P  P'\  also  in  der  durch  diese  beiden 
(ieraden  bestimmten  Ebene  P  P'  P^'  stattfindet. 

Es  kann  also  durch  jeden  Punkt  P  des  Raumes  eine  Ebene 
gelegt  werden,  auf  welche  die  Verschiebungen  dieses  Punktes  be- 
schränkt sind,  welche  von  W'indungen  eines  durch  ihn  gehenden 
Körpers  um  Schrauben  eines  gegebenen  Cylindroids  herrühren. 

Die  einfachste  Construction  dieser  Ebene  ist  folgende: 

Wir  legen  durch  den  Punkt  P  zwei  Ebenen,  deren 
jede  eine  der  Schrauben  vom  Parameter  Null  enthält. 
Die  durch  P  gelegte  Xonnalebene  zur  Durchschnittslinie 
beider  Ebenen,  ist  die  gesuchte. 

Die  Verification  der  Construction  ist  einfach  genug,  um  hier 
übergangen  werden  zu  können.  Die  Construction  versagt  aber 
offenbar,  wenn  P  selbst  auf  einer  der  Schrauben  vom  Parameter 
Null  liegt.  Dann  sind  aber  überhaupt  die  Verschiebungen  von 
P  nicht    auf  eine  Ebene,    sondern    auf   eine   Gerade    beschränkt. 

*)  Unter  dem  „zu  eiuem  Körper  gehörigen*  Schraubensystem  oder  dem 
„zugehörigen  System"  wollen  wir  der  Kürze  halber  immer  dasjenige  System 
verstehen,  welches  die  Freiheit  des  Körpers  definirt. 


Kap.  XIV.    Kinetik  starrer  Korper  mit  Freiheit  2.  Grades.  271 

Diese  Gerade  bestimmt  sich  aber  leicht  als  die  Normale  durch  P 
zu  der  durch  P  und  die  andere  Schraube  vom  Parameter  Null 
gehende  Ebene. 

Es  ergiebt  sich  somit  die  lolgonde  merkwurdii^o  Eigenschaft 
der  Schrauben  vom  Parameter  Null: 

„Liegt  ein  Punkt  eines  starren  Körpers  auf  einer 
Schraube  vom  Parameter  Null,  so  wird  derselbe  stets  in 
der  niimlichen  Richtung  anfangen  sich  zu  bewegen,  um 
welche  Schraube  des  zugehörigen  Cylindroids  man  auch 
dem  Körper  eine  Windung  ertheilen  möge." 

Es  lä'sst  sich  dies  auch  leicht  in  folgender  Weise  einsehen. 
Man  kann  dem  Körper  um  zwei  Schrauben  «,  ß  des  C'yl^^^^'oi^'^ 
Windungen  ertheilen,  deren  Amplituden  so  gewählt  sind,  dass  die 
A\'indungen  sich  in  eine  solche  um  die  Schraube  X  vom  Parameter 
Null  zusammensetzen.  Aber  die  Windung  um  l  wird  einen  Punkt 
auf  /  nicht  aus  seiner  Lage  herausbringen.  Ist  ein  Punkt  P  von 
/  also  durch  die  Windung  um  a  aus  seiner  Anfangslage  heraus- 
gebracht worden,  so  muss  ihn  die  Windung  um  ß  wieder  in  diese 
zurückführen.  Also  müssen  Windungen  um  «  und  ß  den  Punkt 
in  derselben  Gerade  verschieben.  (Es  sei  hier  daran  erinnert,  dass 
die  von  uns  betrachteten  Windungen  stets  unendlich  kleine  Ampli- 
tu<len  haben.) 

§10. 

Der  Parameter  einer  Schraube  auf  einem  Cylindroid  ist  be- 
kanntlich umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  der  Schraube 
parallelen  Durchmessers  des  Parameterkegelschnittes.  Die  Asymp- 
toten dieses  Kegelschnittes  müssen  daher  parallel  sein  den  Schrauben 
vom  Parameter  Null.  Und  da  weiter  ein  Paar  reciproke  Schrauben 
auf  einem  Cylindroid  parallel  ist  einem  Paar  conjugirter  Durch- 
messer, so  folgt,  dass  die  beiden  Schrauben  vom  Parameter 
Null  mit  irgend  einem  beliebigen  Paar  reciproker 
Schrauben  auf  dem  Cylindroid  ein  Schraubenquadrupel 
liilden,  dessen  Elemente  beziehlich  parallel  sind  zu  den 
vier  Strahlen  eines  ebenen  harmonischen  Büschels. 

Wenn  der  Parameterkegelschnitt  eine  Ellipse  ist,  so  giebt  es 
keine  reellen  Schrauben  vom  Parameter  Null.    Ist  der  Parameter- 
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kogelschnitt  eine  Parabel,  so  giebt  es  nur  eine  einzige  Schraube 
vom  Parameter  Null  und  dies  ist  eine  der  beiden,  die  sich  unter 
rechtem  Winkel  schneiden.  Diese  Schraube  ist  nun  sowohl  sich 
selber,  als  auch  der  sie  schneidenden  reciprok :  sie  ist  daher  dem 
ganzen  Cylindroid  reciprok.  Dies  ist  der  einzige  Fall, 
in  welchem  eine  Schraube  auf  einem  Cvlindroid  dem 
Cylindroid  reciprok  ist. 

§11. 

Wir  wollen  nun  mit  Ausführlichkeit  die  Bedingungen  discu- 
tiren,  unter  denen  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  zweiton  Grades 
im  Gleichgewichte  verharren  wird.  Die  fundamentale  nothwendige 
und  hinreichende  Bedingung  ist  die,  dass  die  angi*eifenden  Kräfte 
einer  Dyname  äquivalent  sein  sollen,  welche  auf  einer  Schraube 
wirkt,  die  reciprok  ist  zu  dem  die  Freiheit  des  Körpere  definironden 
Cylindroid. 

Wir  haben  nun  schon  früher  Veranlassung  genommen,  die 
Gesammtheit  aller  zu  einem  Cylindroid  reciproken  Schrauben  näher 
zu  betrachten.  Wir  erinnern  uns,  dass  alle  solche  Schrauben,  die 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Raumes  gehen,  auf  einem 
Kegel  zweiter  Ordnung  liegen,  den  wir  als  den  Reciprocalkegel 
bezeichneten.  Wir  wenden  uns  nun  der  wichtigen  Frage  der 
Parametervertheilung  auf  einem  solchen  Kegel  zu. 

Wir  wissen,  da^s  der  Parameter  einer  reciproken  Schraube 
gleich  und  entgegengesetzt  ist  dem  Parameter  der  beiden  Schrauben 
gleichen  Parameters  auf  dem  Cylindroid,  welche  sie  schneidet. 
Nun  sind  />«  und  pß  resp.  der  grösste  und  der  kleinste  Werth,  den 
der  Parameter  einer  Schraube  auf  dem  Cylindroid  annehmen  kann, 
(wo  «  und  ß  die  stets  benutzten  ausgezeichneten  Schrauben  des 
Cylindroids  sind).     Es  ist  dies  leicht  einzusehen,  denn 

p  =7>«cos'/-|-/>^jsin*/ 
liegt  stets  zwischen  den  Werthen 

Pa  cos* /+/>« sin*  /     und    p^  cos' / -^Pß sin '/. 

Es  werden  somit  auch  diejenigen  Erzeugenden  des  Reciprocalkegels, 
welche  das  Cylindroid  in  drei  reellen  Punkten  treffen  Parameter 
besitzen  müssen,  die  zwischen  p«  und  pß  liegen.    Und  wir  bemerken 
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gleich  noch,  dass  immer  nur  eine  Sclu*aube  von  gegebenem  Para- 
meter auf  dem  Reciprocalkegel  gefunden  werden  kann.  Denn  wir 
können  nur  eine  einzige  Schraube  durch  den  Scheitel  des  Kegels 
so  legen,  dass  sie  irgend  zwei  Schrauben  des  Cylindroids  schneidet. 

Die  Gerade,  welche  durch  den  Scheitel  des  Kegels  parallel  zur 
Doppellinie  des  Cylindroids  gelegt  wird,  ist  eine  Erzeugende  des 
Kegels  der  wir  den  Parameter  oo  beilegen  müssen.  Gehen  wir  von 
dieser  Geraden  aus  und  immer  zur  nächsten  und  nächsten  Schraube 
über,  so  wird  der  Parameter  fortwährend  kleiner  und  kleiner 
werden,  durch  Null  in  das  (iebiet  der  negativen  Werthe  übertreten 
und  bis  — oo  gelangen,  bei  welchem  Werthe  wir  auch  wieder  bei 
«ler  Ausgangslinie  angekommen  sind.  1,'eberhaupt  unterscheiden 
wir  bei  einem  unendlich  grossen  Parameter  nicht,  ob  derselbe 
diesen  Werth  von  der  positiven  oder  von  der  negativen  Seite  her 
erlangt  hat. 

Wir  können  also  für  jeden  beliebigen  Werth  des  Parameters 
zwischen  — x)  und  -j-oc  eine  Schraube  auf  dem  Reciprocalkegel 
finden.  Denken  wir  uns  vom  Scheitel  desselben  aus  auf  jeder 
Erzeugungslinie  eine  Strecke  abgetragen,  welche  gleich  ist  dem 
zugehörigen  Parameter,  so  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken 
eine  Curve  doppelter  Krümmung,  die  die  oben  erwähnte  Parallele 
zur  Doppellinie  des  Cylindroids  zur  Asymptote  hat. 

Als  ein  Ergebniss  der  hier  angestellten  reberlegungen  ist  noch 
zu  beachten,  dass  wir  zu  der  Annahme  imaginärer  Schrauben  auf 
dem  Cylindroid  genöthigt  sind,  denen  gleichwohl  ein  reeller  Para- 
meter zukommt. 

Der  Reciprokalkegel  zerfallt  in  zw^ei  Ebenen,  wenn  sein  Scheitel 
P  auf  dem  Cylindroid  liegt.  Die  eine  dieser  Ebenen  ist  normal 
zu  der  durch  P  gehenden  Erzeugungslinie  n.  Jede  Gerade  dieser 
Ebene  kann  durch  Ertheilung  eines  geeigneten  Parameters  eine 
zum  Cylindroid  reciproke  Schraube  werden.  Die  andere  der  beiden 
Ebenen  wird  bestimmt  durch  P  und  diejenige  Schraube,  welche 
mit  n  gleichen  Parameter  hat. 

Nachdem  somit  erkannt  war,  dass  beim  Gleichgewicht  eines 
starren  Körpers  mit  Freiheit  zweiten  Grades  die  resultirende  Dyname 
der  wirkenden  Kräfte  auf  eine  Schraube  liegen  muss,  die  reciprok 
ist    zu   dem    die  Freiheit   characterisirenden   Cylindroid,    nachdem 

Ball,    Mechanik.  18 
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ferner  nicht  nur  die  räumliche  Vertheilung  der  Träger  zu  einem 
Cylindroid  rociproker  Schrauben,  sondern  auch  die  Vertheilung  der 
zugehörigen  Parameter  völlig  klar  geworden  i«t,  erscheint  das 
Problem  der  Bestimmung  dieses  (ileichgewichts  in  allgemeinster 
Weise  gelöst,  und  es  mögen  nur  noch  einige  specielle  Fälle  ange- 
führt werden. 

Ein  Körper  mit  Freiheit  zweiten  (irades  ist  unter  der  Wirkung 
einer  Kraft  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Richtungslinie  der  Kraft 
die  beiden  auf  dem  zugehörigen  Cylindroid  liegenden  Schrauben 
vom  Parameter  Null  schneidet. 

Wenn  ein  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades  nur  unter  der 
AVirkung  der  Schwerkraft  steht,  so  ist  die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  des  Körpere  die,  dass 
die  Verticale  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  die  beiden  Schrauben 
vom  Parameter  Null  auf  dem  zugehörigen  Cylindroid  schneidet. 

Das  Gleichgewicht  eines  Körpei-s  mit  Freiheit  zweiten  Grades 
wird  durch  die  Einwirkung  eines  Kräftepaares  nicht  gestört 
werden,  wenn  die  Axe  des  Paares  parallel  zur  Doppellinie  des 
zugehörigen  rylindioitls  ist. 

Ein  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades  verharrt  auch  dann 
im  Gleichgewicht,  wenn  auf  der  Doppellinie  des  zugehörigen 
Cylindroids  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  von  irgend  einem 
beliebigen  Parameter  wirkt. 

§12. 

Ein  starrer  Körper  AJ  sei  in  der  Lage  P  in  Ruhe.  Wenn  nun 
M  ein  Impuls  in  Gestalt  einer  Dyname  auf  der  Schraube  X, 
ertheilt  wird,  so  wird  er  beginnen  sich  um  eine  instantane  Schraube 
Aj  zu  bewegen,  (ianz  ebenso  mögen  X,j  und  X^  Schrauben 
zweier  anderer  impulsiven  Dynamen  (vor  deren  Auftreten  der 
Körper  stets  in  der  Ruhelage  P  gewesen  sein  soll)  bedeuten,  denen 
die  instantanen  Schrauben  -rj.,  und  ^4^  entsprechen. 
Dann  haben  w4r  zunächst  den  folgenden  Satz: 
„Wenn  X^.  X^,  X^  auf  einem  Cylindroid  S  liegen,  das 
wir  kurz  als  das  ijnpulsive  Cylindroid  bezeichnen  wollen, 
so  werden  auch  /4,,  A^,  A^  auf  einem  Cylindroid  S'  liegen, 
dass  dann  das  instantane  Cvlindroid  heissen  soll." 
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In  der  That,  den  drei  Dynamen  können  geeignete  Intensitäten 
ertheilt  werden,  «odass  sie  zusaumien  äquivalent  Null  sind,  denn 
die  Schrauben  X  sind  ja,  nach  Voraussetzung  cocylindroidal.  Wenn 
die  Dynamen  aber  so  beschaffen  sind,  also  sich  das  Gleichgewicht 
halten,  so  müssen  auch  die  durch  sie  hervorgerufenen  Windungen 
zusammen  äquivalent  Null  sein.  Dies  ist  aber  wieder  nur  möglich, 
wenn  die  instantanen  Schrauben  A^,  A,^,  A^  cocylindroidal  sind, 
wie  der  Satz  behauptet. 

Wenn  durch  irgend  einen  Punkt  P  vier  Strahlen  gezogen  wer- 
den, welche  beziehungsweise  parallel  sind  zu  vier  Erzeugenden  eines 
Cylindroids,  so  ist  klar,  dass  diese  vier  Strahlen  in  einer  Ebene 
liegen  werden.     Dieser  Umstand   ermöglicht  folgende  Festsetzung: 

Unter  dem  Doppelverhältniss  von  vier  Erzeugungslinien  eines 
Cylindroids  ist  das  Doppelverhältniss  eines  zu  den  vier  Geraden 
parallelen  ebenen  Strahlenbüschels  von  vier  Strahlen  zu  verstehen. 

Damit  können  wir  nun  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Das  Doppelverhältniss  von  vier  Schrauben  des 
impulsiven  Cylindroids  ist  gleich  dem  Doppelverhältniss 
der  vier  jener  entsprechenden  Schrauben  des  instantanen 
Cylindroids." 

Bevor  wir  in  den  Beweis  eintreten  möge  auf  eine  Bemerkung 
hingewiesen  sein,  deren  Richtigkeit  aus  früherem  leicht  folgt,  dass 
nämlich,  wenn  eine  Dyname  von  der  Intensität  F  auf  einer 
Schraube  -X  eine  Windungsgeschwindigkeit  =  1  um  eine  Schraube 
A  hervorbringt,  eine  Dyname  von  der  Intensität  Foj  auf  X  eine 
Windungsgeschwindigkeit  co  um  A  erzeugt. 

Seien  nun  Xj,  X.,,  X,,  X^  vier  Schrauben  des  impulsiven 
Cylindroids  und  auf  ihnen  vier  Dynamen  gegeben,  deren  Intensi- 
täten beziehungsweise  F^w.^^  F^o)^,  F^oj^^  F^to^  sein  mögen.  Die 
vier  entsprechenden  instantanen  Schrauben  seien  A^,  J^,  A^,  A^ 
um  welche  Windungsgeschwindigkeiten  to,,  uj.^,  cd^,  c»j^  stattfinden 
sollen.  Endlich  bezeichnen  wir  mit  y,„  den  Winkel,  der  eine 
Schraube  X,„  auf  dem  impulsiven  Cylindroid  bestimmt  und  analog 
sei  x^,n  der  W^inkel,  durch  den  eine  Schraube  A,u  des  instantanen 
Cylindroids  gegeben  ist. 

Wenn  nun  drei  impulsive  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind, 
so  sind  auch  die  drei  hervorgerufenen  Windungsgeschwindigkoiten 

18* 
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zusammen    äquivalent    Null.     Dann    können    aber    (Kap.  Ilf   §  (')) 
Grössen  w,,  o.^,  (Og,  o)^  so  j<efunden  werden,  dass  man  hat 

o),  («2  «>a 


CO«  (.0.  (ü. 


sin(;:^,— ^J  sinG*>,— ^J  sin(i^,— i^j)  ' 


sin  (y,— y  J  sin  (y,—  y  J  sin  (g^,—  9  J 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

am{iy—i>;)mi(J>^—^,)  ^    sin(y,  — 9>Jsin(y3— yj 
sin(;l>,— ;>,)sin(;>,— ~^J  smCy^— ^a) 810(^4— ^J  ' 

wodurch  der  aufgestellte  Satz  bewiesen  ist.  Dadurch  ist  nun  auch 
die  Beziehung  zwischen  dem  impulsiven  und  dem  instantanen 
(.'ylindroid  völlig  klar.  Diese  beiden  Flächen  stehen  in  projectiver 
Verwandtschaft;  und  wenn  drei  Schrauben  des  einen  und  die 
entsprechenden  drei  Schrauben  des  anderen  Cylindroids  gegeben 
sind,  so  kann  jedes  beliebige  weitere  Paar  entsprechender  Schrauben 
auf  diesen  Flächen  construirt  werden. 

§13. 

Wenn  an  einem  unvollkommen  freien  Körpe»  eine  impulsive 
Dyname  auf  einer  Schraube  X,  angreift,  so  entsteht  im  gleichen 
Momente  in  Folge  der  geometrischen  oder  physischen  Bedingungen 
(der  Widerstände),  denen  der  Körper  unterworfen  ist,  eine  impul- 
sive Reaction,  diö  wir,  wie  früher,  als  Dyname  auf  einer  Schraube 
/?,  darstellen.  Die  beiden  Dynamen  auf  X,  und  R^  setzen  sich 
zusammen  in  eine  Dyname  auf  eine  Schraube  F,.  Wenn  der 
Körper  vollkommen  frei  wäre,  so  würde  die  Schraube  K,  diejenige 
sein,  welcher  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  A^  bezeichnete 
Schraube  als  iustantane  Schraube  ent^spricht.  vSind  demnach  wieder 
X,,  Xj,  X3  drei  cocylindroidale  impulsive  Schrauben,  so  sind  die 
zugehörigen  instantanen  Schrauben  ^,,  A.,^  A^  ebenfalls  cocylin- 
droidal.    Daher  müssen  auch    F^,    K,,    Y^  cocylindroidal  sein,  wenn 
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}\j  y,  die  Schrauben  sind,  die  zu  X.,,  X^  in  derselben  Beziehung 
stehen,  wie   F,  zu  X^, 

Bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick  die  Dynamen  mit  den- 
selben Buchstaben,  wie  die  Schrauben,  auf  welche  sie  wirken, 
so  müssen  also  die  neuen  Dynamen  X,,  X.^,  X^;  /?,,  7?^,  Ä, ; 
—  Y^,  — Fj,  — y,  im  Gleichgewicht  sein.  Wenn  nun  aber 
X,,  X^,  X^  im  Gleichgewicht  sind,  so  müssen  die  Windungen  um 
J,,  34jj,  J,  zusammen  äquivalent  Null  sein,  woraus  wieder  das 
Gleichgewicht  der  Dynamen  y,,  Y.^,  y,  und  endlich  auch  das  von 
i?,,  /?j,  /?3  folgt.  Die  drei  Schrauben  gleicher  Bezeichung  sind 
somit  cocylindroidal. 

Unter  Anwendung  den  im  vorigen  Paragraphen  befolgten 
(ledanken ganges  beweist  man  nun  leicht  den  folgenden  Satz: 

„Wirken  auf  einen  theilweise  freien  Körper  impulsivi» 
Dynamen  auf  vier  cocvlindroidalen  Schrauben;  so  werden 
die  entsprechenden  vier  anfänglichen  Reactionen  eben- 
falls Dynamen  auf  vier  cocvlindroidalen  Schrauben  sein, 
und  zwar  sind  die  beiden  Gruppen  von  je  vier  Schrauben 
projectiv  auf  einander  bezogen,  d.  h.  das  Doppelverhältniss 
der  einen  Gruppe  ist  gleich  demjenigen  der  anderen 
Gruppe." 

§14. 

Wenn  nun  auf  einen  ruhenden  starren  Körper  mit  Freiheit 
zweiten  (irades  drei  impulsive  Dynamen  wirken ,  dejen  Schrauben 
-X,,  X,,  X,  auf  dem  die  Freiheit  des  Körpers  characterisirenden 
Cylindroid  liegen,  und  wenn  ferner  mit  ^,,  A^.  A^  die  zugehö- 
rigen instautanen  Schrauben  bezeichnet  werden,  so  ist  jedes  an- 
dere Paar  X,  A  zusammengehöriger  impulsiver  und  instantaner 
Schrauben  bestimmt  durch  die  Beziehung 

(XX,X,X,)  =  (AA,A,A,-), 

wenn,  wie  üblich,  das  Doppelverhältniss  von  vier  Elementen  a,  />, 
r^  d  durch  (iibcd)  bezeichnet  wird. 

Wir  hatten  nun  der  Gesammtheit  der  impulsiven  Schrauben 
sowohl,  wie  derjenigen  der  instautanen  Schrauben  je  ein  ebenes 
Strahl büschel  zugeordnet  derart,   dass  die  Elemente  des  einen  den 
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impulsiven,  die  Elemente  des  anderen  den  iustantanen  Schi-auben 
parallel  waren.  Die  gegenseitige  Lage  dieser  Büschel  ist  vollständig 
willkürlich.  Man  kann  daher  die  einfachste  aller  Lagen  wählen, 
nämlich  die  concentrische. 

Wenn  wir  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  eine  Schraube  so  zu 
bestimmen,  dass  eine  impulsive  Dyname  auf  ihr  dem  Körper  eine 
Windungsgeschwindigkeit  um  diese  selbe  Schraube  crtheilt,  so  ist 
dies  gleichbedeutend  mit  der  Frage  nach  demjenigen  Strahl,  wel- 
chen die  beiden  aufeinanderliegenden  Strahlbiischel,  die  wir  einge- 
führt haben,  mit  einander  entsprechend  gemein  haben.  Zwei 
projective  einförmige  Gebilde  auf  demselben  Träger*)  haben  aber 
immer  zwei  Elemente  entsprechend  gemein,  die  beide  stets  reell 
sind,  wenn  die  Grundgebilde  entgegengesetzt  projectiv  sind. 

Wir  .kommen  somit  hier  durch  specielle  Betrachtungen  zu 
einem  Resultate,  welches  in  allgemeiner  Form  uns  schon  früher 
entgegengetreten  ist.     Nämlich: 

„Für  einen  starren  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades  giebt 
es  stets  zwei  Schrauben  des  zugehörigen  Schraubensystems  von  der 
Eigenschaft,  dass  eine  Tmpulsivdyname  auf  einer  solchen  Schraube 
dem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  dieselbe  Schraube 
ertheilt." 

Diese  beiden  ,,  Hauptträgheitsschrauben''  des  starren 
Körpers  mit  Freiheit  zweiten  Grades  können  aber  stets 
durch  ein  einfaches  geometrisches  Verfahren  gefunden 
werden. 

§15. 

Es  lässt  sich  aber  noch  durch  eine  andere  interessante  Be- 
trachtung zu  diesen  beiden  Schrauben  gelangen.  Erinnern  wir  uns 
der  Grösse  w«,  welche  zu  einer  Schraube  a  gehört  und  deren  Be- 
deutung die  ist,  dass  die  kinetische  Energie  eines  sich  um  «  mit 
der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit  bewegenden  Körpers  aus- 
gedrückt wird  durch  da.s  Product  aus  der  Masse  des  Körpei-s  in 
das  Quadrat  der  Strecke  Ua.  Die  Vertheilung  aller  dieser  Strecken 
IIa   auf  die  Schrauben  des  Cylindroids,   welches  in  dem  in  diesem 


*)  Als  Träger  eines  Strahlbüschels  sehe  ich  dessen  Centriun  an. 
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Kapitel  betrachteten  Fall  das  die  Freiheit  des  Körpers  definirendc 
Schraubensystem  darstellt,  soll  nun  betrachtet  werden.  Wenn  wir 
mit  u^,  ti,  die  Werthe  von  w«  bezeichnen,  welche  diese  Grösse 
für  irgend  ein  Paar  conjugirter  Trägheitsschrauben  des  Cylindroids 
besitzt,  und  wenn  ferner  g,,  a,  die  entsprechenden  Componenten 
einer  auf  der  Schraube  «  wirkenden  Dyname  von  der  Einheit  der 
Intensität  bedeuten,  so  ist  bekanntlich 

Nun  ziehen  wir  durch  das  Centrum  des  Cylindroids  zwei  gerade 
Linien,  die  resp.  parallel  sind  zu  dem  obigen  Paar  conjugirter 
Trägheitsschrauben,  nehmen  dieselben  als  Axen  eines  rechtwink- 
ligen ebenen  Coordinatensystems  und  construiren  die  Ellipse 

wo  //  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Bedeutet  /•  den  Radius- 
vector  in  dieser  Ellipse,  so  ist 

r  '       r  '' 

.sodass  sich  mit  Obigem  ergiebt: 

H 


u' 


a  3 

r 


Die  hier  eingeführte  Ellipse  ist  also  dadurch  characterisirt,  dass 
ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  derselben  parallel  ist  zu  einem 
Paar  conjugirter  Trägheitsschrauben  des  Cylindroids.  Sie  wird  nach 
Herrn  Ball  als  Trägheitsellipse  bezeichnet.  Mit  Benutzung 
die.ses  Begriffes  können  wir  also  das  letzte  Resultat  so  aussprechen: 

„Die  zu  einer  Schraube  u  eines  Cylindroids  gehörige 
Strecke  w«  (die  man  auch  als  auf  «  aufliegend  denken 
kann),  ist  umgekehrt  proportional  dem  parallelen  Semi- 
(liameter  der  Trägheitsellipse." 

Die  grosse  sowohl  wie  die  kleine  Axe  diaser  Ellipse  sind  pa- 
rallel zu  Schrauben  auf  dem  Cylindroid,  denen  für  eine  gegebene 
Windungsgeschwindigkeit  ein  Maximum  resp.  ein  Minimum  der 
kinetischen  Energie  entspricht. 

Mit  Hülfe  der  Trägheitsellipse  wollen  wir  nun  zunächst  fol- 
gende Aufgabe  behandeln: 
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Auf  einen  in  Ruhe  befindlichen  starren  Körper  mit  Freiheit 
zweiten  Grades  wirkt  eine  impulsive  Dyname  auf  der  Schraube  ?,. 
Auf  dem  Cylindroid,  w^elches  die  Freiheit  des  Körpers  characteri- 
sirt,  soll  die  Schraube  ^  bestimmt  werden,  um  welche  der  Körper 
zufolge  jenes  Impulses  anfangen  wird,  sich  zu  bew-egen. 

Die  Lösung  ergiebt  sich  leicht,  wie  folgt.  Man  bestimme  auf 
dem  Cylindroid  diejenige,  einzige,  Schraube  (f,  welche  zu  ?/  reci- 
prok  ist.  Zieht  man  dann  in  der  Trägheitsellipse  den  zu  y  pa- 
rallelen Durchmesser  D  und  gleichzeitig  den  zu  D  conjugirten 
Durchmesser  D\  so  ist  die  zu  D'  parallele  Schraube  des  Cylin- 
droids  die  gesuchte  Schraube  ^. 

Man  beachte,  dass  das  umgekehrte  Problem,  nämlich  die  Be- 
stimmung der  Schraube  r^,  auf  welcher  eine  impulsive  Dyname 
wirken  muss,  um  eine  Windung  um  ^  hervorzurufen,  unbestimmt 
ist.  Jede  zu  9  reciproke  Schraube  des  Raumes  kann  hier  als  Lö- 
sung figuriren. 

Für  das  Folgende  knüpfen  wir  an  den  im  Kapitel  TX  einge- 
führten BegrifT  der  „reducirten  Dyname"  au.  Es  ist  dies  bekannt- 
lich diejenige  Dyname  auf  einer  Schraube  eines  Schraubensystems, 
durch  w^elche  eine  impulsive  Dyname  auf  irgend  einer  Schraube 
des  Raumes  äquivalent  ereetzt  wird.  Wenn  wir  also  das  soeben 
behandelte  Problem  weiter  verfolgen,  so  handelt  es  sich  nun  dar- 
um, an  Stelle  der  dort  gegebenen  Dyname  auf  ^  die  äquivalente 
reducirte  Dyname  einzuführen.  Hierzu  ist  dann  die  Aufgabe  zu 
lösen,  auf  einem  Cylindroid  eine  Schraube  e  so  zu  bestimmen, 
dass  eine  auf  dereelben  wirkende  Impulsivdyname  dem  betrachteten 
starren  Körper  eine  Windung  ertheilt  um  eine  gegebene  Schraube 
l>  desselben  Cylindroids.  Auch  die  Lösung  dieser  Aufgabe  lässt 
sich  ganz  einfach  rein  geometrisch  bewerkstelligen.  Hierzu  be- 
nutzen wir  den  Parameterkegelschnitt  und  zwar  auf  Grund  des 
Satzes,  dass  irgend  zwei  reciproke  Schrauben  des  Cylindroids  pa- 
rallel sind  zu  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Parameter- 
kegelschnitts. 

Das  Vorfahren  zur  Bestimmung  von  f  wird  sich  nun  mit 
Rücksicht  auf  das  oben  gelöste  Problem  so  gestalten: 

Wir  bestimmen  zunächst  in  der  Trägheitsellipse  den  Durch- 
messer, welcher  conjugirf  ist  zu  dem  mit  der  gejyebenen  Schraube 
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l^  parallel  gezogenen.  Er  heisse  A.  Da  nun  Parameterkegelsciinitt 
und  Tragheitsellipse  concentrisch  sind,  so  liegt  auf  A  auch  ein 
Durchmesser  der  ersteren  Curve.  Zu  diesem  construiren  wir  wie- 
derum den  (!onjugirten  (also  in  Bezug  auf  den  Parameterkegel- 
schnitt), und  nennen  die  erlangte  Gerade  ß.  Die  zu  B  parallele 
Schraube  des  Cylindroids  ist  dann  nach  den  obigen  Auseinander- 
setzungen die  gesuchte  Schraube  e. 

Zwei  concentrische  Kegelschnitte  haben  im  Allgemeinen  ein 
und  nur  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  gemein.  Es  trifft  dies 
also  auch  bei  dem  Parameterkegelsclmitt  und  der  Trägheib<ellipse 
ein.  Als  Durchmesser  der  letzteren  Curve  betrachtet  hat  das  Paar 
gemeinsamer  conjugirter  Durchmesser  die  Bedeutung,  dass  die  pa- 
rallelen Schrauben  des  Cylindroids  conjugirte  Trägheitsschraubon 
sind.  Da  dasselbe  Durchmesserpaar  aber  auch  dem  Parameter- 
kegelschnitt angehört,  so  sind  die  erwähnten  Schrauben  auch  noch 
reciprok.  Sie  sind  somit,  nach  der  früher  gegebenen  Definition, 
Jlauptträgheitsschrauben.  Ihre  Zahl  ist  im  Allgemeinen  zwei 
und  nur  zwei,  dem  Freiheitsgrad  des  Körpers  entsprechend,  in 
I'ebereinstimmung  mit  dem  allgemeinen  Satz  über  die  Hauptträg- 
heitsschrauben. 

Die  hier  zuletzt  benutzte  Eigenschai't  zweier  concentl'ischen 
Kegelschnitte  findet  nicht  statt,  wenn  die  beiden  Curven  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sind.  Dann  haben  sie  jedas  Paar  conjugirter 
Durchmesser  gemein.  Wenn  also  die  Vertheilung  der  Masse  in 
einem  Körper  und  die  Anordnung  der  Bewegungshindernisse  so 
beschaffen  sind,  dass  Parameterkegelschnitt  und  Trägheitsellipse 
die  angeführte  besondere  Beziehung  zu  einander  haben,  so  folgt, 
dass  in  diesem  Falle  jede  Schraube  des  Cylindroids  die  Eigenschaft 
der  Ilauptträgheitsschrauben  besitzt. 

§16. 

Bei  Aufstellung  eines  Ausdruckes  für  die  Arbeit,  welche  ge- 
leistet wird,  wenn  ein  Körper  unter  dem  Einflüsse  eines  gegebenen 
Kräftesystems  aus  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichtes  in  eine  an- 
dere Lage  übergeführt  wird  durch  eine  Windung  von  gegebener 
Amplitude  um  eine  Schraube  «,  haben  wir  eine  (irösse  r^  einge- 
führt, deren  Quadrat  el)en  jener  Arbeit  proportional  ist. 
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Es  folgt  nun  aus  Kap.  XI  §  5,  dass  in  unserem  Falle  eines 
Körpers  mit  Freiheit  zweiten  Grades  gesetzt  werden  kann 

wenn  («,,  a^  die  Coordinaten  der  Schraube  a  bedeuten  in  Bezug 
auf  zwei  conjugirte  Potentialschrauben  des  zugehörigen  Schrauben- 
systems, also  des  Cylindroids;  und  wenn  t-,,  v^  die  resp.  Werthe 
von  w«  sind  für  diese  beiden  Schrauben. 

Diese  Gleichung  giebt  nun  wieder  Anlass  zu  einer  einfachen 
geometrischen  Darstellung  der  Vertheilung  der  Grösse  r«  auf  den 
Schrauben  «  des  Cvlindroids.  Denn  ziehen  wir  durch  den  Mittel- 
punkt  des  Cylindroids  Parallelen  zu  den  beiden  conjugirteu  Po- 
tentialschrauben, und  construiren  unter  Annahme  dieser  beiden 
Geraden  als  Axen  der  »r  und  y  die  Ellipse 

wo  B  eine  (.'oustante  bedeutet,  so  ist,  wenn  durch  ?*  der  Radius- 
vector  in  der  Ellipse  bezeichnet  wird, 


w  y 

—  =  «,.        —     =  CiL 


womit  durch  Substitution  in  die  Ellipsengleichung  folgt 

H 


ü»  = 


„Die  zu  jeder  Schraube  a  eines  Cylindroids  gehörige  Strecke 
Va  ist  umgekehrt  proportional  dem  zu  a  proportionalen  Durch- 
messer einer  bestimmten  Ellipse,  deren  Construction  aus  obigem 
erhellt.  Und  ein  Paar  conjugirter  Potentialschrauben  de*?  Cylin- 
droids ist  proportional  einem  Paar  zu  ihnen  paralleler  Durchmesser 
dieser  Ellipse." 

Herr  Ball   bezeichnet  diese  Curve  als  die  Potentialellipse. 

Die  grosse  und  kleine  Axe  derselben  sind  parallel  zu  Schrauben 
des  Cylindroids.  denen  beziehungsweise  ein  Maximum  und  ein  Mini- 
mum potentieller  Energie  für  eine  Windung  von  gegebener  Ampli- 
tude entspricht. 

Wenn  auf  einen  Körper,  der  sich  in  der  Gleichgewichts- 
lage   befindet,    eine  Dyname    von    gegebener   Intensität    auf   eine 
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Schraube  tj  einwirkt,  so  wird  derselbe  in  eine  neue  Lage  überge- 
führt werden  durch  eine  Windung  um  eine  Schraube  ^. 

Die  Construction  dieser  Schraube  wird  nun  ohne  weiteres  ge- 
leistet werden  können,  sobald  die  Potentialellipse  eingeführt  ist. 

Denn  wenn  wir  auf  dem  die  Freiheit  des  Körpers  characterisi- 
renden  Cylindroid  C  diejenige  Schraube  r/  bestimmen,  welche  zu  y 
reciprok  ist  und  gleichzeitig  jenen  Durchmesser  der  Potential ellipse 
ziehen,  der  zu  (p  parallel  ist,  so  wird  der  zu  diesem  conjugirte 
Durchmesser  offenbar  parallel  sein  der  gesuchten  Schraube  0;  wo- 
durch die.se  dann  also  auch  bestimmt  erscheint.  Von  der  Richtig- 
keit dieser  Construction  überzeugt  man  sich  sofort,  wenn  man  sich 
der  Grundeigenschaft   der  conjugirten  Potentialschrauben   erinnert. 

Betrachten  wir  diese  Construction  eingehender,  wenn  die  Auf- 
gabe so  specialisirt  wird,  dass  y  und  ^  zusammenfallen  sollen.  In 
diesem  Falle  ist  aber  tj  eine  Schraube  des  Cylindroids  C,  Wir 
construiren  also  die  zu  r^  reciproke  Schraube  ?/  des  Cylindroids, 
Dann  sind  nach  einem  bekannten  Satze  ij,  t/  parallel  zu  einem 
Paar  conjugirter  Durchmesser  ^,  d'  des  Parameterkegelschnitts. 
Verfahren  wir  nun  weiter  ganz  analog  dem  obigen,  so  ist  nun  d* 
als  Durchmesser  der  Potentialellipse  zu  nehmen  und  der  ihm  in 
dieser  conjugirte  Durchmesser  d"  zu  construiren.  Es  soll  aber 
nach  Forderung  der  Aufgabe  d"  mit  d  zusammenfallen.  Daher 
ist  dieses  specielle  Problem  identisch  mit  demjenigen,  das  gemein- 
same Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Parameterkegelschnitts  und 
der  Potentialellipse  zu  (!onstruiren.  Diese  Aufgabe  ist  eindeutig, 
d.  h.  es  giebt  im  Allgemeinen  nur  ein  Paar  gemeinsamer  conjugirter 
Durchmesser  für  zwei  concentrische  Kegelschnitte,  wie  schon  im 
vorigen  Paragi'aphen  gesagt  wurde.  Das  Schrauben  paar  #/,  rj'  ist 
daher  ebenfalls  eindeutig  bestimmt.  Und  ferner  ist  sofort  zu  sehen, 
dass  tj  und  r/  beide  die  Eigenschaft  haben,  dass  der  Körper,  unter 
Einwirkung  einer  Dyname  auf  einer  von  ihnen,  in  seine  neue  Lage 
durch  eine  Windung  um  dieselbe  Schraube  übergeführt  wird.  Es 
giebt  also  für  einen  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades  nur  zwei 
solche  Schrauben:  sie  sind  die  Hauptpotentialschrauben,  deren 
Existenz  schon  im  Kapitel  XI  §  4  für  den  allgemeinen  Freiheitsgrad 
n  nachgewiesen  worden  war,  und  die  wir  nun  hier,  conform  mit 
den  dortigen  Darlegungen,  für  den  speciellen  Fall  wieder  gefundei^ 


284  Specielle  Kinetik. 

haben.    Aus  der  (  onstruction  geht  auch  hier  deutlich  hervor,  da.ss 
sie  zugleich  coujugirte  Potentialschrauben  und  reciprok  sind. 

§1'- 

Ganz  analog  werden  auch  die  Trägheitsellipse  und  die 
Potentialellipse  ein  Paar  gemeinschaftlicher  conjugirter  Durch- 
messer besitzen.  Die  Constituenten  dieses  Paares  sind  dann  parallel 
zu  einem  Schraubenpaar,  welches  gleichzeitig  in  Bezug  auf  Träg- 
heit und  Potential  conjugirt  ist.  Es  giebt  im  allgemeinen  wieder 
nur  ein  solches  Schraubenpaar.  Da,sselbe  ist,  der  früher  gegebenen 
Definition  nach,  das  Paar  der  harmonischen  Schrauben  des  Systems 
zweiter  Stufe. 

Wenn  also  der  Körper  eine  Lagenänderung  erfährt  durch  eine 
unendlich  kleine  Windung  um  eine  solche  Schraube,  und  dann 
dem  Einflüsse  der  wirkenden  Kräfte  überlassen  wird,  so  wird  er 
in  Folge  dessen  oscillatorische  Windungen  um  eben  diese  Schraube 
ausführen. 

Stehen  die  beiden  hier  betrachteten  Kegelschnitte  wieder  in 
der  basonderen  Beziehung,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  zu  sein,  so 
haben  sie  also  alle  Paare  conjugirter  Durchmesser  gemeinschaftlich. 
Es  sind  also  dann  auch  alle  Schrauben  des  Systems  zw^eiter  Stufe, 
des  Cylindroids.  harmonische  Schrauben. 

§18. 

Es  erübrigt  noch  eine  eingehendere  Betrachtung  des  in  §  9 
angeführten  Falles,  in  dem  das  Cylindroid  illusorisch  wird,  wenn 
nämlich  die  beiden  Schrauben  a,  ß,  welche  es  bestimmen,  einen 
gemeinschaftlichen  Träger  haben. 

Seien  also  J,  J  ein  Paar  conjugirter  Trägheitsschrauben  auf 
der  Geraden,  um  welche  der  Körper  in  diesem  Falle  Freiheit  hat 
sich  entweder  ohne  Gleitung  zu  drehen  oder  längs  ihr  zu  gleiten 
ohne  Drehung.  W^ir  wollen  als  Coordinatensystem  diejenigen 
sechs  Schrauben  wählen,  welche  im  Falle  der  vollkommenen  Freiheit 
die  Hauptträgheitsschrauben  des  Körpers  wären  —  es  sind  dies 
also  die  Hauptaxen  des  Körpers,  Herr  Ball  nennt  sie  die  absoluten 
Hauptträgheitsschrauben  — ,  und  wollen  mit  //  die  Schraube  vom 
Parameter  Null  auf  dem  gegebenen  Träger  bezeichnen.    Es  ist  dann. 
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unter  Anwendung  bekannter  Bezeichnungen, 

(    J  Ih     dR\{  J>c     dR\\       „ 

Kntwickelt  man  hier  und  bringt  auf  die  einfachste  Form,    so  er- 
hält man 

Nun  ist  aber  sofort  einleuchtend,  dass  in  diesem  Falle  der  Ausdruck 
R  die  einfache  Form  annimmt 

woraus  man  erhält 

dR  dR 

dR  dR         ^jr  V 

dR  dR 

Unter  gehöriger  Rücksichtnahme  auf  die  Eigenschaft  des  Coordinaten- 
systems  ergiebt  sich  nun 


und  weiter 


SR 


-^d"  )'=«"=«. 


da  ja  Ä  =  1  ist.  Die  obige  Gleichung  reducirt  sich  somit  auf 
diese  einfache 

die  mit  Rücksictit  darauf,  dass  hier  u  den  Trägheitsradius  des 
Körpers  in  Bezug  auf  den  Träger  von  »/  bedeutet,  den  Satz  enthält, 
dass  im  vorliegenden  Falle  das  Product  der  Parameter  zweier 
conjugirter  Trägheitsschrauben  constant  ist. 

§19. 
Es  möge  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  noch  die  Frage  erörtert 
werden,   wie  die  Schraube  A  zu   finden  sei,  auf  der  w4r  uns  die- 
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jenigc  Dyiiame  zu  denken  haben,  welche  die  Reaction  der  Wider- 
stände darätellt,  wenn  auf  den  Körper  eine  impulsive  Dyuame  auf 
einer  Schraube  i^  wirkt.  Das  (Jylindroid,  welches  die  Freiheit  des 
Körpers  definirt,  hoissc  C  Mit  6"  wollen  wir  dasjenige  Cylindroid 
bezeichnen,  dessen  Schrauben,  wenn  der  Körper  vollständig  frei 
wäre,  zu  denen  von  C  als  impulsive  Schrauben  gehörten,  wenn 
diejenigen  der  eben  genannten  Fläche  als  instantane  betrachtet 
werden. 

Da  nun  eine  Dyname  auf  ?/  und  eine  auf  A  zusammen  dem 
Körper  eine  unendlich  kleine  AVindung  um  eine  Schraube  von  (.' 
ertheilen,  so  muss  das  Cylindroid  (>j,  A)  eine  Schraube  q  gemein 
haben  mit  6".  Nun  kann  die  Dyname  auf  A  zerlegt  werden  in 
zwei  Componenten,  eine  auf  t^  und  eine  auf  (j,  von  denen  die 
letztere  wieder  zerlegbar  ist  in  zwei  Dynamen  auf  irgend  zwei 
Schrauben  von  C".  Es  muss  also  A  zu  dem  System  dritter  Stufe 
gehören,  welches  bestimmt  ist  durch  i/  und  irgend  zwei  Schrauben 
von  6".  Nehmen  wir  nun  irgend  welche  drei  diesem  System  ange- 
hörende Schrauben  und  irgend  zwei  von  C\  so  sind  dies  füuf 
Schrauben,  zu  denen  A  reciprok  sein  muss,  wonach  diese  Schraube 
bekanntlich  eindeutig  construirt  werden  kann. 

Wenn  nun  A  bestimmt  ist,  so  gilt  dies  auch  von  dem  Cylin- 
droid (?;,  A)  und  endlich  auch  von  der  den  Flächen  C  und  (/;,  A) 
gemeinsamen  Schraube  q.  Die  Lage  von  ()  auf  C  wird  dann 
diejenige  Schraube  auf  C  bestimmen,  um  welche  die  Elementar- 
windung seitens  des  Körpers  ausgeführt  wird;  andererseits  wird 
durch  die  Lage  von  q  auf  (*/,  A)  und  die  bekannte  Intensität  der 
Dyname  auf  r^  die  Intensität  der  Reactionsdyname  auf  A  gegeben  sein. 


Kapitel  XV. 
Kinetik  starrer  Korper  mit  Freiheit  dritten  Grades. 

§1. 

Die  Theorie    starrer  Körper   mit  Freiheit    dritten  Grades    ist 
von    ganz    besonderem    Interesse,    da    sie    als    speciellen  Fall    ihus 
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berühmte  Problem  der  Drohung  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt  in  sich  schliesst.  Sie  wird  daher,  unter  Innehaltung 
des  im  Kap.  XIV  befolgten  Gangas  der  Entwicklungen,  mit  ein- 
gehenderer Ausführlichkeit  behandelt  werden.  Die  Theorie  der 
kleinen  Schwingungen  eines  schweren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  herum  wird  sich  insbesondere  ebenso  vollständig  wie  einfach 
darstellen. 

Eine  reiche  Fundgrube  interessanter  Sätze  wird  sich  aus  dem 
Unistande  ergeben,  da.ss  das  Reciprocalsystera  eines  Schrauben- 
systems der  dritten  Stufe  ebenfalls  von  der  dritten  Stufe  ist.  Wir 
werden  dabei  wieder  auf  den  schon  öfter  betonten  Zusammenhang 
zwischen  der  modernen  Mechanik  und  der  Liniengeometrie  hinge- 
wiesen werden.  Es  wird  sich  ergeben,  dass  die  Träger  der  Schrauben 
des  Svstems  dritter  Stufe  ein  Strahlensvstem  zweiter  Classe  und 
dritter  Ordnung  bilden. 

§2. 

Wenn  der  Körper  Freiheit  dritten  Grades  besitzt,  so  lä«st  sich 
jede  Bewegung  desselben  darstellen  als  Resultirende  von  Windungen 
um  drei  von  einander  unabhängige  Schrauben.  Zur  Kenntniss 
dreier  solcher  Schrauben  gelangt  man  mit  jeweiliger  Berücksichti- 
gung der  besonderen  Umstände,  unter  denen  die  Bew^egung  vor 
sich  gehen  kann,  auf  diese  Weise.  Es  sei  A  eine  Anfangslage  des 
Körpers.  Äfan  führe  denselben  nun  in  eine  unendlich  nahe  I^age 
li  über.  Die  Schraube,  um  welche  die  ausgeführte  Elementar- 
winduug  stattgefunden  hat,  möge  mit  S  bezeichnet  sein.  In  analoger 
Weise  kann  der  Körper  von  der  Lage  -.1  aus  nach  den  unendlich 
nahen  Lagen  /^',  B^'  gelangen  durch  Windungen  um  die  Schrauben 
>i  resp.  f.  Nachdem  wir  so  von  drei  Schrauben,  um  w^elche  der 
Körper  Bewegungen  ausführen  kann,  Kenntniss  erhalten  haben, 
können  wir  nun  überhaupt  die  möglichen  Bewegungen  des  Körpers 
näher  beschreiben.  Der  Körper  kann  sich  also  ausnahmslos  um 
eine  jede  der  Schrauben  J,  >;,  C  bewegen.  Er  wird  demnach,  wie 
leicht  gezeigt  wird,  überhaupt  fähig  sein,  Windungen  auszuführen 
um  eine  doppelte  Mannigfaltigkeit  von  Schrauben.  Denn,  stellen 
wir  uns  vor,  dem  Körper  seien  gleichzeitig  Elementarbewegungen 
um  die  Schrauben  5,  /^,  C  ertheilt,  denen  die  resp.  Amplituden  i*', 


288  Specielle  Kinetik. 

//,  L,'  zukommeu  mögen.  Nach  AunführuDg  der  so  zu  Stande  kom- 
meuden  Bewegung  wird  der  Körper  sich  in  der  Lage  F  befinden. 
Aber  der  Körper  hätte  aucli  von  der  Lage  A  aus  nach  der  un- 
endlich nahen  Lage  r  durch  eine  einzige  Elenientarwindung  können 
übergeführt  werden,  deren  Schraube  wir  mit  v  bezeichnen  wollen. 
Nun  sind  aber  die  Verhältnisse  der  drei  Amplituden  willkürlich. 
Es  sind  also  hier  zwei  Veränderliche  vorhanden,  nämlich  die  beiden 
Verhältnisse,  die  man  aus  diesen  Grössen  bilden  kann.  Sowie  sich 
nun  auch  nur  eines  dieser  beiden  Verhältnisse  ändert,  so  wird 
auch  die  Schraube  r  eine  andere  werden,  sodass  es  also  in  der 
That  zweifach  unendlich  viele  Schrauben  v  giebt.  Diese  doppelte 
Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  ist  eben  das  Schraubonsystem  *S 
dritter  Stufe.  Wenn  nun  eine  Dvname  auf  einer  Schraube  ^  auf 
den  Körper  wirkt,  das  reciprok  ist  zu  den  Schrauben  $,  >^,  f,  so 
wird  sie  nicht  fähig  sein,  das  Gleichgewicht  des  Körpers  zu  stören. 
Wenn  also  ^  reciprok  ist  zu  drei  Schrauben  des  Systems  *S,  so 
wird  sie  auch  reciprok  sein  zu  sämmtlichen  Schrauben  dieses 
Systems.  Zur  Bestimmung  einer  solchen  Schraube  &  haben  wir 
also  die  drei  Bedingungen  der  Reciprocität  zu  |,  ?^,  C.  Da  zur 
vollständigen  Bestimmung  einer  Schraube  aber  fünf  Bedingungen 
genügt  werden  muss,  so  ist  nun  wieder  sofort  offenbar,  dass  auch 
die  Schrauben  ^  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  S'  bilden,  die  wir 
bekanntlich  als  das  dem  System  S  reciproke  System  bezeichnen. 
Eine  Dyuame  auf  einer  Schraube  von  S'  übt  keine  Wirkung  auf 
einen  Körper  aus,  der  Freiheit  der  Bewegung  in  Bezug  auf  die 
Schrauben  des  Systems  *S  hat,  und  umgekehrt  wird  eine  Dyname 
auf  einer  Schraube  von  S  niemals  einen  Körper  beeinflussen 
können,  dessen  specielle  kinematischen  Verhältnisse  durch  ilas 
Svstem  S'  definirt  sind. 

§3. 

Wir  wenden  uns  zu  einem  näheren  Studium  des  Schrauben- 
systems  der  dritten  Stufe,  und  untersuchen  zunächst  die  Verthei- 
lung  der  zugehörigen  Schrauben  des  Raumes  hinsichtlich  der  Grösse 
ihrer  Parameter. 

Nehmen  wir  also  drei  Schrauben  />,  q^  r  an,  die  geometrisch 
unabhängig  von  einander  sein  sollen,  aus  denen  wir  also  jedenfalls 
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ein  System  <S  herleiten  können.  Dabei  soll  aber  die  Auswahl 
dieser  Schrauben  so  getroffen  sein,  dass  sie  alle  drei  gleiche  Para- 
meter, +^,  besitzen.  Nun  nehmen  wir  irgend  drei  andere  Schrauben, 
/,  w,  n,  deren  Träger  diejenige  von  p.  7,  r  schneiden.  Diesen 
neuen  Schrauben  ertheilen  wir  den  Parameter  — k.  Nun  sind 
zwei  Schrauben  von  entgegengesetzt  gleichen  Parametern  einander 
reciprok.  Also  ist  jede  der  Schrauben  /,  w,  n  reciprok  zu  jeder 
der  Schrauben  />,  7,  /*.  Das  ist  aber  nichts  anderas,  als  dass 
die  Schrauben  /,  m,  n  Elemente  des  zu  <Sf  reciproken  Systems  *S' 
sind.  Alle  anderen  Schrauben  nun  vom  Parameter  -f-^,  w^elche 
gleichzeitig  /,  w,  w  schneiden,  sind  nun  ebenfalls  reciprok  zu  /, 
w,  n  und  gehören  daher  dem  System  S  an.  Alle  Strahlen  aber, 
welche  drei  beliebige  Strahlen  im  Räume  schneiden  bilden  die  eine 
RegeLschaar  eines  einfachen  Hyperboloids.  Wir  kommen  somit 
leicht  zu  dem  Satze: 

„Alle  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe,  deren 
Parameter  den  Werth  -\-k  haben,  bilden  die  eine  Regel- 
schaar  eines  einfachen  Hyperboloids,  dessen  andre  Regel- 
schaar  aus  Schrauben  mit  dem  Parameter  — k  gebildet 
wird,  die  dem  reciproken  System  angehören." 

Wir  sehen  also,  wie,  wenn  die  Schrauben  nach  den  numeri- 
schen Werthen  ihrer  Parameter  geordnet  werden,  sich  die  ge- 
sammte  Mannigfaltigkeit  des  Schraubensystems  zusammensetzt  aua 
den  einfachen  Mannigfaltigkeiten,  den  Regeischaaren  zweiten  Gra- 
des, die  von  den  Trägern  der  Schrauben  gleichen  Parameters  ge- 
bildet werden. 

§4. 

Unter  dieser  Schaar  von  Hyperboloiden  ist  namentlich  eine 
Fläche  besonderer  Beachtung  werth,  nämlich  diejenige,  welche  den 
geometrischen  Ort  aller  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe  bildet, 
welche  den  Parameter  Null  haben.  Aber  nicht  nur  durch  diese 
Definitionseigenschaft,  sondern  wesentlich  durch  einen  anderen  für 
die  ganze  Theorie  wichtigen  Umstand  zeichnet  sich  diese  Fläche 
so  aus,  dass  Sir  Robert  Ball  ihr  einen  besonderen  Namen  beige» 
legt  hat,  wonach  sie  als  die  „Parameterfläche"  zu  bezeichnen 
ist.  Es  ist  also  festzuhalten,  dass  die  Parametertläche  immer  ein 
einfaches  Hyperboloid  ist. 

Ball,  Mechanik.  19 
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Um  die  Gleichung  des  Hyperboloids  aufzustellen  verfahren  wir 
nun  so.  Nehmen  wir  eine  der  Hauptaxen  der  Fläche  als  Axe  der 
x^  so  wird  diese  Gerade  die  Fläche  in  zwei  Punkten  treffen,  durch 
deren  jeden  ein  Paar  von  Erzeugungslinien  gezogen  werden  kann. 
Eine  der  Geraden  jedes  dieser  Paare  gehört  der  einen  Regelschaar, 
also  auch  etwa  dem  System  S,  die  andere  der  zweiten  Regelschaar, 
also  dem  System  S'  an.  Und  bekanntlich  ist  jedes  Paar  dieser 
Erzeugungslinien  parallel  zu  den  Asymptoten  des  ebenen  Schnittes 
der  Fläche,  der  durch  die  die  beiden  anderen  Hauptaxen  der 
Fläche,  die  Axen  der  y  und  der  z.  enthaltende  Ebene  gemacht 
wird.  Seien  demnach  ju,  r  diejenigen  beiden  Erzeugenden  der 
Fläche,  welche  dem  System  S  angehören.  In  der  Ebene  der  y  und 
z  ziehen  wür  Parallelen  zu  ^i  und  v  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinateu.  Wenn  wir  nun  den  Winkel  der  so  erhaltenen  Geraden 
und  aucli  seinen  Nebenwinkel  halbiren,  .so  sind  die  beiden  Hal- 
birungslinien  zwei  von  den  Hauptaxen  der  Fläche.  Nun  wollen 
wir  das  Cylindroid  (/u,  v)  construiren.  Auf  diesem  haben  die  zwei 
Schrauben  vom  Parameter  Null  gleichen  Abstand  vom  Mittelpunkt 
des  Cylindroids.  Und  andererseits  halbiren  die  beiden  auf  einander 
senkrechten  Schrauben  des  Cylindroids  sowohl  den  äusseren  wie  den 
inneren  Winkel  der  beiden  Parallelen  zu  den  Schrauben  vom  Pa- 
rameter Null.  Hieraus  folgt  nun,  dass  die  Träger  der  beiden  ortho- 
gonalen Schrauben  des  Cylindroids  (,«,  v)  in  die  Axen  y  und  z  des 
Hyperboloids  fallen  müssen.  Wir  wollen  diese,  als  Schrauben 
betrachtet,  jetzt  mit  ß  und  y  bezeichnen,  ihre  Parameter  also  mit 
p^  und  /).,.    Aus  den  bekannten  Eigenschaften  des  Cylindroids  folgt 

nun,  dass  wir  die  Halbaxe  a,  nach  der  üblichen  Bezeichnung,  des 
Hyperboloids  aus  den  Gleichungen  zu  bestimmen  haben  werden 

a  =  (/), — /).)sin/cos/ 

Pu^^y^l^+p  sin/^  =  0, 
aus  denen  durch  Elimination  von  /  gefunden  wird 

<^  =  V—PßPr' 
Sind  i,  c  die  beiden  anderen  Halbaxeu  des  Hyperboloids,  so  müssen 

wir  haben 

COS'/         sin*/        ,. 
-.-4-— ,-  =  0, 
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da  die  Schrauben  ju,  v  parallel  sind  zu  den  Asymptoten  der  Curve 

^ 1 =  1 

wie  schon  vorhin  bemerkt  worden.     Hiermit  finden  wir 

-  —    _  ^:lKf        "  —  _  ^' *!^ 

und  mit  Hülfe  der  Tangentenebeuen  an  die  Flächen  in  den  End- 
punkten der  Axe  y  hätten  wir  ganz  analog  gefunden 

Beachten  wir  nun,  in  welcher  Weise  wir  zu  den  Axen  des  Hyper- 
boloids hier  gelangt  sind,  d.  h.  wie  sie  constructiv  aus  den  Schrauben 
/i,  V  des  vorliegenden  Schraubensystems  hergeleitet  wurden,  so  sehen 
wir,  dass  diese  Axen  selbst  Elemente  eben  dieses  Schraubensystems 
sind.     Also: 

„Ertheilt    man    den    drei    Hauptaxen   der   Parameter- 
fläche geeignete   Parameter  p^^  jo.,  p  ,    so    können    diese 

Axen  vollkommen  als  Schrauben  betrachtet  werden  und 
zwar  gehören  sie  dem  Schraubensystem  dritter  Stufe 
an,  für  welches  die  Parameterfläche  construirt  wird. 
Die  Gleichung  dieser  Fläche  ist,  bezogen  auf  ihre 
Hauptaxen, 

Pa^'-^Pßy'-^Pr^'-^PaPßPr  =  ^-^ 

Es  lässt  sich  nun  auch  nachweisen,  dass  jede  Schraube  ^  vom 
Parameter  Null,  die  dem  System  dritter  Stufe  angehört,  als  Träger 
eine  Erzeugende  der  Parameterfläche  haben  muss.  Denn  ^  muss 
reciprok  sein  zu  allen  Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  der- 
jenigen Regelschaar  der  Parameterfläche  angehören,  deren  Geraden 
Elemente  des  dem  System  dritter  Stufe  reciproken  Systems  S'  sind, 
wie  dies  aus  §  3  folgt.  Nun  können  aber  zwei  Schrauben  vom 
Parameter  Null  nur  dann  reciprok  sein,  wenn  sie  sich  in  endlichem 
oder  unendlichem  Abstände  schneiden.  Daraus  folgt  also,  dass  d- 
die  Parameterfläche  in  einer  unendlichen  Reihe  von  Punkten  treffen, 
also  selbst  auf  der  Fläche  liegen  muss. 

19* 
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Wenn  wir  nun  die  Parameter  aller  Schrauben  des  Systems  S 
um  eine  constante  Grösse  k  vermindern,  so  wird  dadurch  (Kap.  XIII 
§  4)  der  Charakter  des  Systems  nicht  alterirt,  sodass  Schlüsse  die 
für  das  neue  System  gelten  leicht  ausnutzbar  sind  für  das  frühere. 
Nach  Verminderung  aller  Parameter  um  den  Betrag  k^  heisst  die 
Gleichung  der  Parameterfläche 

In  dem  transformirten  System  ist  dies  also  der  Ort  der 
Schrauben  vom  Parameter  Null.  In  dem  ui-sprünglichen  somit, 
nach  dem  a.  a.  0.  angeführten  Princip  der  Ort  der  Schrauben  vom 
Parameter  4-^',  sodass  also  in  sehr  einfacher  Weise  aus  der 
Parameterfläche  sich  jedes  andere  Hyperboloid  ableiten  lässt,  das 
durch  die  Schrauben  der  Systeme  S  und  S'  gebildet  wird. 

Bezeichnen  wir 


so  ist  also  durch  (fQi^,y.  z\  ^)  =  0  eine  Schaar  von  Flächen  zweiten 
Grades  dargestellt,  wenn  k  als  ein  variabler  Parameter  (dies  Wort 
im  gewöhnlichen  Sinne  genommen)  angesehen  wird.  Und  zwar  ist 
dies  also  die  Schaar  von  Hyperboloiden,  welche  sowohl  das  System 
&  als  auch  sein  reciprokes  S  constituiren.  Und  insbesondere  sind 
alle  Erzeugenden  einer  Regelschaar  einer  solchen  Fläche  Schrauben, 
vom  Parameter  k^  um  welche  der  Körper  Freiheit  der  Bewegung 
hat;  während  die  andere  Regelschaar  aus  Schrauben  gebildet  wird 
von  der  Eigenschaft,  dass  eine  Dyname  auf  irgend  einer  derselben 
neutralisirt  wird  durch  die  Widerstände  und  Bewegungshindernisse, 
welche  die  Bewegungsfreiheit  des  Körpers  auf  den  dritten  Grad 
herabgedrängt  haben. 

Die  Bedingung  für  die  Realität  der  Fläche  y(.r,^,  2;  A)  =  U 
ist  die,  dass  k  grösser  als  der  kleinste  und  kleiner  als  der  grösste 
der  drei  Parameter  p^.  p^.  p.,  sein  muss.  Es  liegen  also  die  Para- 
meter aller  reellen  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe  ihrem 
numerischen  Werthe  nach  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  der 
drei  Parameter  0  ,  />^,  p. . 
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§4. 

Wenn  wir  bei  unbestimmt  gelassenem  k  die  Coordinaten  eines 
gegebenen  Punktes  in  die  Form  y(.r,j/,  2;  /•)  einsetzen,  so  erhalten 
wir  für  k  die  cubische  Gleichung: 

Dies  besagt  also,  dass  durch  einen  gegelienen  Punkt  des  Raumes 
drei  Flächen  der  Schaar  9^  =  0  gehen.  Jede  dieser  Flächen  besitzt 
in  diesem  Punkte  eine  Tangentenebene,  und  in  jeder  dieser  Ebenen 
liegen  zwei  Erzeugende  des  Hyperboloids,  deren  eine  dem  Systeme 
S  selber,  deren  andere  dem  reciproken  System  *S'  angehört.  Wir 
haben  somit  den  wichtigen  Satz: 

„In  einem  Schraubensystem  dritter  Stufe  gehen  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  drei  Schrauben  des  Systems." 

Vjä  mag  noch  der  leicht  zu  beweisenden  Thatsache  Erwähnung 
gethan  sein,  dass  die  drei  Tangentenebenen  an  die  oben  betrachteten 
drei  Hyperboloide  sich  in  einer  Geraden  schneiden. 

Entwickeln  wir  die  Form  (f{^,}j,<\  k)  nadi  Potenzen  von  /•, 
so  ist 

-VaPßPy  -Pu -^^  -Pßl^'  —Py  ^'• 

Sind  nun  X-,,   k.,,  k^  die  drei  Wurzeln  der  Gleichung 

wenn  ^,  y,  z  die  Coordinaten  eines  gegebenen  Punktos  bedeuten j 
so  ist 

^\-^K'^K=Pa-^P,^-^Pr 
woraus  der  Satz  zu  entnehmen  ist: 

„Die  Summe  der  Parameter  der  drei  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehenden  Schrauben  eines  Systems 
dritter  Stufe  ist  constant." 

Zwei  einander  schneidende  Schrauben  können  nur  dann  reciprok 
sein,  wenn  sie  auf  einander  senkrecht  stehen,  oder  wenn  die  Summe 
ihrer  Parameter  Null  ist.  Beschreiben  wir  demnach  um  einen 
Punkt  0  des  Raumes  eine  Kugel  mit  beliebigem  Radius  und  nennen 
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A,  ß,  C  die  Punkte,  in  welchen  die  Kugelfläche  getroffen  wird 
von  den  drei  durch  0  gehenden  Schrauben  eines  Systenis  dritter 
Stufe  S,  sind  ferner  A\  R\  C  die  Punkte,  in  denen  die  Kugel 
von  den  drei  durch  0  gehenden  Schrauben  des  reciproken  Systems 
durchsetzt  wird,  so  ist  da«  sphärische  Dreieck  ABC  die  Polarfigur 
des  sphärischen  Dreiecks  A'B^C. 

Alle  Erzeugungslinien  der  Fläche  ^(.2?,y, -;  X)  =  0  sind  denen 
des  Kegels 

beziehlich  parallel;  und  /•  kann  so  bestimmt  werden,  dass  dieser 
Kegel  eine  Erzeugende  hat,  die  parallel  ist  zu  einer  bestimmten 
gegebenen  Richtung.  Dieser  gegebenen  Richtung  w^ erden  auf  dem 
zu  demselben  Werthe  von  k  gehörenden  Hyperboloid  zwei  und 
nur  zwei  Erzeugende  parallel  sein,  jede  in  einer  der  beiden  Regel- 
schaaren  der  Fläche,  von  denen  die  eine  also  dem  System  S,  die 
andere  dem  reciproken  System  S'  angehört.  Es  giebt  also  durch 
einen  Punkt  des  Raumes  nur  eine  einzige  Schraube  des  Systems 
dritter  Stufe,  welche  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallel  ist. 
Schreiben  wir  die  Gleichung  des  eben  betrachteten  Kegels  so 

nennen  r  die  Strecke,  die  auf  eine  der  Erzeugenden  des  Kegels 
durch   die  Parameterfläche  abgeschnitten  wird,  sodass  also 

und  schreiben  endlich  noch  die  Gleichung  der  Parameterflächc  in 
der  Form 

80  ei-giebt  sich  sofort 

._       PuPßPr 
k- ^. 

Dies  ist  der  Satz: 

„In  einem  Schraubensystem  dritter  Stufe  besitzt  jede 
Schraube  einen  Parameter,  der  umgekehrt  proportional 
ist  dem  Quadrate  des  ihr  parallelen  Durchmessers  der 
Parameterfläche  des  Systems." 

Aus  Kap.  YIII  §  7  geht  hervor,  dass  neun  Data  gegeben  sein 
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müssen,  um  ein  Schraubensystem  der  dritten  Stufe  vollständig  zu 
bestimmen.  Genau  so  vieler  Data  bedarf  man  zur  Bestimmung 
einer  Fläche  zweiten  Grades.  Aus  dieser  Bemerkung  schliesst  man 
noch  einmal,  was  schon  anderweit  klar  ist,  dass  das  ganze  Schrauben- 
system dritter  Stufe  bekannt  sein  wird,  wenn  man  seine  Parameter- 
fläche kennt. 

§5. 

Betrachten  wir  nun  eine  Gruppe  dreier  coreciproken  Schrauben 
des  Systems  dritter  Stufe  und  nennen  deren  Parameter  ;>,,  p.^,  />,. 
üann  ist,  wenn  q  irgend  eine  andere  Schraube  des  Systems  ist 
und  ^,,  ^2,  ^3  also  ihre  Coordinaten  bedeuten,  nach  bekannten  Sätzen: 

Nun  wollen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  Parameterfläche  vier 
Gerade  ziehen,  deren  drei  erate  beziehlich  parallel  sind  den  drei 
coreciproken  Schrauben,  während  die  vierte  parallel  sein  soll  zur 
Schraube  q.  Auf  joder  dieser  vier  Geraden  schneiden  wir  nun 
solche  Strecken  ab,  dass  wir  ein  Parallelepiped  erhalten,  dessen 
Diagonale  in  der  zur  Schraube  g  parallelen  Geraden  liegt.  Die 
Länge  der  Diagonalen  bezeichnen  wir  durch  /*,  während  o;,  y,  z  die 
Längen  der  Kanten  des  Parallelepipeds  bedeuten. 
Dann  ist  bekanntlich 

/  =  ^1.  -;.  =^3'  V  =^3- 

Also  muss  p„  umgekehrt  proportional  sein  dem  Quadrate  des  zu  q 
parallelen  Durchmessers  einer  Fläche  zweiten  Grades,  nämlich 

Nun  ist  aber  oben  gezeigt  worden,  dass  p„  auch  umgekehrt  pro- 
portional sein  muss  dem  Quadrate  des  zu  q  parallelen  Durch- 
messers der  Parameterfläche.  Die  eben  hingeschriebene  Gleichung 
muss  also  geradezu  die  Gleichung  der  Parameterfläche  —  nach 
richtiger  Bestimmung  von  i/  —  sein.     Die  Gleichung 

py+P^y'-hpi^''  =  ]I 

ist  nun  offenbar  auf  conjugiile  Durchmesser  bezogen,  sodass  wir 
als  Endergebniss  dieser  kurzen  Betrachtung  den  Satz  aufstellen 
dürfen: 
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„Irgend  drei  coreciproke  Schrauben  eines  Schrauben- 
systems dritter  Stufe  sind  beziehlich  parallel  zu  einem 
Tripel  conjugirter  Durchmesser  der  Parameterfläche  des 
Systems." 

Und  es  folgt  nun  ganz  von  selbst: 

„Die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Parameter 
dreier  coreciproken  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe 
ist  constant." 

§6. 

Wir  haben  bisher  die  Schrauben  des  Systems  der  dritten 
Stufe  nur  in  Bezug  auf  die  Grösse  ihrer  Parameter  in  Gruppen 
gebracht;  indem  wir  die  Theilsysteme  von  Schrauben  constanten 
Parameters  untersuchten.  Wir  waren  dabei  schon  einmal  auf  einen 
rein  geometrischen  Gesichtspunkt  geführt  worden,  als  wir  aus  der 
Gleichung  y(;»,y,  2;  Ä)  =  0  erkannten,  dass  durch  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  stets  drei  und  nur  drei  Schrauben  des  Systems 
gezogen  werden  können.  Es  entsteht  ganz  naturgemäss  nun  die 
Frage,  wieviel  Schrauben  des  Systems  in  einer  Ebene  liegen,  durch 
deren  Beantwortung  datin  der  geometrische  Charakter  des  Schrau- 
bensystems der  dritten  Stufe  klar  gelegt  wird. 

Im  Anschlüsse  an  Herrn  BalTs  Darlegung  betrachten  wir  zu- 
nächst die  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallelen  Schrauben  des 
Systems.  Herr  Ball  zeigt  nun,  dass  diese  eine  einfach  unendliche 
Mannigfaltigkeit  von  Schrauben  constituiren,  und  zwar,  dass  diese 
Mannigfaltigkeit  gebildet  wird  durch  die  Schrauben  eines  Cylindroids. 
Denn  man  nehme  an,  eine  Schraube  von  unendlich  grossem  Para- 
meter stehe  senkrecht  auf  der  gegebenen  Ebene.  Dann  sind  alle 
zu  dieser  Ebene  parallelen  Schrauben  des  Systems  reciprok  zu 
dieser  Schraube.  Aber  sie  sind  auch  reciprok  zu  irgend  welchen 
drei  Schrauben  des  Systems  S\  welches  dem  System  S  dritter 
Stufe,  von  dem  wir  reden,  reciprok  ist.  Sie  bilden  daher  ein 
Schraubensystem  zweiter  Stufe  —  weil  sie  nämlich  reciprok  sind 
zu  vier  Schrauben  —  das  ist  aber  eben  ein  Cylindroid. 

Um  zum  endgültigen  Resultate  zu  gelangen,  verfahren  wir  so. 
Bekanntlich  berührt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  eine  Gerade 
enthält,  jede  durch  diese  Gerade  gelegte  Ebene.     Die  Anzahl  von 
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Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe,   die  in  einer  Ebene  liegen, 
wird  daher  gleich  der  Anzahl  der  Fläche  der  Schaar 

sein,  welche  diese  Ebene  berühren.     Nun  ist  für  diese  Fläche  oder 
für 

die  Ebene 

Lx^My-^Nz+P=Q 

eine  Tangentenebene*),  wenn 

=  0. 

*)  Man  aberzeugt  sich  leicht  von  dem  Bestehen  dieser  Bedingung,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Fläche  in  die  Form 

x'^  M*  z'^ 

--+  \i  +  --,  +1  =0 

a'  0*  c* 

und  die  der  Ebene  in  die  Form 

bringt.     Ist  überhaupt 

1      1     '       3     9*       S     3    '       44 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  und  soll  die  Kbene 

EiJfi +  &«•>  + 63^3  +  64^^4  =  0 
die  Fläche   im  Punkte  x'  berühren,   so   hat   man  die  Bedingungsgleicbungen, 
in  denen  p  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet 

die  man  auch  so  schreiben  kann 

i 

Quadrirt  man  und  summirt,  so  ist 

Ifl/ir;»  =  0, 

weil  x'  auf  der  Fläche  liegt,   und  man  erhält  die  Bedingung  dafür,   dass  die 
Ebene  6  die  Fläche  berührt: 

E'  E*  E'  E^ 

a*  a*  a-  a' 

I  a  s  4 

Womit  dann   zugleich  auch    die  Gleichung  der  Fläche  in  Ebenencoordinaten 

erhalten  ist. 
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Diese  Gleichung  ist  nun  vom  zweiten  Grade  für  den  Parameter  k. 
Es  giebt  also  zwei  Flächen  aus  der  Schaar  ^(^,y,  z\  ^)  =  0,  welche 
die  Ebene  Loc-^My-^Nz-^P  ^=0  berühren.  Daher  liegen  auch 
zwei  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe  S  in  dieser  Ebene.  Es 
mag  hier  gleich  noch  einmal  ausdrücklich  darauf  hin  gewiesen 
werden,  dass  alle  diese  rein  geometrischen  Ergebnisse,  die  wir 
über  das  System  dritter  Stufe  S  erhalten,  gleichzeitig  auch  für  das 
reciproke  System  S'  gültig  sind,  da  dieses  ja  auch  von  der  dritten 
Stufe  ist. 

Halten  wir  dies  Resultat  mit  dem  in  §  4  erlangten  zusammen, 
so  ersehen  wir  also,  dass  in  rein  geometrischer  Beziehung  das 
Schraubensystem  dritter  Stufe  —  oder  hier  besser  das  System 
seiner  Träger  —  definirt  ist  als  ein  Strahlensystem  dritter  Ordnung 
und  zweiter  Klasse. 

Auf  dieses  Strahleusystem  werde  ich  hier  nicht  näher  ein- 
gehen, da  ich  dasselbe  an  anderer  Stelle  ausführlich  behandle,  wo 


Ist  allgemein  die  Flficho 
a     x^-X-^la     arjr4-2a     r  x  -^"la     x  x  -\-ti     t--|--«     x  x  A-'la     x  x 

lll'  l-il'i'  1313  1414  232  3323*  2434 

+  fi     2:2  + 2a     X  X    A-a     r»  =  0 

'        33     3  3434*        444 

gepebeii,    so   habeu   wir  dafür,    dass  die  Ebene  5  im  Punkte  x  tangiren  soll, 
7Ainächst  die  Bedingungen 

pSl +«11^1 +«13^^-2 +  «13-^3 +  «14*4  =  0 
9^2  +  «21  ^1  +  «22  •''2  +  «23  *S  +  «24  Jf4  =  ^ 
p53  +  «3I^l+«.12-^2  +  «33^3  +  «34-n  =  0 
P  ^4  +  «41  J^l  +  «42  ^2  +  «43  ^3  +  «44  ^4  =  <^ 

die  wir  verbinden  mit 

Si  *i  +  62-^2  +  SsJ'a  +  54*4  =  0. 
Die  F'limination   von   p   und  den  vier  Grössen  x  aus  diesen  fünf  (ileichungen 
giebt  die  Bedingung,   dass  die  Ebene  5  die  Fläche  berührt,  in  der  Determi- 


nante 


51,    «11, 

«12  > 

«13, 

«14 

^8  ,       «21 1 

«23, 

«83, 

«24 

Ss  >        «31  y 

«32, 

«33, 

«34 

U J        «41 , 

«42, 

«43, 

«44 

0,     £i , 

?2, 

^3, 

U 

erken  ist, 

dass 

• 

«iJk  ' 

°*i- 

=  0, 


Kap.  W.     Kinetik  starrer  Körper  mit  Freiheit  Ji.  Grades. 


299 


ich  auch  eine  Construction  der  sehr  bemerkenswerthen  Hrennfliiche 
dieses  Strahlen  Systems  geben  werde. 

Nachdem  wir  nun  .so  die  Anzahl  der  in  einer  Ebene  liegenden 
Schrauben  des  Systems  festgestellt  haben,  können  wir  wieder  rück- 
wärts zeigen,  dass  alle  einer  Ebene  parallelen  Systemschrauben  auf 
einem  Cylindroid  liegen.  Denn  man  nehme  eine  Ebene  E  und 
zwei  ihr  parallele  dem  System  angehörige  Schrauben  (f  und  r. 
Durch  a  und  r  legen  wir  ein  Cylindroid  C\  Dann  wird  jede  zu 
E  parallele  Ebene  Ek  die  Fläche  C  in  zwei  Schrauben  Ojt  und  r* 
schneiden,  die  dem  System  <S  angehören;  aber  die  Ebene  Ek  kann 
nach  obigem  auch  keine  andere  Schraube  mehr  enthalten,  welche 
dem  Systeme  H  angehören.  Daraus  folgt  also  wieder,  dass  alle 
zur  Ebene  E  parallelen  Schrauben  von  ^*  auf  dem  Cylindroid  C 

liegen. 

§7. 

Wir  wollen  uns  in  diesem  Paragraphen  mit  der  thatsächlichen 
Ausfahrung  der  Construction  des  am  Schlüsse  von  §  6  betrachteten 
Cylindroids  C  beschäftigen,  indem  wir  uns  dabei  auf  solche  Data 
stützen,  welche  durch  den  Charakter  des  Systems  S  als  der  eines 
Systems  dritter  Stufe  gegeben  werden.  Es  sei  also  gegeben  eine 
beliebige  Ebene  im  Ramne,  E;  und  gesucht  wird  das  Cylindroid 
C  der  zu  E  parallelen  Schrauben  eines  gegebenen  Schraubensystems 
dritter  Stufe  S, 

Durch  den  mit  dem  System  S  gegebenen  Mittelpunkt  0  der 
Parameterfläche  legen  wir  eine  Ebene  A  parallel  zu  E.  Dann 
wird  der  Mittelpunkt  der  Fläche  C  in  dieser  Ebene  liegen. 


Die  Ebene  des  Blattes  stelle 
irgend  eine  zu  A  parallele 
Ebene  A'  vor.  Dann  wissen 
wir,  dass  es  zwei  bestimmte 
Flächen  y(a?,  y,  z;  k)  =  0 
giebt,  die  diese  Ebene  A' 
berühren.  Seien  also  T,,  T!, 
diese  Berührungspunkte,  sei 
ferner  P  der  Durchschnitts- 
punkt der  beiden  in  A'  lie- 
genden Schrauben  des  Sy- 


Fig.  17. 
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stems  *^.  Dann  können  wir  uns  durch  T^R^  und  T.^R.j  die  beiden 
ebenfalls  in  A'  liegenden  Schrauben  des  reciproken  Systems  vorge- 
stellt denken  (T^R,±  PT,.  T.Ä,  _L  PTJ.  Ihren  Schnittpunkt  wollen 
wir  mit  P  bezeichnen.    Die  PT,  und  PT.,  sind  also  Systemschrauben. 

Mm  % 

die  der  Ebene  E  parallel  sind.  Sie  liegen  somit  auf  dem  Cylindroid 
C\  und  die  Axe  des  Cylindroids  muss  durch  den  Punkt  P  gehen. 
Ebenso  liegen  die  reciproken  Schrauben  auf  einem  Cylindroid  ('\ 
dessen  Axe  durch  den  Punkt  P*  hindurchgeht.  Diese  beiden  Flächen 
C  und  C  werden  sich  metrisch,  d.  h.  durch  die  Constante  in  der 
Gleichung  z(x^-{-f/^^) — axij  =  0,  überhaupt  gar  nicht  unterscheiden. 
Sie  sind  nur  verschieden  gelegen.  Wenn  der  Winkel  T^PT.^  ein 
rechter  wird,  so  rücken  bekanntlich  die  Punkte  T,,  1\  ins  Unend- 
liche, d.  h.  die  Ebene  A'  berührt  im  Unendlichen  die  Fläche 
9^^(ar,  y,  2; /')  =  0.  Sie  muss  daher  den  Asymptotenkegel  berühren 
und  somit  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Parameterlläche  hindurch- 
gehen. Wenn  aber  diese  orthogonale  Lage  der  Schrauben  PT^^  PT^ 
eintritt,  dann  ist  P  Mittelpunkt  des  Cylindroids  C,  Wie  eben  ge- 
zeigt, geht  dann  die  Ebene  A\  in  der  er  angenommen  wurde  durch 
den  Punkt  0;  aber  es  giobt  durch  0  nur  eine  einzige  zu  E  paral- 
lele Ebene;  es  muss  also  A  mit  A  zusammenfallen,  sodass  also  in 
der  That  diese  letztere  Ebene,  wie  behauptet,  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  C  enthält. 

Nachdem  nun  einmal  festgestellt  ist,  dass 
der  Punkt  P  in  der  Ebene  A  enthalten  ist, 
wird  man  zu  seiner  Construction  innerhalb 
dieser  Ebene  so  verfahren.  Durch  den  Punkt 
0  ziehen  wir  einen  Durchmesser  der  Para- 
meterfläche, der  conjugirt  ist  zur  Ebene  A  in 
Bezug  auf  diese  Fläche.  Dieser  Durchmesser 
möge  die  Fläche  in  den  Punkten  A/,,  M^  tref- 
fen. Von  A/,,  A/j,  fällen  wir  dann  Lothe  auf 
die  Ebene  A^  deren  Fusspunkte  ä',  S'  heissen 
sollen.  Nun  construiren  wir  die  Asymptoten 
0/>,  OM  des  ebenen  Schnitters  der  l^arameter- 
fläche,  der  in  A  liegt.  Dann  ziehen  wir 
ST\\()hU    ST\\()L 

S'T\\  OM,     S'T\\  OL, 
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so  «iud  T\  T  die  Mittelpunkte  resp.  des  aus  den  Schrauben  von  S 
—  parallel  zu  E  —  bestehenden  Cylindroids  C  und  des  aus  den 
Schrauben  von  S'  analog  gebildeten  Cylindroids  C\ 

Diese  Construction  beweist  sich  so: 

Jede  der  Tangentenebenen  in  3/,,  A/,  schneidet  die  Fläche  (p 
in  zwei  (leraden,  die  parallel  sind  zu  OM  und  OL,  Diese  Geraden 
mögen  für  den  Punkt  A/,  durch  M^M\  MJJ  bezeichnet  werden  und 
für  A/,  durch  A/,  A/",  M.JJ\  Dann  sind  M,M'  und  MJJ'  Schrauben 
des  Systems  S,  und  M^L'  und  M^Al"  Schrauben  des  reciproken 
Systems  S\  Nun  ist  aber  OM  eine  Tangente  der  Parameterfläche. 
Dieser  Strahl  muss  daher  von  zwei  Erzeugenden  der  Fläche  ge- 
schnitten werden,  von  denen  eine  der  einen,  die  andere  der  an- 
deren Regelschaar  angehört.  Und  diese  beiden  Erzeugenden  müssen 
in  einer  Ebene  liegen  mit  OM.  Da  nun  der  Berührungspunkt  von 
OM  mit  dem  Hyperboloid  im  Unendlichen  liegt,  so  müssen  diese 
Erzeugenden  parallel  zu  OA/,  und  daher  ihre  Projectionen  auf  der 
durch  A  gehenden  Ebene  ST  und  S^V  sein.  Ganz  ebenso  kommt 
zur  Kenntniss  von  der  Bedeutung  der  Geraden  Ä  T'  und  S'  T,  Es 
sind  also  ST^  und  S'T'  Projectionen  zweier  Schrauben  des  Systems 
S  und  somit  ist  T'  das  Centrum  des  Cylindroids  C.  Ganz  ebenso 
gelangt  man  zu  dem  Nachweise,  das*^  T  das  Centrum  des  Cylin- 
droids C  ist. 

Hat  man  so  den  Mittelpunkt  von  C  bestimmt,  so  ist  es  leicht 
die  Construction  zu  Ende  zu  führen.  Die  Parameter  zweier 
Schrauben  der  Fläche  (p  müssen  proportional  sein  zu  dem  reci- 
proken Quadrat  der  ihnen  beziehlich  parallelen  Diameter  des 
ebenen  Schnittes  der  Fläche,  der  durch  die  durch  A  gehenden 
Ebene  erzeugt  wird.  Demgemäss  wird  der  grösste  und  der  kleinste 
Parameter  Schrauben  zukommen,  die  den  Hauptaxen  des  Schnittes 
parallel  sind.  Zieht  man  also  durch  T'  Strahlen,  die  parallel  sind 
der  äusseren  und  inneren  Halbirungslinie  des  Asymptotenwinkels, 
so  sind  dies  die  beiden  rechtw^inkligen  Schrauben  des  Cylindroids 
C.  Nach  Kenntniss  dieser  ist  die  Fläche  aber  vollständig,  auch 
nach  ihrer  Orientirung,  bekannt.  Ganz  ebenso  kommt  man  zur 
vollständigen  Bestimmung  von  6'. 

Man  sieht  übrigens  leicht,  dass  jedes  dieser  Cylindroide  jede 
der  Flächen  q>  in  zwei  Punkten  berührt. 
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Es  folgt  noch  aus  den  Ergebnissen  dieses  Paragraphen,  dass 
jede  Ebene,  die  ein  Paar  orthogonaler  Systemschrauben  enthält, 
durch  den  Mittelpunkt  der  Parameterfläche  geht. 

§8. 

Wir  sind  nun  auch  im  Stande,  die  wirkliche  Lage  einer 
Schraube  ^  eines  Systems  dritter  Stufe  zu  bestimmen,  deren  Rieh- 
tung  gegeben  ist.    Und  zwar  wird  sich  die  Construction  so  g^talten: 

Durch  den  Mittelpunkt  0  der  Parameterfläche  ziehen  wir 
einen  Durchmesser  OR  parallel  zu  der  gegebenen  Richtung  von  ^, 
der  die  Fläche  in  R  schneidet.  Im  Punkte  R  legen  wir  eine  Tan- 
gentenebene an  die  Fläche.  In  dieser  Ebene  construiren  wir  die 
Gerade  Ä<S,  die  senkrecht  steht  auf  dem  Diameter  OR.  Legen 
wir  dann  durch  Ofi,  RS  eine  Ebene  a,  so  ist  in  dieser  Ebene  die 
Schraube  i^  enthalten.  Denn  wir  haben  die  Ebene  a  ja  ausdrück- 
lich so  construirt,  dass  der  Schnitt  dei-selben  mit  der  Parameterfläche 
in  R  eine  Tangente  besitzt,  die  normal  ist  zu  OR,  Danach  ist 
also  die  Strecke  OR  eine  Hauptaxe  dieser  Fläche,  und  es  rauss 
nach  §  7  eine  der  beiden  Schrauben  des  Systems,  die  in  der  Ebene 
a  liegen,  parallel  zu  OR  sein.  Um  nun  die  wirkliche  Lage  von  ^ 
in  dieser  Ebene  zu  finden,  beachten  wir,  dass,  weil  die  Richtung 
von  ^  bekannt  ist,  auch  der  Parameter  dieser  Schraube  gegeben 
ist,  da  er  ja  umgekehrt  proportional  ist  zu  dem  Quadrate  von  OR, 
Wir  können  also  diejenige  Fläche  ^(a;,  y,  2;  k)  =  0  construiren,  für 
welche  k  den  zur  Schraube  ^  gehörigen  Werth  besitzt,  und  welche 
ja  der  geometrische  Ort  ist  aller  Schrauben  gleichen  Parameters 
mit  x^.  Diese  Fläche  wird  von  der  Ebene  a  in  zwei  Strahlen  ge- 
schnitten, die  einander  parallel  sind.  Einer  derselben  ist  der 
Träger  von  ^,  während  der  andere  Strahl,  der  zu  der  zweiten 
Regelschaar  von  y  =  0  gehört,  Träger  einer  Schraube  des  reci- 
proken  Systems  S'  ist,  welche  einen  Parameter  besitzt,  der  dem 
von  ^  entgegengesetzt  gleich  ist. 

Für  eine  Schaar  von  Flächen  y(^,  y,  2;  k)  constanten  Para- 
meters ist  das  System  der  Ebenen  der  Kreisschnitte  gemeinschaft- 
lich. Daher  schneidet  jede  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  die  Fläche 
in  einem  System  von  Kegelschnitten  mit  gleichen  Axenrichtungen. 

Dasjenige  Cylindroid  nun,    welches  alle  die  Schrauben  eines 
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Systems  dritter  Stufe  enthält,  welche  zu  der  Ebene  eines  solchen 
Kreisschnittes  parallel  sind,  muss  aus  Schrauben  gleichen  Para- 
meters gebildet  sein.  Aber  ein  solches  Cylindroid  ist  bekanntlich 
kein  eigentliches  Cylindroid  mehr,  sondern  degenerirt  in  einen 
ebenen  Strahlbüschel  erster  Ordnung.  Wir  haben  also  auf  der 
durch  a  bezeichneten  Axe  der  Parameterfläche  zwei  Punkte,  durch 
deren  jeden  ein  ebener  Strahlbüschel  1.  0.  geht,  dessen  Elemente 
Träger  sind  von  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe.  Die  Schrau- 
ben eines  jeden  solchen  Büschels  haben  gleiche  Parameter  unter 
einander.  Ist  'p^  der  Parameter  der  Schrauben  des  einen,  f^  der- 
jenige der  Schrauben  des  anderen  Büschels,  so  stehen  beide  Grössen 
in  der  Beziehung 

7->,+p.,  =0. 

Der  absolute  Betrag  von  />,  und  p,^  ist  gegeben  durch  den 
Werth  des  Parameters  jener  Systemschraube,  die  auf  der  Axe  a 
der  Parameterfläche  liegt.  Sind  überhaupt  in  dem  üblichen  Sinne 
a,  6,  c  die  drei  Halbaxen  der  Parameterfläche  und  d  der  Abstand 
der  hier  betrachteten  Punkte  vom  Centrura  der  Fläche,  so  folgt 
leicht  aus  §  7,  dass 

«»df'  =  (a2  — 6')(a»— O- 
Es  ist  also  d  die  vierte  Proportionale  zur  Axe  a  der  Parameter- 
fläche und  der  Axen  gleicher  Bedeutung  von  deren  Focalellipse  und 
Focalhyperbel. 

§9. 

Es  möge  ^  eine  Schraube  des  Systems  8  bedeuten,  deren 
Richtungscosinus  /",  ^,  h  sind,  wenn  als  Fundamentalschrauben  die 
drei  Schrauben  a,  //,  y  genommen  werden,  deren  Träger  die  Axen 
der  Parameterfläche  sind.  Dann  sind,  in  Bezug  auf  irgend  welches 
System  von  sechs  coreciproken  Schrauben,  die  Coordinaten  von  q 


Ist  nun  ^  irgend  welche  andere  Schraube,  so  ist  der  virtuelle  Coef- 
ficient  von  q  und  tj 


3(U  Specieile  Kinetik. 

Nun  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Parametei-fläche  einen 
Strahl  und  tragen  auf  diesem  eine  Strecke  OP  =  r  ab,  derart,  daas 

ist.     Dann  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  P  die  Kugel 

•^'+y*+-^'— 2©«!,.^— 2®^,,.y— 2ajy,,.2  =  0, 
oder 

Die  Tangentenebene  dieser  Kugel  im  Punkte  0  hat  die  Gleichung 


oder 


^("7  =  0. 


Diese  Ebene  ist  die  Mittel-  oder  Hauptebene  eines  Cylindroids, 
welches  alle  diejenigen  Schrauben  des  Systems  *S'  enthält,  welche 
zu  ?^  reciprok  sind. 

§10. 

Wenn  irgend  vier  Schrauben  a,  ß,  y,  S  einem  System  dritter 
Stufe  angehören,  so  muss  das  Cylindroid  (a,  ß)  mit  dem  Cylindroid 
(y,  ä)  eine  Schraube  gemeinschaftlich  haben.  Denn  Windungen 
eines  Körpers  mit  Freiheit  dritten  Grades  um  a,  ^,  /,  ^  neutrali- 
siren  sich.  Es  muss  also  einer  Windung  um  a,  ß  eine  gleiche  und 
entgegengesetzte  um  /,  ä  entsprechen.  Dies  ist  aber  nur  möglich, 
wenn  die  Cylindroide  (a,  ß)  und  (y,  J)  eine  gemeinschaftliche 
Schraube  besitzen.  Durch  diesen  Satz  ist  ein  einfaches  Mittel  ge- 
wonnen, um  zu  erkennen,  ob  vier  gegebene  Schrauben  zu  einem 
System  dritter  Stufe  gehören. 

§11. 
Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen  untersuchen,  unter  welchen 
Bedingungen  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht  sind,  die  auf  einen  starren 
Körper  wirken.  Nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  an, 
dass  der  Körper  vollkommene  Bewegungsfreiheit  besitze,  sodass  also 
keine  Widerstände  vorhanden  sind,  so  ist  sofort  klar,  dass  die  vier 
Kräfte  Dynamen  sein  müssen  auf  vier  Schrauben  vom  Parameter 
Null,  die  einem  System  dritter  Stufe  angehören.  Die  Kräfte  müssen 
daher  längs  vier  Erzeugenden  eines  Hyperboloids  wirken,  die  alle 
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vier  derselben  Regelschaar  angehören.  Wenn  also  drei  Kräfte  auf 
beliebigen  Strahlen  des  Raumes  gegeben  sind,  P,  Q,  R,  so  wird 
man  eine  vierte  S,  die  so  beschaffen  ist,  dass  P^  Q,  R,  S  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  finden,  indem  man  das  durch  P,  Q,  R 
bestimmte  einfache  Hyperboloid  construirt.  Der  Ort  von  *S  ist  dann 
diejenige  Regelschaar  dieser  Fläche,  zu  der  P,  Q,  R  gehören. 

Der  Inhalt  dieses  Satzes  ist  schon  von  Moebius  gegeben.  Mit 
Hülfe  der  alten  Methode  gestaltet  sich  der  Beweis  aber  ziemlich 
um.ständlicl).  Wir  haben  den  Satz  schon  um  deswillen  hier  re- 
producirt,  um  zu  zeigen,  mit  welcher  Einfachheit  solche  Resultate 
sich  auf  Grund  der  Bair,schen  Theorie  herleiten  lassen. 

Wenn  der  Körper  nicht  vollkommen  frei  ist,  so  wird  der  Spiel- 
raum, den  man  bei  Auswahl  der  vierten  Kraft  S  besitzt,  mit  Ver- 
minderung des  Freiheitsgrades  immer  grösser.  Nehmen  wir  einen 
Körper  mit  Freiheit  fünften  Grades.  Zu  einem  solchen  Körper  ge- 
hört ein  Schraubensystem  fünfter  Stufe,  dessen  Reciprocalsystem 
bekanntlich  aus  einer  einzigen  Schraube  besteht.  Sei  X  diese 
Schraube.  Dann  ist  zum  Gleichgewicht  dieses  Körpers  nur  noth- 
wendig,  dass  die  vierte  Kraft  jS  zu  dem  System  vierter  Stufe  ge- 
hört, welches  durch  die  vier  Schrauben  P,  Q,  Ä,  X  bestimmt  ist. 
In  einem  solchen  System  geht  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  ein 
Kegel  von  Systemschrauben;  und  zwar  kann  auf  diesem  Kegel 
immer  eine  Schraube  vom  Parameter  Null  gefunden  werden.  Also 
kann,  wenn  im  Falle  eines  Körpei*s  mit  Freiheit  fünfter  Stufe  zu 
drei  gegebenen  Kräften  P^  Q,  R  eine  vierte  S  gefunden  werden 
soll,  so  dass  unter  dem  gesammten  Einfluss  von  P,  Q,  /?,  /S  das 
Gleichgewicht  des  Körpers  nicht  gestört  werde,  für  jeden  Punkt  des 
Raumes  ein  Strahl  eindeutig  bestimmt  werden,  längs  dessen  eine 
der  Forderung  genügende  Kraft  S  wirken  kann. 

Besitzt  der  Körper  Freiheit  vierten  Grades,  so  seien  X,,  X.^ 
zwei  Schrauben,  die  dem  zugehörigen  Schraubensystem  reciprok 
sind,  dann  sind  wir  bei  der  Bestimmung  von  S  nur  an  die  Be- 
dingung gebunden,  dass  die  Richtungslinie  dieser  Kraft  Träger  einer 
Schraube  des  Systems  fünfter  Ordnung  sei,  welches  bestimmt  wird 
durch  die  fünf  Schrauben 

P,  Q,  Ä,  JCj,  Xj. 
In    diesem  Falle    ist   jede  Grade  des  Raumes,    nach  Zuertheilung 
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eines  geeigneten  Parameters  eine  Schraube  dieses  Systems  fünfter 
Ordnung.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes  kann  eine  Ebene  gelegt 
werden,  derart  dass  jede  Gerade  dieser  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
geht,  mit  dem  Parameter  Null,  zu  diesem  System  gehört  (Kap.  XIII 

§3). 

Wenn  endlich  der  Körper  Freiheit  dritten  Grades  hat,  so  ist 
die  Lage  von  vier  im  Gleichgewichte  befindlichen  Kräften  eine  ganz 
beliebige.  Und  wenn  die  Lage  der  Richtungslinien  der  Kräfte  ge- 
geben ist,  so  sind  auch  ihre  Intensitäten  bestimmt.  Denn  man 
bezeichne  durch  Xj,  X^,  X^  drei  Schrauben  des  reciproken  Systems 
S'  dritter  Stufe,  und  bestimme  S  so,  dasis  die  sieben  Dynamen  auf 

den  Schrauben 

P,  Q,  i?,  S,  X,,  Xj,  X, 

im  Gleichgewichte  sind.  Die  drei  letzten  werden  schon  durch  die 
Reaction  der  Widerstände  neutralisirt,  sodass  dann  auch  die  übrigen 
vier  für  sich  im  Gleichgewichte  sind.  Die  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten erfolgt  nach  Kap.  V  §  1.  seqq. 

Wenn  also  irgend  vier  Schrauben  im  Räume  gegeben  sind,  so 
ist  es  immer  möglich  vier  Dynamen  auf  denselben  und  mit  solchen 
Intensitäten  zu  bestimmen,  dass  diese  Dynamen  das  Gleichgewicht 
eines  Körpers  mit  Freiheit  dritten  Grades  nicht  zu  stören  vermögen. 
Denn  man  nehme  zu  den  vier  gegebenen  Schrauben  noch  drei  re- 
ciproke  Schrauben  hinzu.  Dann  kann  man  auf  jeder  dieser  sieben 
Schrauben  eine  Dyname  von  solcher  Intensität  so  angeben,  dass 
die  sieben  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind.  Aber  die  drei  Dy- 
namen auf  den  Schrauben  des  reciproken  Systems  werden  schon 
durch  die  Reaction  der  Widerstände  aufgehoben,  sodass  auch  schon 
die  vier  Dynamen  auf  den  vier  gegebenen  Schrauben  sich  das 
Gleichgewicht  halten. 

Es  ist  offenbar,  dass  man  diese  letzte  Bemerkung  auch  für 
jeden  Grad  der  Bewegungsfreiheit  als  allgemeinen  Satz  so  ausspre- 
chen kann: 

„Wenn  ein  Körper  Freiheit  Ä-^'"  Grades  hat,  so  ist  es 
immer  möglich  Dynamen  auf  k-\-l  Schrauben,  (die  nicht 
dem  Reciprocalsystem  (6 — k)^^^  Stufe  augehören)  so  aus- 
zuwählen, dass  dieselben  das  Gleichgewicht  des  Körpers 
nicht  stören." 
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Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  unter  der 
Einwirkung  der  Schwerkraft  im  Gleichgewichte  verharren  soll,  so 
ist  dazu  nothw endig  und  hinreichend: 

„die  Verticale  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  des 
Körpers  muss  eine  Erzeugende  derjenigen  Regelschaar 
der  Pararaeterfläche  sein,  welche  dem  Reciprocalsystein 
S'  angehört." 

Der  Trägheitsraittelpunkt  des  Körpers  muss  daher  auf  einer 
Schraube  vom  Parameter  Null  liegen,  die  zu  dem  System  S  gehört. 
Wir  haben  also  noch  den  Satz: 

„Die  zur  Erhaltung  des  Gleichgewichts  eines  Körpers 
mit  Freiheit  dritten  Grades,  der  unter  der  Einwirkung  der 
Schwerkraft  steht,  nothwendigen  Bedingungen,  lassen 
immernoch  eine  Drehung  des  Körpers  um  eine  bestimmte 
Gerade  des  Trägheitsmittelpunktes  zu." 

§12. 

Wenn  wir  drei  conjugirte  Trägheitsschrauben  als  Fundamen- 
talschrauben aus  einem  System  dritter  Stufe  auswählen,  so  ist, 
wenn  ^,,  ^,,  ^j  die  Coordinaten  einer  Schraube  ^  bezeichnen, 
die  zur  Schraube  ^  gehörige  Grösse  u  bekanntlich  durch  die  For- 
mel gegeben 

wo  u^,  u,,  w,  die  resp.  Werthe  von  u  für  die  drei  conjugirten 
Trägheitsschrauben  bedeuten.  Ziehen  wir  nun  von  einem  belie- 
bigen Punkte  aus  Parallelen  zu  ^  und  den  drei  Fundamental- 
schrauben. Die  so  entstandene  körperliche  Ecke  ergänzen  wir  dann 
derart  zu  einem  Parallelepiped,  dass  die  Parallele  zu  ^  dessen 
Diagonale  und  die  Parallelen  zu  den  Fundamentalschrauben  drei  in 
einem  Punkte  zusammenstossende  Kanten  desselben  sind.  Die  Län- 
gen der  so  auf  den  vier  Geraden  abgeschnittenen  Strecken  sind  be- 
liebig. Sei  /•  die  Länge  der  Diagonale,  und  ^,  y,  z  die  Längen  der 
drei  Kanten,  dann  ist 


a 


y  _ 


—  =  ^,,     —  =  ^„,     — — -9",. 

I*  T  '/* 

Wir  sehen  hieraus,   dass  die  zu  einer  Schraube  i^  eines  Systems 

20* 
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dritter  Stufe  gehörige  Grösse  u  umgekehrt  proportional  ist  dem 
Quadrat  des  ihm  parallelen  Durchmessei's  des  Ellipsoids 

wo  //  eine  beliebige  Constante  bedeutet.  Dieses  Ellipsoid  ist  eine 
Verallgemeinerung  des  C'auchy-Poinsot'schen  Trägheifsellipsoids.  Wir 
wollen  es,  da  es  von  Sir  Robert  Ball  in  die  Mechanik  starrer 
Systeme  eingeführt  worden  ist,  das  BalFsche  Trägheitsellip- 
soid  nennen,  welche  Bezeichnung  wir  in  Fällen,  wo  kein  Irrthum 
möglich  ist,  kürzer  zusammenziehen  wollen  in  den  Ausdruck  BalT-  , 

sches  Ellipsoid.  wie  man  ja  auch  schlechtweg  vom  Poinsot'schen  ' 

Ellipspid  redet. 

Im  Hinblick  auf  die  Bedeutung  der  (irösse  «/.,  giebt  nun  die 
letzte  Gleichung  den  Satz: 

„Die    kinetische   Energie    eines    starren    Körpers    mit  || 

Freiheit  dritten  Grades,  der  mit  einer  gegebenen  Win- 
dungsgeschwindigkeit sich  um  irgend  eine  Schraube  des 
zugehörigen  Schraubensystems  dritter  Stufe  S  bewegt, 
ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  des  zu  dieser 
Schraube  parallelen  Durchmessers  des  BalTschen  Ellip- 
soids; und  jedes  Tripel  conjugirter  Durchmesser  dieses 
Ellipsoids  ist  parallel  zu  einem  Tripel  conjugirter  Triig- 
heitsschrauben  des  Systems  Ä." 

Derselbe  Satz  ist  auch  noch  des  anderen  Ausdrucks  fähig: 

„Jeder  Durchmesser  des  Ball'schen  Ellipsoids  ist  pro- 
portional derjenigen  Windungsgeschwindigkeit,  mit  wel- 
cher der  Körper  um  die  den  Durchmesser  parallele 
Schraube  des  Systems  dritter  Stufe  sich  bewegen  muss, 
wenn  seine  kinetische  Energie  constant  bleiben  soll.** 

§13. 

Die  Lage  des  BalFschen  Ellipsoids  im  Räume  ist  beliebig. 
Der  Einfachheit  halljer  wird  man  daher  sein  Centrum  mit  dem- 
jenigen der  Parameterfläche  zusammenfallen  lassen.  Es  wird  dann 
immer  möglich  sein,  ein  Tripel  gemeinsamer  Durchmesser  beider 
Flächen  zu  finden.  Es  ist  dann  ferner  ebenfalls  immer  möglich 
drei  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe  zu  finden,  die  diesen  drei 
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Durchmessern  parallel  sind.  Diese  Schrauben  werden  dann  sowohl 
coreciprok  als  auch  conjugirte  Trägheitsschrauben  sein.  Sie  sind 
daher  die  drei  Hauptträgheitsschrauben,  welche  in  jedem  System 
dritter  Stufe  existiren.  Wenn  ein  solches  System  degenerirt  in 
einen  Strahlenbündel ,  der  aus  lauter  Schrauben  vom  Parameter 
Null  gebildet  ist,  so  reduciren  sich  die  Hauptträgheitsschrauben  auf 
die  drei  Hauptaxen  des  Körpers. 

§14. 

Wenn  wir  aus  einem  Schraubensystem  der  w**"  Stufe  n 
Schrauben  -^,,  -4^,  .  . .,  An  auswählen,  welche  conjugirte  Träg- 
heitsschrauben sind,  und  wenn  ferner  S,  irgend  eine  beliebige 
Schraube  bedeutet,  welche  nur  reciprok  ist  zu  A.^,  . . .,  An.  dann 
wird  eine  Impulsivdyname  auf  Ä,  einem  Körper,  dessen  Freiheits- 
grad durch  das  Schraubensystem  w*"  Stufe  gegeben  ist,  eine  Win- 
dungsgeschwindigkeit um  die  Schraube  A^  ertheilen. 

Denn  es  sei  iJ,  diejenige  Schraube,  welche,  wenn  der  Körper 
vollkommen  frei  wäre,  als  impulsive  Schraube  zu  der  als  instan- 
tane  Schraube  betrachteten  A^  gehörte.  Es  muss  also  /J,  reciprok 
sein  zu  A^^  ...,  A^.  Nun  nehme  man  weiter  6 — n  Schrauben 
des  reciprok  en  Systems;  sie  seien  ß, ,  ...,  Ih-n-  Dann  müssen 
die  8 — n  Schrauben  /?,,  Ä,,  ß,,  ...,  ßß-«  reciprok  sein  zu  den 
n — 1  Schrauben  A^^  . ,  ,^  A».  Daher  müssen  diese  8  —  n  Schrauben 
zu  einem  System  (7 — nj^'^  Ordnung  gehören.  In  diesem  Falle  kann 
aber  eine  impulsive  Dyname  auf  S,  zerlegt  werden  in  Componenten 
auf  Ä,,  /?,,  ...,  Äfi-,,.  Von  diesen  werden  aber  alle,  mit  Aus- 
nahme der  ersten,  durch  die  Reaction  der  Widerstünde  neutralisirt. 
Die.se  Zerlegung  von  /S,  reducirt  sich  also  auf  die  Dyname  auf  fi, . 
Diese  ertheilt  al)er  gemäss  der  Voraussetzung  dem  Körper  eine 
Windungsgeschwindigkeit  um  die  Schraube  A^.  Daher  wird  auch 
eine  impulsive  Dyname  auf  /S,  dem  Körper  eine  Windungsge- 
schwindigkeit um  diese  Schraube  ertheilen.  Die  hier  gegebene 
Entwicklung  wird  uns  sofort  als  Lemma  dienen  zur  Lösung  des 
nun  aufzustellenden  Problems. 

§  15. 
Ein  ruhender  starrer  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  möge 
unter  den  Einfluss  einer  impulsiven  Dyname  kommen,  die  auf  einer 
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gegebenen  Schraube  ?/  wirken  soll.  Wir  wollen  die  zugehörige 
instantaue  Schraube  ^  suchen. 

Alle  Schrauben  eines  Systemes  dritter  Stufe,  welche  einer  be- 
liebigen Schraube  r^  reciprok  sind,  müssen  offenbar  auf  einem 
Cylindroid  liegen,  da  jede  von  ihnen  die  Bedingung  erfüllt,  gleich- 
zeitig reciprok  zu  vier  Schrauben  zu  sein.  Alle  Schrauben  dieses 
Cylindroids  sind  nun,  wie  wir  oben  sahen,  parallel  zu  einer  durch 
den  Mittelpunkt  der  Parameterfläche  gehenden  Ebene.  Diese  Ebene 
wollen  wir  der  Kürze  halber  die  reciproke  Ebene  in  Bezug  auf 
?;  nennen.  Nach  Bestimmung  dieser  reciprokeii  Ebene  construiren 
wir  denjenigen  Durchmesser  des  BalTschen  Ellipsoids,  welcher  der 
reciproken  Ebene  conjugirt  ist.  Die  gesuchte  Schraube  ^  ist  dann 
parallel  zu  diesem  Durchmesser. 

Denn  es  seien  /ii  und  v  zwei  Schrauben  des  Systems  dritter 
Stufe,  die  parallel  sind  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  des 
Ball'schen  Ellipsoids,  welche  in  der  reciproken  Ebene  liegen.  Dann 
sind  ^,  /i,  V  ein  Tripel  conjugirter  Tnigheitsschrauben.  Aber  r^ 
ist  reciprok  zu  /i  und  v.  Demgemäss  wird  also  eine  impulsive 
Dyname  auf  tj  —  wie  aus  dem  Lemma  des  vorhergehenden  Para- 
graphen folgt  —  dem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  ^ 
ertheilen ;  d.  h.  ^  ist  die  gesuchte  instantane  Schraube,  die  zu  der 
impulsiven  Schraube  //  gehört. 

§16. 

Wenn  ein  ruhender  starrer  Körper  unter  den  Einfluss  einer 
impulsiven  Dyname  von  der  Intensität  r/',  auf  der  Schraube  i^, 
gebracht  wird,  so  erhält  der  Körper  eine  W^indungsgeschwindigkeit 
um  eine  Schraube  ^,  und  seine  kinetische  Energie  ist,  nach  Ka- 
pitel IX  §  11, 


Es  kann  nun  die  Aufgabe  gestellt  werden,  den  Ort  einer  Schraube 
d'  die  einem  System  der  dritten  Stufe  angehört,  so  zu  bestimmen, 
dass  diese  kinetische  Energie  einen  bestimmten  Werth  E  habe,  so 
dass  also 

v'::^n^  _  I,' 
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Es  soll  also  E  eine  gegebene,  mithin  als  constant  anzusehende, 
Grösse  sein.  Ebenso  sind  ij"  und  M  Constanten.  AVir  schreiben 
daher,  unter  vollkommener  Trennung  der  Veränderlichen  und  Con- 
stanten, indem  wir  noch  beiderseits  die  Quadratwurzel  ausgezogen 
denken : 

-"'*-  =  c. 

Es  kann  nun  ohne  weiteres  auf  Grund  früherer  Ergebnisse  eine 
geometrische  Interpretation  dieser  Gleichung  gegeben  werden.  Zu 
dem  Zwecke  legen  wir  zunächst  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Pa- 
rameterfläche die  in  Bezug  auf  die  Schraube  ri  reciproke  Ebene  A, 
Nun  construiren  wir  eine  Kugel,  welche  diese  Ebene  im  Punkte  0 
berührt,  und  deren  Radius  wir  wieder  durch  die  Bedingung  defi- 
niren,  dass  wenn  P  ein  Kugelpunkt,  und  die  Strecke  OP  irgend 
einer  Schraube  ^  pai*allel  ist,  man  habe 

OP=m,». 

Diese  Kugel  haben  wir  im  §  9  dieses  Kapitels  schon  betrachtet. 
Andererseits  ist  die  Strecke  w^  umgekehrt  proportional  demjenigen 
Radiusvector  OQ  des  Ball'schen  Ellipsoids,  welcher  parallel  ist 
zur  Schraube  ^.     Die  Gleichung 

lässt  sich  daher  jetzt  auch  so  schreiben 

OP.  OQ  =  c, 

d.  h.  für  alle  Schrauben  eines  Systems  diitter  Stufe,  bei  Bewegung 
um  welche  der  Körper  eine  gegebene  kinetische  Energie  erlangt, 
wenn  eine  gegebene  impulsive  Dyname  auf  ihn  einwirkt,  ist  das 
Produkt  OP,OQ  constant.  Der  Ort  des  Punktes  Q  ist  bekanntlich 
eine  Ebene  A\  die  parallel  ist  zu  A.  Diese  Ebene  A  schneidet 
das  BalPsche  Ellipsoid  in  einer  Ellipse.  Und  alle  Schrauben  ^, 
welche  der  Gleichung 

genügen,  sind  parallel  zu  den  Erzeugenden  des  Kegels  zweiten 
Grades,  dessen  Spitze  in  0  liegt,  und  dessen  Leitcurve  jene  Ellipse 
ist.    Wir  haben  bereit«?  gezeigt,  wie  eine  Schraube  ^  eines  Systems 
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dritter  Stufe  vollständig  gefunden  werden  kann,  sobald  ihre  Rich- 
tung gegeben  ist.  Wir  sind  also  auch  in  der  Lage,  alle  die 
Schrauben  ^  wirklich  zu  bestimmen,  bei  Bewegung  um  welche 
die  Körper  unter  Einwirkung  eines  gegebenen  Impulses  einen  ge- 
gebenen Betrag  kinetischer  Energie  erlangt. 

Der  Abstand  der  Ebenen  A  und  A^  ist  proportional  zu 
OP.OQ  =  c^  d.  h.  nach  obigem  zu  der  Quadratwurzel  aus  der 
gegebenen  kinetischen  Energie  E.  Ist  also  q  ein  Proportionalitats- 
factor,  so  können  wir  jetzt  kurz  schreiben 

Ji:=Q.c\ 

Die  kinetische  Energie  wird  ihren  Maxiraalwerth  gleichzeitig  mit 
c  erreichen,  d.  h.  wenn  die  Ebenen  J,  A'  ihren  grössten  Abstand 
haben.  Das  tritt  aber  ein,  wenn  die  Ebene  A'  zur  Beriihrungs- 
ebene  des  Ball'schen  Ellipsoids  wird.  In  diesem  Falle  degenerirt 
der  vorhin  gefundene  Kegel  in  einen  einzigen  Strahl  durch  O,  und 
es  giebt  somit  auch  nur  eine  einzige  Schraube  ^,  für  welche  die 
kinetische  Energie  ein  Maximum  wird.  Diese  ist  parallel  zu  dem- 
jenigen Durchmesser  des  BalT sehen  Ellipsoids,  welcher  der  Ebene 
A  conjugirt  ist.  Wir  sahen  aber  in  §  15,  dass  die,s  diejenige 
Schraube  ist,  welche  der  Körper  von  selbst  —  gewissermassen  frei- 
willig —  aus  dem  Sy>tcm  dritter  Stufe  als  instantane  Schraube 
auswählen  wird,  zu  der  i]  als  impulsive  Schraube  gehört.  Der 
Körper  erlangt  also  einen  grösseren  Betrag  kinetischer  Energie, 
wenn  er,  unter  dem  Einflüsse  einer  impulsiven  Dyname  stehend, 
seine  instantane  Schraube  frei  auswählen  kann,  als  wenn  er  ge- 
zwungen wird,  sich  um  irgend  welche  andere,  für  seine  Bewegung 
mögliche,  Schraube  zu  bewegen.  Es  ist  dies  ein  specieller  Fall 
des  in  Kapitel  XII  §  14  und  Kapitel  X  §  2  besprochenen  Satzes, 
der  von  Euler  herrührt. 

§17. 

Wenn  eine  impulsive  Dyname  auf  einer  Schraube  ri  auf  einen 
starren  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  einwirkt,  so  w^ird  der- 
selbe also  mit  einer  Windungsgesch windigkeit,  die  wir  bestimmen 
können,  beginnen  sich  um  eine  Schraube  ^  zu  bewegen.  Die 
Hoactionen  der  Bew^egungswiderstände  bei  Beginn  dieser  W^indung 
lassen    sich   nun   auch   durch   eine  Dyname   auf  einer  Schraube  A 
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darstellen,  und  diese  Schraube  K  bestimmt  sich  leicht  durch  fol- 
gende Ueberleguug.  Wenn  9)  diejenige  impulsive  Schraube  ist, 
welcher,  im  Falle  vollkommener  Freiheit  des  Körpers,  ^  als  in- 
stantaue  Schraube  entsprechen  würde,  dann  muss  nämlich  offenbar 
X  auf  dem  C'yliudroid  (y,  ry)  liegen,  und  ist  also  zu  bestimmen 
als  eine  Schraube  des  Cylindroids  (y,  *j),  die  zu  irgend  einer 
Schraube  des  gegebenen  Systems  dritter  Stufe  reciprok  ist. 

§18. 

Ist  eine  Schraube  ^  eines  Systems  dritter  Stufe  als  instantane 
Schraube  gegeben,  so  ist  die  ihr  entsprechende  impulsive  Schraube 
i\  keine  eindeutig  bestimmte  Grösse.  Denn  die  auf  >/  wirkende 
impulsive  Dynamo,  welche  die  Bewegung  um  ^  hervorrufen  soll, 
kann  mit  den  Reactionen  irgend  welcher  der  Beweguugswiderstände 
zusammengesetzt  werden,  ohne  dass  durch  das  Resultat  dieser  Zu- 
sammensetzung die  Schraube  l>  sich  ändert.  In  der  That  kann 
die  Dyname  r^,  wenn  die  Widerstände  berücksichtigt  werden,  aus 
einem  System  vierter  Stufe  ausgewählt  werden.  Wenn  wir  dann 
die  Durchmesserebene  des  Hai T sehen  Ellipsoids  construiren,  die 
der  Richtung  der  Schraube  t>  conjugirt  ist,  und  ferner  das  Gylin- 
droid  construiren,  welches  erzeugt  wird  durch  diejenigen  Schrauben 
des  Systems  dritter  Stufo,  welche  zu  jener  Ebene  parallel  sind, 
so  kann  irgend  welclie  Schraube,  <lie  reciprok  ist  zu  diesem  Cy- 
lindroid  als  impulsive  Schraube  der  instantanen  Schraube  ^  ent- 
sprechen. 

Es  giebt  also  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  einen  Kegel 
zweiter  Ordnung,  dessen  Erzeugende  als  Träger  von  impulsiven 
Schrauben  fungiren  können,  die  zu  einer  und  derselben  instÄutanen 
Schraube  ^  gehören. 

Insbesondere  kann  immer  ein  impulsives  Kräftepaar  gefunden 
werden,  welches  dem  Körper  eine  Bewegung  um  irgend  eine 
Schraube  des  Systems  dritter  St.ul'e  ertheilt.  Denn  ein  Paar  in 
einer  zur  Knotenlinie  eines  Cvlindroids  normalen  Ebene  kann  als 
eine  Dyname  auf  einer  zum  Cylindroid  reciprok en  Schraube  be- 
trachtet werden.  Also  wird  ein  Kräftepaar  in  einer  zur  Richtung 
der  Schraube  [>  conjugirten  Durchmesserebene  des  Bairschen  Ellip- 
soids dem  Körper  auch  eine  Bewegung  um  die  Schraube  ertheilen. 
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Es  ist  bemerkenswertli,  da^s  eine  Einzelkraft,  die  längs  der 
Kuotenlinie  des  Cylindroids  wirkt,  dem  Körper  eine  Windung  um 
die  nämliche  Schraube  ertheilt  als  das  Paar  in  einer  zur  Knot^n- 
linie  normalen  Ebene. 

Wenn  durcli  zwei  der  llauptträgheitsschrauben  des  Systems 
dritter  Stufe  ein  (.^ylindroid  gelegt  wird,  dann  wird,  wie  leicht  zu 
zeigen,  eine  impulsive  Dyname  auf  irgend  einer  Schraube  dieser 
Fläche  dem  Körper  eine  Windung  um  eine  Schraube  ertheilen, 
die  ebenfalls  auf  der  Fläche  liegt.  Denn  es  kann  ja  jede  Dyname 
zerlegt  werden  in  Coraponentcn,  die  auf  den  beiden  Hauptträgheits- 
schrauben wirken.  Jede  dieser  (/ompouentcn  bringt  aber  eine  Win- 
dung um  ihre  eigene  Schraube  hervor.  Die  so  erhaltenen  beiden 
Windungen  setzen  sich  aber  zusammen  in  eine  Windung  um  eine 
Schraube  des  Cylindroids. 

§19. 

Ein  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  möge  sich  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  im  Gleichgewichte  befinden  unter  dem 
Einfluss  eines  gegebenen  conservativen  Kräftasystems.  Wir  führen 
den  Körper  durch  eine  Windung  von  kleiner  Amplitude  y  um  eine 
Schraube  i>  des  zugehörigen  Systems  dritter  Stufe  in  eine  Nach- 
barposition über,  und  wollen  die  bei  dieser  Verrückung  des  Kör- 
pers geleistete  Arbeit  betrachten.  Mit  Hülfe  der  zur  Schraube 
^  gehörigen  Strecke  o,^  können  wir  diese  Arbeit  bekanntlich  zu- 
nächst darstellen  in  der  Form 

wobei  wir  noch  für  o^  den  Ausdruck  haben 

wenn  durch  iA,,  ^^,  ^Z,  die  Coordinaten  von  %>  in  Bezug  auf  drei 
conjugirte  Potentialschrauben  des  Systems  bezeichnet  werden,  und 
wenn  t?, ,  ?\^,  ^3  die  Wertho  von  v  für  diese  drei  Coordinaten- 
schrauben  sind.  Ziehen  wir  zu  diesen  letzteren  Parallelen  durch 
den  Mittelpunkt  der  Parameteriläche,  so  können  wir  analog,  wie 
in  §  12  dieses  Kapitels  ein  Ellipsoid  construiren,  de.<sen  Gleichung 
jetzt 
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i«t.    Bezeichnet  dann  r  einen  Durchmesser  dieses  Ellipsoids,  so  ist 

A.  =      „  -  ■ 

Diese  Fläche  soll  als  Poteutialellipsoid  bezeichnet  werden.  Und 
wir  haben  also  folgenden  Satz  über  die  geometrische  Darstellung 
der  Arbeit  A: 

„Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  aus  der 
Gleichgewichtslage  in  eine  Nachbarposition  übergeführt  wird  durch 
eine  Windung  kleiner  Amplitude  um  eine  Schraube  0^  des  /zuge- 
hörigen Systems  dritter  Stufe,  so  ist  die  bei  dieser  Verrück ung  ge- 
leistete Arbeit  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  zu  ^  pa- 
rallelen Durchmessers  des  Potentialellipsoids.  Und  irgend  drei  con- 
jugirte  Durchmesser  dieses  Ellipsoids  sind  parallel  zu  drei  Schrauben 
des  Systems  dritter  Stufe." 

§  20. 

Zwei  concentrischc  Flächen  zweiten  Grades  haben  im  allge- 
meinen ein  Tripel  'conjugirter  Durchmesser  gemeinschaftlich.  Drei 
conjugirte  Durchmesser  der  Parameterfläche  sind  parallel  zu  einem 
Tripel  coreciproker  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe,  zu  wel- 
chem die  Fläche  gehört.  Drei  conjugirte  Durchmesser  des  Poten- 
tialellipsoids sind  parallel  zu  einem  Tripel  conjugirter  Potential- 
schrauben des  Systems.  Das  gemeinschaftliche  Tripel  conjugirter 
Durchmesser  der  Parameterfläche  und  jenes  Ellipsoids  wird  also 
parallel  einem  Tripel  von  Systemschrauben,  welche  sowohl  coreci- 
proke  als  auch  conjugirte  Potentialschrauben  sind,  d.  h.  parallel 
den  llauptpotentialschrauben.  Und  es  giebt  nicht  mehr  als  drei 
solcher  Schrauben  in  Uebereinstimmung  mit  den  Ergebnissen  un- 
serer allgemeinen  Untersuchungen  über  die  llauptpotentialschrauben 
eine^  Systems  l^^  Stufe.  Wenn  also  ein  Körper  durch  eine  kleine 
Windung  um  eine  dieser  Schrauben  in  eine  Nachbarlage  überge- 
führt wird,  so  wirkt  die  zugehörige  reducirte  Dyname  auf  derselben 
Schraube. 

Man  darf  übrigens  nicht  die  drei  llauptpotentialschrauben  ver- 
wechseln mit  denjenigen  drei  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe, 
welche   den   drei  Hauptaxen   des  Potentialellipsoids  parallel  sind. 
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■ 
Diese   letztgenannten  Schrauben   sind  diejenigen  des  Systems,  bei 

Bewegung  um  welclie  ein  Maximum  oder  Minimum  von  Arbeit  ge- 
leistet wird.  Sie  sind  ausserdem  natürlich  senkrecht  auf  einander, 
was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist  bei  den  Hauptpotential- 
schrauben. 

§21. 

Wenn  ein  Kräftesystem  auf  einen  starren  Körper  wirkt  und 
wenn  diesem  Körper  eine  kleine  Windung  um  eine  Schraube  des 
Systems  dritter  Stufe  ertheilt  wird,  so  wird  das  Kräftesystem  eine 
Arbeit  in  Bezug  auf  diese  Windung  leisten,  und  diese  Arbeit  wird 
man  natürlich  immer  als  diejenige  einer  Dyname  dai"stellen  können. 
Es  ist  dies  eben  diejenige  Dyname,  welche  wir,  conform  der  Ter- 
minologie Sir  Robert  Ball's  auch  als  die  durch  jene  Windung  her- 
vorgerufene Dyname  bezeichnet  haben.  Es  empfiehlt  sich  der  Kürze 
halber  diesen  Ausdruck  auch  beizubehalten.  Wir  wollen  nun  fol- 
gendes Problem  lösen:  Ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  dritten 
Grades  wird  aus  der  Ruhelage  durch  eine  kleine  Windung  um  eine 
Schraube  0-  in  eine  Nachbarlage  übergeführt.  Man  soll  die  durch 
diese  Windung  hervorgerufene  Dyname  angeben.  Es  wird  sich 
dabei  empfehlen,  sofort  die  „reducirte"  Dyname  von  dieser  Bedeu- 
tung zu  suchen,  umsomehr  als  dieselbe  sich  ganz  natürlich  ergiebt. 

Zur  Lösung  ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  der  Parameter- 
fläche eine  Gerade,  welche  parallel  ist  zu  der  gegebenen  Schraube 
^.  Dann  construiren  wir  diejenige  Durchmesserebene  A  des  Po- 
tentialellipsoids,  welche  hinsichtlich  dieser  letzteren  Fläche  der 
Richtung  von  .*>  conjugirt  ist.  Es  seien  nun  A,  /i  zwei  Schrauben 
des  Systems  dritter  Stufe,  welche  parallel  sind  zu  einem  Paar  con- 
jugirter  Durchmesser  des  Potentialellipsoids,  die  in  der  Ebene  A 
liegen.  Dann  muss  die  gesuchte  Schraube  (f  parallel  sein  zu  dem- 
jenigen Durchmesser  der  Parameterflärhe ,  der  conjugirt  ist  zu  der 
Ebene  A.  Denn  (f  ist  in  diesem  Falle  reciprok  zu  A  und  ft:  die 
drei  Schrauben  A,  //,  t>  sind  aber,  nach  Construction ,  conjugirte 
Trägheitsschraul)en;  f/  ist  also  die  Schraube  der  durch  die  Win- 
dung um  ^  hervorgerufenen  Dyname,  und  da  (p  auch  Element  ist 
des  Systems  dritter  Stufe,  so  ist  die  Dyname  auf  y  auch  die  so- 
genannte reducirte  Dvname. 
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§  22. 

Nach  dem,  was  zu  Bef^inii  des  §  20  gesagt  worden  ist,  werden 
auch  das  BalPsche  Trägheit.sellipsoid  und  das  Potentialellipsoid  im 
Allgemeinen  ein  und  nur  ein  Tripel  conjugirter  Durchmesser  ge- 
meinschaftlich haben.  Dieses  Tripel  von  Durchmesser  wird  dann 
parallel  sein  einem  Tripel  von  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe, 
die  zugleich  conjugirte  Trägheits-  und  conjugirte  Potentialschraul)en 
sind.  Das  sind  aber  diejenigen  Schrauben,  welche  wir  früher  als 
die  harmonischen  Schrauben  des  Systems  bezeichnet  haben,  und 
wir  sehen,  es  giebt  deren  im  Allgemeinen  drei  und  nur  drei,  ent- 
sprechend der  Stufeuzahl  des  Schraubensystems. 

Wenn  wir  uns  der  früheren  allgemeinen  Erörterungen  über 
die  harmonischen  Schrauben  erinnern,  so  haben  wir  nun,  da  wir 
sie  hier  jederaeit  leicht  construiren  können,  mit  ihrer  Hülfe  eine 
vollkommen  klare  Anschauung  von  den  kleinen  Schwankungen 
eines  starren  Körpers  mit  Freiheit  dritten  Grades.  Wenn  dem 
Körper  einmal  eine  Windungsbewegung  um  eine  der  harmonischen 
Schrauben  ertheilt  worden  ist,  so  wird  er  immer  oscillatorisclie 
Windungen  um  diese  selbe  Schraube  ausführen,  und  im  Allgemeinen 
wird  seine  Bewegung  zusammengesetzt  sein  aus  solchen  Windungen 
um  die  drei  harmonisdien  Schrauben. 

Denken  wir  uns  durch  zwei  der  harmonischen  Schrauben  ein 
Cylindroid  gelegt  und  entfernen  wir  den  Körper  aus  einer  Ruhe- 
lage durch  eine  Windung  um  eine  Schraube  dieses  Cylindroids, 
dann  können  wir  bekanntlich  jederzeit  diese  Windung  zerlegen  in 
zwei  Windungen,  die  bez.  stattfinden  um  die  beiden  harmonischen 
Schrauben.  In  diesem  Falle  wird  also  die  instantane  Schraube, 
um  welche  der  Körper  sich  zu  einer  beliebigen  Zeit  bewegt,  stets 
auf  diesem  Cjlindroid  liegen.  Wenn  die  Perioden  der  oscillatori- 
schen  Windungen  um  die  zwei  harmonischen  Schrauben  einander 
gleich  sind,  dann  wird,  wie  man  sofort  sieht,  jede  Schraube  des 
durch  jene  beiden  bestimmten  Cylindroids  ebenfalls  eine  harmo- 
nische sein.  Wenn  endlich  die  Perioden  für  alle  drei  harmonischen 
Schrauben  dieselben  sein  sollten,  dann  ist  natürlich  eine  jede 
Schraube  des  Systems  dritter  Stufe  eine  harmonische  Schraube. 
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§23. 

Wir  wollen  das  vorliegende  Kapitel  schliessen  indem  wir  die 
Priucipien  der  BalTschen  Theorie  anwenden  auf  ein  specielles  Pro- 
blem von  besonderem  Interesse. 

Ein  starrer  schwerer  Körper,  der  sich  in  jeder  Rich- 
tung um  einen  festen  Punkt  O  drehen  kann  befindet  sich 
in  einem  gegebenen  Momente  in  Ruhe.  Dieser  Zustand 
wird  durch  einen  Impuls  gestört.  Unter  dem  Einflüsse 
der  auf  ihn  allein  wirkenden  Schwerkraft  wird  der  Kör- 
per nun  Oscillationen  um  jenen  festen  Punkt  ausführen. 
Die  Natur  derselben  wollen  wir  mit  unserer  Theorie  auf- 
klären. 

Nehmen  wir  erstens  ein  —  der  Einfachheit  halben  orthogo- 
nales —  Coordinatensystem  an,  dessen  Ursprung  in  dem  festen 
Punkte  liegt,  und  welches  im  Räume  fest  gedacht  wird.  Zwei- 
tens nehmen  wir  ein  eben  solches  Coordinatensystem,  dessen  Ur- 
sprung auch  in  jenem  Punkte  liegt,  das  aber  mit  dem  Körper 
fest  verbunden  ist. 

Ist  das  erste  Coordinatensystem  das  der  a?,  i/,  z\  das  zweite 
dasjenige  der  x\  y\  z\  so  sind  beide  durch  die  orthogonale  Sub- 
stitution verbunden. 

oder 

X  =  ax  -^by  -f-  cz 

y'  =  a'x  -hb'y  -^c'z 

z'  =  a"x+b"y'\-c"z] 

und  die  Lage  des  Körpei*s  ist  offenbar  in  jedem  Augenblick  be- 
stimmt durch  die  Lage,  welche  das  System  (x\  y\  z^)  in  diesem 
Augenblick  gegen  das  System  der  (x,y,z)  hat.  Diese  Lage  hängt 
aber  ab  von  den  neun  Veränderlichen  a,  i,  r,  deren  Bedeutung 
bekanntlich  die  folgende  ist: 

a  =  cosQcx')  a'  =  cos(^y')  a"  =  cos(xz^) 
b  =  co&{ya)  V  =  cos(yy')  6"  =  cos(yy) 
c  =  cQ^(zx)         c'  =  cos(2y')  c"  =  cos(2«'). 
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Sei  nun 

tp  der  Winkel  zwischen  OX  und  der  Knotenlinie  OA  der  Ebene 
X'OY'  auf  der  Ebene  YOX;  und  9  der  Winkel  zwischen  dieser 
Knotenlinie  und  OX',     Dann  ist,  wie  schon  Euler  zeigte*) 

a  =  cosycosi// — sinysini//cos^ 
a'  = — sinycose/'  —  cos  y  sin  i// cos  i^ 
a"  =      sini/^sin^ 

A  =  cos  (p  sin  i//  -h  sin  y  cos  (//cos^ 
i'  = — sinysin(//+cosycos(//cos^ 
b"  =  — cos  1// sin  ^ 

c    =      sin  9  sin  ^ 
c'  =      cos  ^  sin  ^ 

c''  =        COSx'>. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Darstellungen  der  a,  6,  c  kann  man 
sich  leicht  auch  a  posteriori  überzeugen,  wenn  man  die  Ausdrücke 
in  die  bekannten  Bedingungsgleichungen  der  orthogonalen  Substi- 
tution einsetzt,  welche  dann  identisch  erfüllt  werden.  Die  die 
Lage  des  um  den  Punkt  0  drehenden  Körpers  bestimmenden 
Grössen  lassen  sich  also  als  Functionen  der  drei  unabhängigen 
Winkel  y,  ^/^  ^  darstellen,  d.  h.  die  Lage  des  Körpers  in  jedem 
Augenblicke  hängt  von  drei  unabhängigen  Variaboln  al):  der  Körper 
hat  somit  Freiheit  dritten  Grades,  sodass  das  vorgelegte  Problem 
in  der  That  in  den  Kreis  unserer  jetzigen  Betrachtungen  gehört. 

Das  zugehörige  Schraubensystem  dritter  Stufe  ist  aber  ein  sehr 
specielles.  Es  besteht  aus  lauter  Schrauben  vom  Parameter  Null, 
sodass  also  die  Parameterfläche  illusorisch  wird:  und  das  Svstem 
reducirt  sich  auf  ein  Strahlenbiindel  durcli  den  Punkt  O. 

Die  Strecke  w^,  die  zu  jeder  Schraube  ^  gehört,  wird  zum 
Trägheitsradius  des  Körpers  in  Bezug  auf  ^,  wenn  diese  Schraube 
den  Parameter  Null  hat.  Im  vorliegenden  Falle  ist  also  das  BalT- 
sche  Ellipsoid  mit  dem  Cauchy-Poinsot'schen  identisch. 


*)  Siehe  auch  Encke's  Oesammelte  mathematische  und  astronomische  Ab- 
hiindluDgeo  Band  III  pg.  81. 
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Sehr  interessant  ist  es  zu  beachten,  wie  hier  das  Potential- 
ellipsoid  degenerirt.  Beachten  wir  vor  allen  Dingen,  dass  die 
Schwere  nach  Annahme  hier  die  einzige  auf  den  Körper  wirkende 
Kraft  ist.  Wenn  nun  der  letztere  eine  kleine  Verschiebung  aus 
der  Gleichgewichtslage  erfährt,  so  ist  die  hierbei  geleistete  Arbeit 
proportional  der  verticalen  Strecke,  um  welche  bei  dieser  Ver- 
schiebung der  Trägheitsmittelpunkt  gehoben  wird.  Da  nun  in  der 
Gleichgewichtslage  der  Trägheitsmittelpunkt  sich  senkrecht  unter 
dem  Aufhängepunkt  0  befindet,  so  sieht  man  aus  Gründen  der 
Symmetrie  leicht  ein,  dass  das  Trägheitsellipsoid  eine  Rotatious- 
oberfläche  um  eine  verticale  Axe  sein  muss.  Des  weiteren  ist  aber 
auch  klar,  dass  der  verticale  Radiusvector  dieser  Fläche  unendlich 
gross  sein  muss,  da  ja  —  weil  eben  die  Schwere  die  einzige  wir- 
kende Kraft  ist  —  bei  einer  Drehung  des  Körpers  um  eine  verti- 
cale Axe  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Die  Arbeit  bei  einer  Be- 
wegung ist  aber  immer  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des 
Radiusvector  des  Potentialellipsoids,  welcher  parallel  ist  zu  der 
Schraube,  um  die  die  betreffende  Bewegung  stattfindet. 

Um  diese  Fläche  näher  zu  bestimmen,  verfahren  wir  nun  so. 
Ist  ./  der  Trägheitsmittelpunkt,  so  ist  für  die  Gleichgewichtslage 
OJ  die  Richtung  der  Verticalen  nach  unten.  Wir  ertheilen  nun 
dem  Körper  eine  Elomentarrotation  von  der  Amplitude  da  um 
irgend  eine  Axe  des  Punktes  0.  Diese  Axe  möge  das  Potential- 
en ipsoid  (resp.  dessen  Ausartung  für  diesen  Fall)  im  Punkte  P 
treffen.     Dann    ist    die    bei    dieser  Bewegung  geleistete  Arbeit  A 

erstens  umgekehrt  proportional  zu  OP^^  also 

.  1 

ferner  ist  A   direct  proportional  zu  der  senkrechten  Hebung  von 
»/,  also  wenn  diese  den  Betrag  JJ'  hat 

A  =  k.JJ\ 

Die   Multiplication    dieser  Gleichung   liefert   eine  andere,    die  wir 
kurz  so  schreiben 


JJ'  =  X,OP\A\ 
Fällen  wir  aber  von  J  aus  das  Perpendikel  JQ  auf  die  Strecke 
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OP^  so  ist  auch  A  proportional  dem  Producte  JQ.da  oder  kurz 
proportional  der  Strecke  JQ,  sodass  wir  also  endlich  haben 

JJ'  =  li,ÖP\jQ\ 

d.  h.  die  verticale  Strecke,    um  welche   der  Trä'gheitsmittelpunkt 

gehoben  wird,  ist  dem  Producte  (OP.JQ)  proportional.  Für  jede 
Axe  OP  aber,  eine  Drehung  um  welche  den  Punkt  J  um  dieselbe 
Strecke  JJ'  hebt,  werden  wir  aber  eine  solche  Gleichung  erhalten, 
in  der  fi  eine  constante  Grösse  ist.  Die  Fläche  des  Dreiecks  OJP 
muss  also  constant  und  daher  der  Ort  des  Punktes  P  ein  gerader 
Kreiscylinder  mit  der  Axe  OJ  sein.  Denn  fallen  wir  von  P  das 
Loth  PT  auf  OJ,  so  ist  der  constante  Inhalt  A  des  Dreiecks  OJP 
ausgedrückt  durch 

2A  =  ÖJ.PT 
d.  h. 

2A 


PT  =  A=^  =  const. 
OJ 

Zur  Bestimmung  der  harmonischen  Schrauben  dieses  beson- 
deren Systems  dritter  Stufe  müssen  wir  also  nun  das  Tripel  ge- 
meinschaftlicher conjugirter  Durchmesser  des  Poinsot'schen  Ellipsoids 
mit  diesem  Cy linder  bestimmen.  Ein  Tripel  conjugirter  Durch- 
messer des  Cylinders  besteht  nun  immer  aus  der  Verticalen  OJ  und 
irgend  zwei  andern  Strahlen  des  Punktes  0,  die  in  der  Ellipse,  in 
der  ihre  Ebene  den  Cy  linder  schneidet,  conjugirte  Durchmesser  sind. 
Wenn  wir  also  die  Ebene  construiren,  welche  in  dem  Poinsot'schen 
Ellipsoid  der  Richtung  der  Verticalen  conjugirt  ist,  so  wird  diese 
Ebene  sowohl  das  Ellipsoid  als  den  Cylinder  in  einer  Ellipse 
schneiden.  Das  Paar  gemeinschaftlicher  conjugirter  Durchmesser 
dieser  beiden  Curven  bildet  zusammen  mit  der  Verticalen  dann 
das  gesuchte  Tripel  gemeinschaftlicher  conjugirter  Durchmesser 
des  Ellipsoids  und  des  Cylindei-s.  Die  so  gefundenen  drei  Axen 
sind  dann  die  harmonischen  Schrauben  unseres  speciellen  Problems. 

Da  nun  in  Bezug  auf  die  Verticale  die  Schwingungsdauer  sich 
unendlich  gross  ergeben  würde,  so  wird  diese  Axe  naturgemäss 
aus  der  Zahl  der  harmonischen  Axen  auszuscheiden  sein,  sodass 
wir  in  diesem  Falle  also  deren  nur  zwei  übrigbehalten. 

Wir  fassen  unsere  Ergebnisse  so  zusammen: 

BftU,   Mechanik.  ^1 
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Ein  starrer  Körper  mit  dem  Trägheitsmittelpunkt  «/, 
der  sich  um  einen  festen  Punkt  0  drehen  kann,  und  nur 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwerkraft  steht,  ist  in  einer 
Gleichgewichtslage  gegeben.  Wenn  man  durch  den  Auf- 
hängepunkt 0  eine  Ebene  S  legt,  welche  dem  verticalen 
Durchmesser  OJ  des  Poinsot'schen  Trägheitsellipaoids 
conjugirt  ist,  und  dann  die  beiden  gemeinschaftlichen 
conjugirten  Durchmesser  des  Ellipsoids  und  eines  geraden 
Kreiscylinders  mit  der  Axe  OJ  construirt,  so  sind  diese 
beiden  Linien  die  harmonischen  Axen  des  Körpers.  Das 
bedeutet,  dass,  wenn  der  Körper  durch  eine  kleine  Dre- 
hung um  eine  dieser  Axen  aus  der  Gleichgewichtslage  her- 
ausgeführt wird,  er  immer  um  diese  Axe  oscilliren  wird 
ganz  so,  als  ob  der  Körper  direct  gezwungen  wäre  um 
diese  Axe  sich  zu  bewegen. 

Es  erübrigen  noch  einige  kurze  Bemerkungen,  um  die  Lösung 
des  Problems  für  alle  beliebigen  Anfangsbedingungen,  denen  wir  die 
Bewegung  unterwerfen  können,  zu  einer  vollständigen  zu  machen. 

Nehmen  wir  also   wieder  an,    der  Körper  sei  in  irgend  einer 
Gleichgewichtslage   gegeben.     Er  wird  zunächst  diurch  eine  kleine 
Drehung  um  eine  Axe  OX   aus  dieser  Lage  herausgebracht.     Wir 
construiren  die  Ebene,    welche   durch  die  Axen  OJ  und  OX  hin- 
durchgeht.    Dieselbe  möge   von  der  Ebene  S  (siehe  oben)  in  der 
Axe  OY  geschnitten  werden.     Dann  können  wir  uns  immer  die 
Drehung  um  OX  zerlegt  denken  in  eine  solche  um  OJ  gefolgt  von 
einer  um  OY.     Durch  die  Drehung  um  OJ  wird  nun  der  oben 
eingeführte  Winkel  nicht  geändert.    Es  wird  nur  eine  rein  azimu- 
thale  Aenderung  eintreten,  durch  die  das  Gleichgewicht  des  Kör- 
pers nicht  gestört  wird.     Hätten  wir  also  die  jetzt  erreichte  Lage 
des  Körpers  als  diejenige  Gleichgewichtslage  gewählt,  von  der  wir 
ausgehen,    so   würde  nun  die  Bewegung  zu  beginnen  haben  mit 
einer  Drehung  um  OY.     Wir  können  daher,   ohne  die  Allgemein- 
heit  der  Untersuchung   zu   beeinträchtigen  direct  annehmen,    die 
Axe,  um  welche  dem  Körper  die  anfängliche  Drehung  ertheilt  wird, 
liege  in  der  Ebene  S.    Dies  festgesetzt,  wollen  wir  nun  weiter  an- 
nehmen, dass  dem  Körper  eine  kleine  Drehungsgeschwindigkeit  um 
irgend  welche  andere  Axe  ertheilt  werde. 
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Diese  Axe  muss  in  der  Ebene  S  liegen,  wenn  überhaupt  kleine 
Schwingungen  des  Körpers  zu  Stande  kommen  sollen.  Denn  wenn 
es  nicht  möglich  wäre,  die  anfängliche  Drehungsgeschwindigkeit 
vollständig  nach  den  beiden  harmonischen  Äxen  zu  zerlegen,  so 
würde  dieselbe  eine  Componente  in  Bezug  auf  OJ  haben  müssen. 
Der  Effect  aber  einer  anfänglichen  Drehungsgeschwindigkeit  um 
OJ  würde  der  sein,  dem  Körper  eine  continuirliche  Rotation 
um  die  Yerticalaxe  zu  ertheilen.  Eine  solche  Drehung  muss  aber 
ausgeschlossen  bleiben,  wenn  nur  kleine  Schwankungen  betrachtet 
werden. 

Wenn  daher  der  Körper  nur  kleine  Schwankungen  ausführt, 
so  dürfen  wir  die  Axe  des  anfänglichen  Impulses  oder  der 
anfänglichen  Verschiebung  in  der  Ebene  S  annehmen,  weil  dann 
die  anfängliche  instantane  Axe  in  dieser  Ebene  liegen  muss. 
Die  anfängliche  Verschiebung  kann  dann  immer  in  zwei  andere, 
eine  auf  jeder  der  harmonischen  Axen,  zerlegt  werden;  und  ebenso 
kann  auch  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  immer  nach 
diesen  Axen  zerlegt  werden.  Der  ganze  Bewegungszustand  wird 
also  dann  stets  gefunden  durch  Zusammensetzung  der  Oscillationen 
um  diese  harmonischen  Axen.  Ganz  ebenso  wird  die  instantane 
Axe  in  jedem  Augenblicke  in  der  Ebene  S  gefunden  werden  und 
nie  aus  derselben  heraustreten. 

Die  conjugirten  Durchmesser  einer  Ellipse  behalten  ihre  Eigen- 
schaft, wenn  die  Curve  projicirt  wird.  Die  harmonischen  Axen 
müssen  sich  daher  in  zwei  conjugirte  Durchmesser  eines  Kreises 
auf  jeder  horizontalen  Ebene  projiciren.  Zwei  Ebenen  durch  die 
Verticale  OJ,  von  denen  jede  eine  harmonische  Axe  enthält, 
schneiden  sich  daher  unter  rechten  Winkeln. 


Kapitel  XVI. 
Kinetik  starrer  Korper  mit  Freiheit  vierten  Grades. 

§1. 
Bei  der  Frage  nach  dem  allgemeinsten  Character  eines  Schrau- 
bensystems vierter  Stufe  können  wir  zum  Theil  au  früheres  an- 

21* 
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knüpfen.  Dieses  Schraubensystem  ist  das  Reciprocalsystem  desjenigen 
der  zweiten  Stufe  und  besteht  daher  aus  allen  Schrauben  des 
Raumes,  welche  reciprok  sind  zu  einem  Cylindroid.  Wir  haben 
schon  früher  gesehen,  dass  alle  Schrauben  eines  Punktes  im  Räume, 
die  zu  einem  gegebenen  Cylindroid  reciprok  sind,  einen  Kegel 
zweiten  Grades  bilden. 

Alle  Schrauben  eines  Systems  vierter  Stufe,  deren  Parameter 
den  gegebenen  Werth  p  hat  schneiden  zwei  gegebene  Linien,  näm- 
lich diejenigen  beiden  Erzeugenden  des  reciproken  Cylindroids, 
deren  Parameter  gleich  dem  negativen  Werthe  von  p  ist.  Alle 
diese  Schrauben  vom  Parameter  p  des  Systems  vierter  Stufe  bilden 
also  ein  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  Classe. 

Endlich  wissen  wir  schon,  dass  durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
eine  Schraube  gelegt  werden  kann,  die  einem  System  vierter  Stufe 
angehört  und  einen  gegebenen  ParameteF  besitzt. 

§2. 

Suchen  wir  nach  dem  Ort  aller  Systemschrauben,  die  zu  einer 
gegebenen  Geraden  L  parallel  sind,  so  beantwortet  sich  auch  diese 
Frage  leicht  nach  früherem.  In  Kapitel  IV  §  9  ist  gezeigt  worden, 
dass  jede  Schraube  i^,  die  reciprok  ist  zu  einem  Cylindroid  eine 
der  Erzeugenden  dieser  Flächen  unter  rechtem  Winkel  schneidet. 
Legen  wir  daher  durch  diejenige  Schraube  ^  des  dem  System 
vierter  Stufe  reciproken  Cylindroids,  welche  normal  ist  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  L  eine  Ebene,  welche  durch  L  geht,  so  ist  diese 
Ebene  offenbar  der  gesuchte  Ort. 

§3. 

Im  Kapitel  IV  §  4  wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  alle 
Schrauben,  welche  zu  einem  Cylindroid  reciprok  sind  und  in  einer 
Ebene  liegen,  einen  Kegelschnitt  umhüllen.  Den  besonderen  Cha- 
racter  dieses  Kegelschnitts  können  wir  indessen  auch  leicht  bestim- 
men. Wir  verfahren  ähnlich  wie  an  dem  eben  angeführten  Orte.  In 
der  gegebenen  Ebene  nehmen  wir  einen  Punkt  P,  Durch  diesen 
Punkt  geht  ein  Kegel  zweiten  Grades  von  Systemschrauben.  Dieser 
Kegel  wird  von  der  Ebene  also  in  zwei  Strahlen  geschnitten.  Durch 
jeden  Punkt   einer  gegebenen  Ebene    gehen  also    zwei  Schrauben 
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eines  Systems  vierter  Stufe;  und  es  ist  also  wieder  klar,  dass  alle 
diese  Schrauben  eine  Curve  zweiter  Classe  umhüllen.  Aus  dem 
letzten  Paragraphen  erhellt  aber,  dass  in  einer  Ebene  nur  eine 
einzige  Schraube  eines  Systems  vierter  Stufe  gefunden  werden 
kann,  welche  einer  gegebenen  Geraden  parallel  ist.  Daraus  folgt, 
dass  die  eben  gefundene  Curve  zweiter  Classe  eine  Parabel  sein 
muss. 

„Alle  Schrauben  eines  Systems  vierter  Stufe,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Parabel." 

§4. 

Wir  wollen  in  diesem  Kapitel  Gelegenheit  nehmen  zu  einigen 
allgemeinen  Betrachtungen,  die  theilweise  schon  an  früherer  Stelle 
angedeutet  wurden,  deren  richtiges  Veretändniss  aber  die  Kenntniss 
der  Resultate  der  letztvorhergehenden  Kapitel  wünschen  Hess.  Wir 
werden  zunächst  zu  einer  interessanten  Eigenschaft  der  Parameter 
einer  Gruppe  coreciproker  Schrauben  eines  Systems  beliebiger  Stufe 
geführt  werden. 

Beim  Cylindroid  fanden  wir,  dass  auf  dieser  Fläche  eine 
Schraube  liegt,  deren  Parameter  ein  Maximum,  und  eine  solche, 
deren  Parameter  ein  Minimum  ist.  Diese  Schrauben  waren  parallel 
zu  den  Hauptaxen  des  Parameterkegelschnitts.  Ganz  ebenso  fanden 
wir  beim  System  dritter  Stufe  drei  solcher  Schrauben,  deren  Para- 
meter ausgezeichnete  Werthe  zukamen,  nämlich  diejenigen,  deren 
Träger  die  Hauptaxen  der  Parameterfläche  w^aren.  Es  entsteht 
nun  die  allgemeine  Frage,  ob  es  immer  möglich  ist,  in  einem 
Schraubensystem  n^^'  Stufe  eine  bestimmte  Anzahl  —  vermuthlich 
n  —  Schrauben  so  zu  finden,  dass  ihrem  Parameter  Maximal-  oder 
Minimalwerthe  zukommen. 

Seien  also  ^,,  ^j»  •••j  ^n  die  Coordinaten  einer  Schraube 
S-  eines  Systems  w'**"  Stufe,  bezogen  auf  ein  System  n  coreciproker 
Schrauben  dieses  Systems  als  Coordinatenschrauben.  Dann  ist  die 
Function 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  während  gleich- 
zeitig die  Bedingungsgleichung 
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besteht,  wo  durch  (t,  k)  der  Cosinus  der  beiden  Coordinaten- 
schrauben  coj,  co*  bezeichnet  ist.  Es  ergeben  sich  also  in  der  ge- 
wöhnlichen Weise,  die  folgenden  Gleichungen  zui*  Bestimmung  der 
ausgezeichneten  Werthe  von  p$, 


2pn^»—p»  -ää-  =  0. 


Nun  ist 


dR 


*=  1,  2, ...,  1—1,  i+l,  .. 


wodurch  die  Gleichung 

unter  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  2  diese  wird 

{p-p»)^i-p^^^k  (%  k)  =  0. 

Bilden  wir  zur  Elimination  der  Grösse  0-  die  Determinante  dieser 
n  Gleichungen,  so  besitzen  immer  n  —  1  Verticalreihen  den  Factor 
p^,  der  also  wegföllt,  wenn  die  Detenninante  gleich  Null  gesetzt 
wird,  sodass  zur  Bestimmung  der  Special  werthe  von  p»  eine  Glei- 
chung vom  n**"  Grade  fibrig  bleibt.  Für  n  =  4  ist  diese  Glei- 
chung die  folgende: 

\p,—p», 
(12), 

(13), 

(14), 

Zunächst  ist  also  dargethan,  dass  es  im  Allgemeineu  in  einem 
System  w*^^  Stufe  n  Schrauben  giebt,  deren  Parameter  die  verlangte 
Eigenschaft  besitzen.  Dies  Resultat  bedarf  indessen  einer  Modifi- 
cation  für  den  Fall  7i  =  6.  Der  Ausdruck  „Schraubensystem  6**^ 
Stufe"  bedeutet  nichts  anderes  als  die  Gesammtheit  aller  Schrauben 
des*  Raumes.  In  diesem  Falle  werden  also  die  Werthe  von  p». 
die  hier  vorkommen,  alle  unendlich  gross  sein,  woraus  wiederum 


P.       P9, 

(12), 

(13), 

(14) 

(12), 

Ä     P», 

(23), 

(24) 

(13), 

(23), 

Pz        P»'' 

(34) 

(14), 

(24), 

(34), 

P*     P» 

=  0. 
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folgt,  dass  jeder  Coeificient  der  Gleichung  sechsten  Grades  für  p^ 

verschwinden  muss,   mit  Ausnahme  des  absoluten  Gliedes.  Diese 
Gleichung,  ganz  analog  der  letztgeschriebenen  gebildet,  ist 


Px—P9y 

(12), 

(13), 

(14), 

(15), 

(16) 

(12), 

Pj—P»^ 

(23), 

(24), 

(25), 

(26) 

(13), 

(23), 

Pi—P»^ 

(34), 

(35), 

(36) 

(14). 

(24), 

(34), 

Pi—P»> 

(45), 

(46) 

(15), 

(25), 

(35), 

(45), 

Pi—P9^ 

(56) 

(16), 

(26), 

(36), 

(46), 

(56), 

Pt—P» 

=  0. 


Ans  ihr  gehen  also  nach  obigem  sechs  Relationen  zwischen 
den  Parametern  und  den  Winkeln  der  Coordinatenschrauben  her- 
vor. Wir  greifen  die  einfachste  davon  heraus,  indem  wir  den 
CoefBcienten  von  p^  gleich  Null  setzen.    Dies  giebt 

111111^ 


Pi         ft         Pi         Pi         P,         Pi 

„Die  Summe  der  reciproken  Parameter  irgend  wel- 
chen Systems  von  sechs  coreciproken  Schrauben  ist  Null." 

§5. 

Herr  Everett  hat  an  Sir  Robert  Ball  einen  Beweis  des  letzten 
Satzes  mitgetheilt,  der  sich  in  der  That  durch  Einfachheit  und 
Eleganz  auszeichnet.  Er  scheidet  die  sechs  coreciproken  Schrauben 
in  zwei  Gruppen  A  und  B  von  je  drei  Schrauben.  Aus  der  Gruppe 
A  können  wir  ein  System  dritter  Stufe  herleiten,  dessen  Recipro- 
calsystem  dann  ebenso  aus  der  Gruppe  B  entsteht.  Die  Para- 
meterfläche ist  also  beiden  Systemen  gemeinschaftlich.  Nun  sind 
die  drei  Schrauben  von  A  bez.  parallel  einem  Tripel  conjugirter 
Durchmesser  der  Parameterfläche  und  jeder  Parameter  ist  umge- 
kehrt proportional  dem  Quadrate  des  ihm  parallelen  Durchmessers. 
Daher  ist  die  Summe 

1  1  1 


-  =  const. 

Pi  Pi  Pt^ 

Die   drei  Schrauben    von   ß   sind  ebenfalls  parallel  einem  Tripel 
conjugirter  Durchmesser  der  Parameterfläche.     Da  sie  dem  Reci- 
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procalsystem  angehören,  so  müssen  wir  ihren  Parametern  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  ertheilen,  wie  denen  des  vorigen  Systems.  Es 
ist  dann 

111 
1 1 =  const., 

—Pa  —Pf,  —Pe 

wo  in  beiden  Gleichungen  die  Constante  denselben  Werth  hat, 
wie  sich  aus  dem  vorigen  Kapitel  ergiebt.  Aus  Verbindung  beider 
Gleichungen  folgt  dann  wieder  sofort 


Px  Pl  P.  P*  ft  P 


6 


§6. 

Endlich  kann  dieses  Resultat  noch  erlangt  werden  als  specielles 
Ergebniss  ganz  allgemeiner  Untersuchungen,  die  mit  Hülfe  der 
neueren  Algebra  anzustellen  sind. 

Sind  a,,  ...,  a^  die  Componenten  oder  Coordinaten  einer 
Dyname  von  der  Intensität  «"  in  Bezug  auf  irgend  ein  System 
von  sechs  coreciproken  Schrauben,  so  werden  ora,,  . . .,  ,ra^  die 
Coordinaten  einer  Dyname  von  der  Intensität  .r«"  auf  derselben 
Schraube  sein.  Gleicherweise,  wenn  ^,,  ...,  ß^  die  Coordinaten 
einer  Dyname  von  der  Intensität  ß"  auf  einer  Schraube  ß  be- 
zeichnen, bezogen  auf  dasselbe  Coordinatcnsystem,  so  sind  i/ß^^  .... 
yß^  die  Coordinaten  einer  Dyname  von  der  Intensität  yß*^  auf  der 
Schraube  ß.  Die  Zusammensetzung  der  beiden  Dynamen  a;a"  und 
yß"  geschieht  nach  bekannten  Gesetzen  und  ist  ganz  unabhängig 
von  dem  Coordinatensystem.  Die  Lage  und  Intensität  der  Resul- 
tirenden  hängt  nur  ab  von  den  beiden  gegebenen  Dynamen  und 
den  numerischen  Werthen  von  x  und  y.  Bilden  wir  die  Coordi- 
naten der  Rasultirenden  in  Bezug  auf  dasselbe  zu  Grunde  liegende 
Coordinatensystem,  so  ist  auf  der  Schraube  (o,  die  Componente  der 
ersten  Dyname  gleich  aa^  und  diejenige  der  zweiten  Dyname  gleich 
yß^.  Die  Componente  oder  ('oordinate  der  Resultirenden  auf  co, 
ist  aber  die  Summe  beider  Einzelcomponenten.  Wir  haben  also 
als  Coordinaten  der  Resultirenden  die  Grössen 
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Wir  wollen  nun  diese  beiden  Dynamen  auf  ein  anderes  System 
von  sechs  coreciproken  Schrauben  beziehen,  in  welchem  die  Coor- 
dinaten  von  a  seien  A,,  ...,  Ag  und  die  von  ß  übergehen  in  /ij, 
. . .,  j«g.  Die  Coordinaten  der  Resultirenden  von  ura"  und  yß'^  in 
diesem  neuen  System  werden  dann  sich  ganz  analog  dem  obigen 
ergeben  als 

Und  natürlich  muss,  da  sie  unabhängig  ist  vom  Coordinatensystem 
die  Resultirende  in  beiden  Fällen  nach  Lage  und  Intensität  dieselbe 
sein,  welche  Werthe  auch  immer  ^,  y  haben  mögen.  Bezeichnen 
wir  ganz  allgemein  durch  0•^,  . . . ,  i>^  die  Coordinaten  einer  Dy- 
namo im  ersten,  und  durch  y,,  ...,  tp^  die  Coordinaten  dei-selben 
Dyname  im  zweiten  System.  Sei  dann  /"C^,,  ...,  ^e)  irgend  eine 
homogene  Function  der  Dyname,  die  durch  die  Transformation  der 
Coordinaten  übergeht  in  i^(y,,  ...,  (p^).     Dann  haben  wir  also 

als  eine  identische  Gleichung,  die  immer  erfüllt  sein  muss,  wenn 
die  durch  ^,,  ...,  ^g  oder  y,,  ...,  y^  definirten  Dynamen  iden- 
tisch sind.  Setzen  wir  statt  der  Abkürzungen  d"  und  y  wieder  die 
ursprünglichen  Werthe,  so  muss  also  sein 

für  jeden  Werth  des  Verhältnissos    --  • 

Entwickeln  wir  also  beiderseits  nach  den  Potenzen  dieser 
Grösse,  so  müssen  die  Coefßcienten  gleicher  Potenzen  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich  sein.  Dies  giebt  eine  Reihe  von  Gleichun- 
gen, deren  allgemeiner  Typus  in  bekannter  symbolischer  Bezeich- 
nungsweise ist 

Die  hier  auftretenden  Formen  sind  aber  diejenigen,  welche  die 
neuere  Algebra  als  Emananten  bezeichnet,  und  die  man  um  ihrer 
geometrischen  Bedeutung  willen  auch  die  Polarformen  der  Origi- 
nalformen nennen  könnte. 

Die  Betrachtung  der  ersten  und  zweiten  Emanante  ist  für  uns 
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hier  von  besonderem  Interesse.  Die  Function  /  mag  dabei  eine 
ganz  beliebige  homogene  Function  ihrer  Argumente  sein.  Wesent- 
lichen Werth  erhalten  die  Betrachtungen  natürlich  erst  dann,  wenn 
wir  für  /  bekannte,  in  unserer  mechanischen  Theorie  vorkommende 
Formen  wählen.  Als  solche  wählen  wir  zunächst  die  im  §  4  wieder 
aufgetretene  Grösse  Jf2,  welche  im  Allgemeinen  bekanntlich  die  In- 
tensität der  Dyname  ausdrückt,  also  etwa  für  die  Dyname  a  in 
unserem  ersteren  Coordinatensystem  die  Form  hat: 

Das  zweite  Coordinatensystem  wollen  wir  nun  als  ein  besonderes 
so  auswählen,  dass  es  auf  den  absoluten  Trägheitsschrauben  liegt 
(Kap.  XIV  §  18).    Für  dieses  Coordinatensystem  ist  dann 

Die  Betrachtung  der  ersten  Emanante  giebt  nun  die  neue  Glei- 
chung 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  ist  aber  offenbar  der  Cosinus 
des  Winkels  zwischen  a  und  ß,  wenn  die  Intensitäten  beider  Dy- 
namen  gleich  der  Einheit  sind.     Wir  sehen  somit: 

In  jedem  Coordinatensystem  von  sechs  coreciproken 
Schrauben  ist  der  Cosinus  des  Winkels  zweier  Schrauben 
a,  ß  durch  die  Coordinaten  dieser  Schrauben  und  die 
Winkel  zwischen  den  Coordinatenschrauben  durch  die 
Formel  gegeben: 

cos(a,  ß)  =  Saißk-hSCaißi-hakßiXh  *)• 

Im  Allgemeinen  ist  der  Cosinus  zweier  Schrauben,  multiplicirt  in 
das  Product  ihrer  Intensitäten,  gegeben  durch  den  Ausdruck 

Wenn  demnach  «,  /?,  y  drei  Schrauben  sind,  die  einer  Ebene  pa- 
rallel sind,  und  wenn  ^  eine  Schraube  bezeichnet,  welche  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  steht,  so  müssen  wir  also  haben 
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». 


». 


dR 

da^ 

dR 
dß, 

dR 


-+-*< 


+  *"-+-^, 


H h^. 


dR 

dR 

dR 


dn 


=  0 


=  0 


=  0. 


Drei  beliebige  Schrauben  können  wir  immer  als  Bestimmende  eines 
Systems  dritter  Stufe  betrachten,  in  dem  es  immer  möglich  ist, 
zu  einer  gegebenen  Richtung  eine  parallele  Schraube  zu  ziehen. 
Und  wir  können  es  auch  dann  immer  erreichen,  dass  drei  der 
Grössen  ^*^,,  ...,  ^^  verschwinden.  Aus  dieser  Bemerkung  ge- 
winnen wir  also  das  Ergebniss,  dass  die  Bedingung  dafür,  dass 
drei  Schrauben  a,  /?,  y  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sein 
sollen,  durch  eine  Determinante  von  dem  Typus 


dR 

dR 

dR 

da,  ' 

da,  ' 

9«, 

dR 

dR 

dR 

dß, ' 

dß,  ' 

dß. 

dR 

dR 

dR 

dy. 


=  0 


Öy.  '      dy,  ' 

ausgedrückt  wird.  Die^o  Gleichungen  sind  jedenfalls  auch  erfüllt, 
wenn  die  drei  Schrauben  cocylindroidal  sind.  Aber  für  diesen  Fall 
lassen  sich  einfachere  Gleichungen  aufstellen.  Wenn  nämlich  / 
auf  dem  Cylindroid  (a,  f)  liegt,  so  müssen  die  Relationen  bestehen 

•  •  • 

•  •  • 

•  ■  • 

sodass  also  die  Bedingung,  dass  drei  Schrauben  a,  ß,  y  cocylin- 
droidal seien,  sich  durch  jede  Determinante  von  dem  Typus 


1  "1  ? 


^2  5      ra  5      /•<« 

ßz^     Yzi 


i«3, 


=  0 


darstellt. 

Der  Ort  einer  Schraube  ^,  die  senkrecht  ist  zu  einer  anderen 
Schraube  a,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 
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Wenn  wir  nun  annehmen,  dems  die  Coordinatenschrauben  wieder 
coreciprok  sind,  so  stellt  diese  Gleichung  offenbar  nichts  anderes 
dar  als  alle  die  Schrauben,  welche  reciprok  siufl  zu  derjenigen, 
deren  Coordinaten  sind 

1     dR  1     dR 

Es  ist  klar,  dass  alle  zu  einer  Richtung  normalen  Schrauben  nur 
dann  zu  der  dieser  Linie  parallelen  Schraube  reciprok  sein  können, 
wenn  der  Parameter  derselben  unendlich  gross  wird,  da  anderer- 
seits die  Gleichung 

(/>a-h/>^)cosO — JsinO  ==  0 

nicht  zu  erfüllen  wäre;  Wir  sehen  daher,  da«s  die  eben  gegebenen 
Coordinatenausdrücke  diejenigen  für  die  Coordinaten  einer  zu  « 
parallelen  Schraube  von  unendlich  grossem  Parameter  sind.  Wenn 
dann  x  eine  willkürliche  Const^nte  bezeichnet,  die  also  alle  Wcrthc 
annehmen  kann,  so  sind 

c^;      dR  .r      dR 

rt.H ?^ — ,  . . .,  n. 


die  Coordinaten  einer  Schraube  mit  variabelem  Parameter  «r,  deren 
Träger  mit  dem  von  a  zusammenfällt.  Dies  Resultat  war  etwas 
umständlicher  schon  in  Kapitel  XIV  erlangt  worden. 

Wir  wollen  nun  eine  Function  definiren,  die  gleich  ist  dem 
Parameter  der  Schraube  a  multiplicirt  in  das  Quadrat  der  Inten- 
sität einer  auf  a  wirkenden  Dyname.  Diese  Function  hat  eine 
physikalische  Bedeutung.  Sie  kann  aufgefasst  werden  als  der  halbe 
Werth  der  Arbeit,  der  von  einer  Dyname  auf  a  in  Bezug  auf  eine 
Windung  um  a  geleistet  wird,  wenn  die  Amplitude  der  Windung 
gleich  ist  der  Intensität  der  Dyname.  Wenn  diese  Function  auf 
irgend  welches  beliebige  Coordinatensystem  (A,,  ...,  A^)  bezogen 
wird,  so  wollen  wir  sie  durch  V  bezeichnen.  Wenn  sie  insbesondere 
auf  ein  coreciprokes  System  bezogen  ist,  so  haben  wir 

Die  Bildung  der  ersten  Emanante  giebt 
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dV  dV 

I  6 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichungen  stellt  aber  das  Product  des  vir- 
tuellen Coefficienten  zweier  Schrauben  a,  ß  mit  dem  Product  der 
Intensität  der  Dynarae  auf  (t  und  der  Amplitude  der  Windung  um 
ß  dar.  Wenn  wir  daher  recht«,  nach  Ausführung  der  Diffe- 
rentiationen, diese  letzteren  Grössen  der  Einheit  gleich  setzen, 
so  haben  wir  folgenden  Ausdruck  des  virtuellen  Coefficienten  zweier 
Schrauben  ji«,  A,  bezogen  auf  ein  ganz  beliebiges,  im  Allge- 
meinen also  nicht  coreciprokes  Coordinatensystem: 

dv  dv 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  an,  die  Schraube  X  sei  reciprok  zur 
ersten  Coordinatenschraube,  so  haben  wir  dafür  die  Bedingung 

1^  =  0 

Dies  kann  nun  auch  noch  a  posteriori  in  instructiver  Weise  nach- 
gewiesen werden.     Wir  haben  nämlich  hier 

dV  _     ,    dp       9j,     dl' 
W^enn  also  jene  Reciprocität  stattfinden  soll,  so  muss  sein 

Hier  ist  nun  zunächst  einiges  zu  sagen  über  die  geometrische  Be- 
deutung der  vorgenommenen  Differentiationen.  Betrachten  wir 
also  eine  Dyname  A,  die  auf  ein  Coordinatensystem  von  vollkom- 
mener Allgemeinheit  bezogen  ist.  Nehmen  wir  dann  an,  dass  eine 
der  Coordinaten,  etwa  A, ,  variirt.  Dann  wird  auch  fortwährend 
die  Lage  von  A  sich  ändern.  Nehmen  wir  weitergehend  nach  und 
nach  jede  der  sechs  Coordinaten  veränderlich,  so  werden  wir  also 
im  ganzen  sechs  Wege  haben,  welche  die  Dyname  A  entsprechend 
den  Aenderungen  der  Coordinaten  durchläuft.  Jeder  dieser  Wege 
ist  nun  natürlich  eine  geradlinige  Fläche.  Aber  die  geometrische 
Vorstellung  einer  Fläche  ist  allein  nicht  hinreichend  um  einen  voll- 
kommenen Begriff,  von  diesen  Wegen  zu  geben.    Denn  es  handelt 
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sich  ja  hier  nicht  um  reine  Linien,  sondern  um  Schrauben.  Wir 
müssen  also  jeder  Erzeugenden  einer  solchen  Fläche  eine  lineare 
Strecke  zuordnen,  welche  wir  dann  als  den  Parameter  der  corre- 
spondirenden  Schraube  zu  bezeichnen  haben.  Nehmen  wir  also 
die  ursprüngliche  X  und  irgend  eine  andere  Erzeugende  einer  sol- 
chen Fläche,  so  lässt  sich  durch  beide  ein  Cylindroid  legen.  Es 
kann  nun  bewiesen  werden,  dass  dieses  Cylindroid  eben  der  Weg 
ist,  auf  dem  sich  o),  bewegt,  wenn  die  Coordinate  X^  sich  ändert. 
Sei  d'  diejenige  Schraube,  welche  entsteht  durch  eine  Aenderung 
des  Werthes  von  A,.  Eine  Dyname  auf  &,  die  die  Intensität  ^" 
besitzt,  hat  Componenten,  deren  Intensitäten  sind  ^'/,  ...,  ^". 
Die  Intensitäten  der  Componenten  von  A  sind  A" ,  . . . ,  A"  .  Aber 
es  muss  natürlich  die  Reihe  von  Verhältnissgleichungen  bestehen: 


€in 


»': 


»': 


2»f      —      ^if  jrr 

Aj  A3  Ag 

Man  kann  nun  jedenfalls  ^"  so  wählen,  dass  jedes  dieser  Verhält- 
nisse gleich  — 1  wird,  sodass  also,  wenn  ^"  und  X"  beide  in  Be- 
zug auf  die  sechs  allgemeinen  Coordinatenschrauben  zerlegt  werden, 
die  sämmtlichen  Componenten  mit  Ausnahme  von  ^'/ — A','  ver- 
schwinden. Aber  dies  ist  nur  möglich,  wenn  die  erste  Coordinaten- 
schraube,  oo,,  auf  dem  Cylindroid  (^,  A)  liegt.  Hieraus  ziehen  wir 
also  das  allgemeine  Resultat,  dass  jedes  der  so  entstehenden  sechs 
Cylindroide  durch  die  entsprechende  Coordinatenschraube  gehen 
muss.  Damit  ist  dann  ein  vollkommen  klares  Bild  geschaffen  von 
der  Art  und  Weise,  wie  eine  Schraube  in  Abhängigkeit  von  einer 
ihrer  Coordinaten  variirt. 


Fig.  19. 


Bezeichnen  wir  die  sechs  Co- 
ordinatenschrauben kurz  durch  1. 
2,  3,  4,  5,  6.  Dann  construiren 
wir  das  Cylindroid  (A,  1)  und  be- 
stimmen diejenige  Schraube  ij  auf 
der  Fläche,  welche  mit  2,  3,  4, 
5,  6  eine  gemeinschaftliche  Reci- 
proke  hat.  In  der  beistehenden 
Figur  mögen  die  Geraden  durch 
0  ein  Büschel  von  vier  Strahlen 
bedeuten,    die    bez.  parallel  sind 
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zu  vier  Schrauben  von  (A,  1).  Sei  OA  parallel  zu  einer  der  beiden 
Hauptschrauben ,  OA  parallel  zu  A,  Otj  zu  ij  und  Oi  parallel  zur 
ersten  Coordinatenschraube.  Der  Winkel  AOt  sei  durch  A,  der 
Winkel  AOtj  durch  B  und  der  Winkel  AOX  durch  (p  bezeichnet. 
Um  die  Coordinate  A,  zu  finden  müssen  wir  A',  eine  Windung  um 
A,  zerlegen  nach  den  Schrauben  y  und  1.  Die  Componente  auf  i; 
kann  dann  weiter  zerlegt  werden  nach  den  fünf  übrigen  Coordi- 
natenschrauben,  da  diese  alle  sechs  ein  System  mit  einer  gemein- 
schaftlichen Reciproken  bilden.  Ist  ij'  die  Componente  auf  ?j,  so 
ist 

^ ^ A, ^ 1^ 

sin(i? — A)  sin(y — ß)  H\xi(g> — A)  ' 

und  wenn  a,  b  die  Parameter  der  beiden  Hauptschrauben  von  (A,  1) 
sind,  so  ist 

Pj^  =  acos'^p-h-isin'y. 
Ferner  ist 

dp    dp       d(p 

^/A,  d(p      rfAj    ' 

weil  die  Wirkung  einer  Aenderung  von  A,  in  einer  Verschiebung 
der  Schraube  auf  dem  Cylindroid  besteht.     Nun  ist 

•  ^  '    sin(y-^)  ' 

und  da  die  anderen  Coordinaten  nicht  variiren  sollen,  so  muss 
nothwendig  ?/  constiint  bleiben,  sodass  also 

rfA,    ,  sin(Ä — A) 

dxp  '   sin'(y — Ä) 

und  damit 

^^P         //.       >  •   o         sin'(y— -4) 
aA,         \         /         X     ^'sin(ß — ^) 

Ebenso  erhält  man 

dX'  dX'      d(f  ,  .. 

rr-  =  -v-  •  — ,;  -  =  —  cosfy-— -^). 
dA,  d^      d/,^  ^^ 

Substituiren  wir  nun  diese  Werthe  in  die  obige  Gleichung 

^    dk'  ^^P  du,        ^' 
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wie  wir  nach  Wegltwsung  des  Factors  /'  auch  schreiben  können, 

80  erhalten  wir 

a  =  &tang9)tang^. 

Dies  ist  aber  nach  Kapitel  VI  §  13  eine  Form  für  die  Bedingung 
der  Reciprocität  zweier  Schrauben,  die  Anwendung  findet,  wenn 
die  Schrauben  bestimmt  sind  durch  die  Winkel,  die  sie  mit  den 
Hauptschrauben  des  Cylindroids  machen.  Hierdurch  ist  also  in  der 
That  wieder  gezeigt,  dass 

die  Bedingung  ist,  dass  die  Schraube  X  zur  Schraube  1  reciprok  ist. 
Die  zweiten  Emananten  liefern  die  Gleichheit 

Wenden  wir  dieselbe  auf  die  beiden  betrachteten  Formen  von  f 
an,  so  erlangen  wir  nur  Identitäten.  Wenn  wir  aber  f  ganz  all- 
gemein lassen,  so  lassen  sich  einige  Resultate  von  Interesse  erlan- 
gen, unter  denen  wir  die  Relation  zwischen  den  sechs  Parametern 
einer  Gruppe  coreciproker  Schrauben  herausgreifen,  die  uns  den 
Anstoss  zu  dieser  Digression  gab. 

Wir  können  also  die  allgemeine  Form  f  transformiren  durch 
den  Uebergang  von  einem  System  coreciproker  Coordinatenschraubeu 
zu  einem  andern  derselben  Art.  Sind;?,,  ...,  p^  die  Parameter 
der  ersten  Gruppe,  g^,  ...,  q^  die  der  zweiten,  so  muss  offenbar 
sein 

da  beide  Ausdrücke  das  Product  des  Parameters  einer  und  der- 
selben Dyname  in  das  Quadrat  ihrer  Intensität  darstellen,  nur  be- 
zogen auf  verschiedene  Coordinatensysteme,  von  denen  diese  Grösse 
aber  unabhängig  ist.  Wir  multipliciren  die  letzte  Gleichung  durch 
einen  beliebigen  Factor  x  und  addiren  zur  obigen  ersten  Gleichung, 
Seite  für  Seite.     Man  erhält 

1  6 
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Betrachtet  man  die  ß  als  Yariabele,  so  stellt  die  gleich  Null  ge- 
setzte linke  Seite  ein  räumliches  Linien-(Schrauben-)6ebilde  zweiter 
Ordnung  dar.  Wenn,  um  nach  Analogie  der  Theorie  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  zu  reden,  dieses  Gebilde  ein  „centrales"  wäre, 
wenn  es  für  dasselbe  also  eine  kanonische  Darstellung  gäbe  der 
Form 

wo  dann  die  a  geradezu  als  Parameter  eines  neuen  coreciproken 
Systems  zu  betrachten  wären,  so  würde  es  eine  Schraube  in  diesem 
System  geben,  zu  der  die  Polaren  aller  anderen  Schrauben  in  Be- 
zug auf  das  System  reciprok  wären,  wenn  wir,  wie  auch  sonst  in 
der  Geometrie,  unter  Polare  das  geometrische  Ergebniss  der  Bildung 
der  ersten  Emanante  verstehen.  Ausserdem  würde  aber  die  Dis- 
criminante  jener  linken  Seite  dann  verschwinden  müssen.  Wegen 
der  Covarianteneigenschaft  der  Emanante  gilt  für  die  rechte  Seite, 
was  für  die  linke  gilt,  was  hier  übrigens  auch  sofort  einleuchtet, 
da  ja  die  Schrauben  ß  und  fj  völlig  identisch  sind.  Bilden  wir  nun 
die  Discriminante,  so  stellt  sich  diese  als  Function  von  x  dar,  und 
es  müssen  also  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  der  verschiedenen 
Potenzen  von  /c  in  der  Entwicklung  nach  x  durch  die  Transfor- 
mation eines  coreciproken  Systems  in  ein  anderes  nicht  berührt 
werden.     Gebrauchen  wir  die  Abkürzung 

daida,  ~'''' 
so  ist  die  in  Rede  stehende  Discriminante 

/ll"»     ^n     MJI  /ll9  /l4'  / 15  1  /l( 

/«»  iTiT^^i')  /aa»  /j4>  /as'  /a 

/«P  /BS'  iiZ*^i^  /34'                     /as?  iZi 

An  Aa»  Mi?  /44"^^P4»    /45»  M 

/Sl  /5a9  tiZt  /54»                      /SJ'^'^S»  /»6 

/«l?  / ea  5  /6J1  /64  5                      /65  9  /fi6    '    ^C 

Wir  betrachten  nun  das  Verhältniss  des  Coefficienten  von  a^  zu 
dem  von  a^.    Man  sieht  leicht,  dass  dasselbe  dargestellt  wird  durch 


16 

as 


46 


=  0. 


B.ll,  Heclunik.  22 
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Dieser  Ausdruck  bleibt  also  vollkommen  ungeandert  beim 
Uebergang  von  einem  coreciproken  System  zu  einem  andern.  Neh- 
men wir  jetzt  wieder  für  f  die  Form  Ä,  durch  welche  das  Qua- 
drat der  Intensität  einer  Dynamo  ausgedrückt,  und  wählen  wir 
insbesondere  um  für  /"  =  Ä  den  Werth  von 

1    ^  1    ^ 

9^  =  ^-/11-^ ^-V'/«« 

ZU  ermitteln,  für  Ä  die  einfachste  Dai-stellung,  indem  wir  die  ab- 
soluten Trägheitsschrauben  als  Coordinateusystem  anwenden,  was 
ja  erlaubt  ist,  da  dieselben  auch  coreciprok  sind,  und  für  alle 
coreciproken  Systeme  y  denselben  Werth  hat,  also 

so  ist 

/ll  f22  /öS  ^J 

also  zunächst 

oM  1  \ 

Es  besteht  aber  auch  die  Gleichung  (Kap.  XIV  §  7) 

die  auch  eine  Covariante  von  R  ist. 

Diese  Gleichung  difTerentiiren  wir  partiell  nach  cTp  so  kommt 

Hier  ist  aber 

dR   _    dR        .    _.    _^ 
da,    ~   da,  '     Tu—h,  —  ^, 

/ u  ^^  Tu  ^  /is  ^  »U  ^^^  '^J 

sodass  wir  zunächst  erhalten 

H =  0. 


Py  Pt 

Ebenso  erhalten  wir  aber  auch 


1  1  rv 


P.         Pa 

1  1         /. 
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durch  welche  Gleichung  auch  diese  erfüllt  ist 

111111^ 


P,  P2  Pz  Pi  Ps  Ps 

Wir  haben  als  das  Resultat,  von  dem  wir  ausgingen,  wieder  er- 
halten; und  ausserdem  von  neuera  den  Nachweis  geführt,  dass  bei 
einer  Gruppe  von  sechs  coreciproken  Schrauben  drei  Parameter 
positiv  und  drei  negativ  sind,  wobei  aber  wohl  zu  verstehen  ist, 
dass  die  Gleichungen  zwischen  zwei  Parametern,  die  wir  oben 
erhielten,  keineswegs  für  jedes  coreciproke  System,  sondern  nur 
für  das  specielle  der  absoluten  Trägheitsschrauben  bewiesen  sind. 

Diese  Untersuchungen  auf  dem  Gebiete  der  Anwendung  der 
neueren  Algebra  auf  die  Mechanik  sind  natürlich  noch  der  Erwei- 
terung und  Fortsetzung  fähig.  Wir  begnügen  uns  aber  hier  mit 
dem  Gegebenen,  das  ja  nur  den  Zweck  liatte,  zu  zeigen,  wie  die 
wichtige  letzte  Relation  ein  Ausfluss  dieser  allgemeineren  Bezie- 
hungen ist,  wie  sie  die  Theorie  der  Co  Varianten  liefert.  Inter- 
essante Resultate  ergeben  sicli  namentlich  noch  durch  Betrachtung 
der  Hesse'schen   Determinante  einer  Function   von  Schraubencoor- 

dinaten. 

§7. 

Der  Satz,  dessen  Betrachtung  die  drei  letzten  Capitel  vornehm- 
lich gewidmet  waren,  kann,  wie  man  übrigens  schon  aus  §4  zu 
ersehen  vermag,  leicht  dahin  verallgemeinert  werden,  dass  die 
Summe  der  reciproken  Werthe  von  n  coreciproken  Schrau- 
ben eines  Systems  n*"  Stufe  eine  Constante  ist.  Zunächst 
ist  ja  das  Problem  der  Bestimmung  der  Maximalwerthe  des  Para- 
meters p^  80  wie  es  in  §  4  aufgefasst  wurde,  vollkommen  identisch 

mit  der  Reduction  der  Gleichung 

F=  p,-^]^ ^p^^i^XR  =  0 

eines  Schraubengebildes  zweiter  Ordnung,  wo  X  eine  willkürliche 
Grösse  bedeutet,  auf  eine  canonische  oder,  wie  wir  wieder  sagen 
wollen,  centrale  Form.  Die  Determinante  n^^^  Ordnung,  welche 
sich  dort  zur  Bestimmung  der  Werthe  p^  gefunden  hatte,  ist  nichts 

anderes,  als  die  Discriminante  der  Form  F.  Die  Discriminante 
ist  aber  immer  eine  Invariante  der  Form  F,  Wenn  wir  sie  also 
nach  Potenzen  von  />,,  entwickeln,  so  müssen  die  Verhältnisse  der 

9*>  i' 
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Coefficienten  dieser  einzelnen  Potenzen  beim  üebergang  von  einem 
System  coreciproker  Schrauben  zum  andern  unverändert  bleiben. 
Auf  diese  Weise  wird  man  durch  Betrachtung  der  Coefficienten 
der  ersten  Potenz  von  p^  immer  finden,  dass  die  Summe 


Pl  Pn 

einer  Constanten  gleich  sein  muss.  Fiir  die  Fälle  w  =  2,  n  =  3 
ist  der  Satz  ja  übrigens  auch  schon  durch  seine  geometrische  Be- 
trachtungen erwiesen  worden.  Und  es  tritt  schon  aus  jenen  spe- 
ciellen  Resultaten  deutlich  hervor,  dass  der  constante  Werth  dieser 
Summe  eine  markante  characteristische  Bedeutung  fiir  das  betref- 
fende System  hat. 

Man  kann  sich  den  allgemeinen  Satz  auch  durch  eine  ganz 
einfache  Ueberlegung  klar  machen,  wenn  er  für  w  =  6  einmal  be- 
wiesen ist.  Sei  nämlich  A  das  Schraubensystem  w'*'  Stufe  und  B 
das  Reciprocalsystem.  Wir  wählen  aus  B  dann  6 — n  coreciproke 
Schrauben  aus,  und  ebenso  irgend  welche  n  coreciproke  Schrauben 
aus  A.  Dann  haben  wir  also  wieder  eine  Gruppe  von  6  coreci- 
proken  Schrauben,  für  die  jedenfalls  der  Satz  von  §  4  gilt.  Aber 
die  nur  als  Hülfselemente  zugezogenen  Schrauben  von  B  können  wir 
constant  erhalten,  während  diejenigen  von  A  durch  das  ganze  System 
hindurch  variirt  werden  mögen.  Die  Summe  der  reciprokeu  Para- 
meter der  6 — 7i  ersten  Schrauben  bleibt  also  dann  absolut  con- 
stant,  und  da  die  Summe  aller  sechs  reciproken  Parameter  gleich 
Null  ist,  so  muss  der  Satz  noch  für  die  n  Schrauben  des  Svstems  A 
gelten. 

§8. 

Es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  es  in  einem  Schrauben- 
system vierter  Stufe  immer  eine  Gerade  giebt,  welche  System- 
schraube bleibt,  welchen  Werth  man  auch  immer  ihrem  Parameter 
ertheilen  möge.  Es  ist  dies  nämlich  die  Knotenlinie  des  reciproken 
Cylindroids.  Es  giebt  also  für  einen  Körper  mit  Freiheit  vierten 
Grades  immer  eine  Linie,  um  welche  dereelbe  sich  sowohl  drehen, 
als  auch  längs  welcher  er  gleiten  kann. 

Um  eine  concrete  Vorstellung  von  einem  Körper  mit  Freiheit 
vierten  Grades  zu  geben,  erinnern  wir  an  den  Fall,   dass  ein  Kör- 
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per  gezwungen  ist,  steta  mit  einem  seiner  Puucte  P  auf  einer  ge- 
gebenen Curve  zu  bleiben.  Es  sind  dann  in  der  That  vier  Grössen 
zur  Bestimmung  einer  Lage  des  Körpers  erforderlich,  nämlich:  der 
Bogen  der  Curve  von  einem  als  Anfangspunct  genommenen  Puncte 
aus  bis  zum  Puncte  P,  und  ferner  wieder  die  drei  Winkel,  welche 
die  Lage  dreier  im  Körper  fester,  mit  diesem  beweglichen  Axen 
gegen  drei  feste  Axen  des  Raumes  bestimmen.  An  die  Stelle 
dieser  Winkel  kann  man  auch  drei  Rotationen  um  drei  im  Puncte  P 
sich  schneidende  Axen  setzen.  Beides  kommt  aber,  wie  man  sieht, 
auf  dasselbe  hinaus.  Das  reciproke  Cylindroid  nimmt  in  diesem 
Falle  eine  specielle  Form  an.  Es  besteht  dann  offenbar  aus  lauter 
Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  auf  den  Normalen  der  Curve 
im  Puncte  P  liegen. 

§9- 
Wenn  ein  starrer  Körper  Freiheit  vierten  Grades  hat,  so  ist  für 
sein  Gleichgewicht  hinreichend  und  nothwendig,  dass  die  auf  ihn  wir- 
kenden Kräfte  stets  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  des  reciproken 
Cylindroids  bilden.  Wenn  insbesondere  das  Gleichgewicht  des  Kör- 
pers durch  eine  Einzelkraft  nicht  soll  gestört  werden,  so  muss  diese 
Kraft  auf  einer  der  beiden  Schrauben  vom  Parameter  Null  des  ge- 
nannten Cylindroids  liegen.  Wenn  daher  insbesondere  der  Para- 
metcrkegelschnitt,  der  zu  dieser  Fläche  gehört,  eine  Ellipse  ist,  so- 
dass es  also  keine  reelle  Schraube  des  Cylindroids  giebt,  die  den 
Parameter  Null  besässe,  dann  ist  die  Erhaltung  des  Gleichgewichts 
bei  Einwirkung  einer  Einzelkraft  auf  den  Körper  unmöglich.  Wenn 
aber  das  Gleichgewicht  bestehen  kann  für  eine  bestimmte  Einzelkraft, 
so  giebt  es  im  Allgemeinen  immer  noch  eine  zweite  Kraft,  welche 
ebenfalls  das  Gleichgewicht  des  Körpei's  nicht  stört.  Denn  <lie  beiden 
Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  auf  einem  C^ylindroid  liegen, 
sind  immer  gleichzeitig  reell,  können  aber  allerdings  auch  zusammen- 
fallen*). Ein  Kräftepaar  in  einer  zur  Knotenlinie  des  Cylindroids 
senkrechten  Ebene,  kann  durch  die  Reaction  der  Widerstände  neu- 
tralisirt  werden.  Es  ist  daher  mit  dem  Gleichgewicht  des  Körpers 
wohl  verträglich.  Aber  nur  in  diesem  besonderen  Falle.  In  jedem 
anderen  stört  die  Anwesenheit  eines  Paare^s  das  Gleichgewicht. 

*)  Siehe  Kapitel  XX. 
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§10. 

Wenn  fünf  Einzelkräfte  an  einem  freien  Körper  im  Gleich- 
gewichte sein  sollen,  so  muss  die  fünfte  immer  als  Resultante  der 
andern  vier  sich  darstellen  lassen,  sie  miiss  aus  jenen  hergeleitet 
werden  können,  d.  h.  die  fünf  Kräfte  müssen  einem  System  vierter 
Stufe  angehören.  Und  es  ist  insbesondere  sofort  klar,  dass  sie 
sämmtlich  die  beiden  Schrauben  vom  Parameter  Null  des  reci- 
proken  Systems  schneiden  müssen.  Wir  haben  also  das  Ergebnis«, 
dass,  wenn  fünf  Kräfte  an  einem  freien  starren  Körper  im  Gleich- 
gewicht sind,  immer  zwei  Linien  gefunden  werden  können  im  all- 
gemeinen, die  jene  fünf  Kräfte  schneiden.  Die  fünf  Kräfte  gehören 
also  wieder  einem  Strahlensystem  erster  Ordnung  und  Klasse  an, 
dessen  Leitstrahlen  die  beiden  Schrauben  vom  Parameter  Null  auf 
dem  Cylindroid  sind,  welches  zu  irgend  vier  derselben  reciprok  ist. 
Der  Ort  der  fünften  ist  sonach  immer  bestimmt,  wenn  vier  ge- 
geben sind. 

Sind  nun  ^1,,  ...,  ^l^  die  Intensitäten  jener  fünf  Kräfte,  so 
ist  das  Verhältniss  A^:A^  bestimmt.  Seien  nämlich  P,  Q  die 
zwei  Schrauben  vom  Parameter  Null  auf  dem  Cylindroid;  endlich 
seien,  wenn  wir  nicht  nur  die  Intensitäten  sondern  auch  Lage  und 
Richtung  der  Kräfte  durch  die  Buchstaben  A  bezeichnen,  X,  Y 
zwei  Schrauben,  die  reciprok  sind  zu  ^1,,  A^,  und  Z  eine  Schraube 
reciprok  zu  A^^  A^,  ^1^.     Zu  den  fünf  Schrauben 

-X,  Y,  P,  Q,  Z 

lässt  sich  immer  eine  Schraube  J  finden,  die  ihnen  allen  reciprok 
ist.  Nun  sind  die  vier  Schrauben  JT,  7,  P,  Q  reciprok  zu  dem 
Cylindroid  (^,,  A^  nach  Construction.  Folglich  muss  J,  welches 
reciprok  ist  zu  X,  7,  P,  Q,  Z,  auf  dem  Cylindroid  (-^,,  A^  liegen. 
Sofern  aber  J  betrachtet  wird  als  Reciproke  von  P,  Q,  Z,  die  alle 
reciprok  sind  zu  A^.  A^^  A^.  muss  es  auch  zu  dem  durch  A^^  A^.  A^ 
bestimmten  System  dritter  Stufe  gehören.  Es  gehört  also  J  so- 
wohl zu  {A^^A^  als  auch  zu  (^,,  J^,  ^Ij).  Wenn  daher  Kräfte 
auf  den  Strahlen  ^J,,  A^^ . . .,  J.  im  Gleichgewichte  sind,  so  müssen 
die  Kräfte  auf  ^1,,  A^  sich  zusammensetzen  in  eine  Dyname  auf  7. 
Durch  diese  Bedingung  ist  eben  das  Verhältniss  A^ :  A^  bestimmt. 
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§11. 

Seien  wieder  fünf  Kräfte  A^,,,.,A^  gegeben.  Wir  bestimmen 
dann  die  zwei  Transversalen  />,  M,  welche  A^,  ...,  A^  schneiden. 
Die  so  gefundenen  Strahlen  sehen  wir  als  die  Schrauben  vom 
Parameter  Null  eines  Cylindroids  an  und  construiren  danach  diese 
Fläche.  Auf  diesem  Cylindroid  bestimmen  wir  dann  noch  diejenige 
Schraube  X,  die  reciprok  ist  zu  A^. 

Dann  ist  X  reciprok  zu  allen  fünf  Kräften,  und  hat  daher  die 
Eigenschaft,  dass  diese  bei  keiner  Bewegung  eines  freien  Körpers, 
auf  den  sie  angreifen,  um  die  Schraube  X  Arbeit  leisten.  Die 
Schraube  -X  ist  ihrer  ganzen  Construction  nach  eindeutig  bestimmt- 

Aus  der  Theorie  der  reciproken  Schrauben  folgt  nun  noch  so- 
fort, dass  eine  Dyname  auf  -X  keine  Arbeit  leistet  in  Bezug  auf 
Bewegungen  des  Körpers  um  eine  der  Schrauben  A^,  . . .,  A^, 

Als  specieller  Fall  kann  hier  der  eintreten,  dass  /!,,  ...,  A^ 
eine  gemeinschaftliche  Transversale  besitzen.  Dann  ist  eben  X 
diese  Transversale  und  der  Parameter  von  X  ist  Null.  In  diesem 
Fall  bedarf  es  nun  keines  weiteren  Nachweises,  dass  ^j,  ...,  A^ 
das  Gleichgewicht  eines  Körpcre  nicht  zu  stören  vei'mögen,  der 
sich  nur  um  X  drehen  kann. 

§12. 

Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  dass  ein  Körper  mit 
Freiheit  vierter  Stufe  einen  Impuls  erhält  durch  eine  Dyname  auf 
einer  Schraube  t^.  Und  wir  wollen  die  Coordinaten  der  zugehörigen 
instantanen  Schraube  ^  und  auch  die  bei  dem  Impuls  eintretenden 
Reactionen  der  Widerstände  berechnen. 

Sind  nun  A,  /*  irgend  zwei  Schrauben  des  reciproken  Cylin- 
droids, so  können  diese  Reactionen  immer  dargestellt  werden  durch 
zwei  Dynamen,  die  gleichzeitig  auf  A,  resp.  fi  wirken,  und  die 
Intensitäten  X",  ju"  seien.  Wenn  wir  die  sechs  absoluten  Träg- 
heitsschrauben zum  Coordinatensystem  machen,  so  kann  die  an- 
fängliche Bewegung  des  Körpers  so  dargestellt  werden,  als  ob  er 
frei  sei,  aber  als  ob  eine  Dyname  auf  den  Körper  wirke,  deren 
Coordinaten  proportional  den  Grössen  sind  p,^i,  . . .,  A^«*  Wenn 
wir  daher  den  gegebenen  Impuls  mit  den  Reactionen  zusammen- 
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setzen,  so  miiss  das  Resultat  dieser  Zusammensetzung  geradezu 
diese  Dyname  sein,  deren  Coordinaten  wir  eben  angaben.  Ist  also 
h  ein  Proportionalitätsfactor,  so  haben  wir  die  Gleichungen 


•  • 


*Ä*6  =  V'l•^-^"^6+M"i"6• 
Multipliciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  durch  A, ,  die  zweite 
durch  A,,  u.  s.  w.  die  letzte  durch  A,  und  addiren,  so  erhalten  wir, 
mit  Rücksichtnahme  auf  die  Reciprocität  von  ^  und  A 

und  ganz  analog 

i?":?i?iitit+A"-3A,iu*4-iu":SA?     =0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  die  beiden  Unbe- 
kannten A",  /ia"  berechnen,  wodurch  die  Reactionen  der  Wider- 
stände bei  Beginn  der  Bewegung  vollkommen  bestimmt  sind. 
Fuhrt  man  dann  die  Werthe  A",  fJ'  in  die  obigen  Gleichungen 
für  die  ^  ein,  so  sind  auch  diese,  d.  h.  durch  sie  die  gesuchte  in- 
stantane  Schraube  ^,  bestimmt. 

§13. 

Wir  wenden  uns  zur  Bestimmung  der  Hauptträgheitsschrauben 
des  Systems  vierter  Stufe.  Als  Coordinatensystem  benutzen  wir 
dabei  wieder  die  absoluten  Trägheitsschrauben.  Sind  dann  a,  ^, 
y.  S  irgend  vier  coreciproke  Schrauben  des  Systems  vierter  Stufe, 
so  können  die  Coordinaten  irgend  welcher  anderen  Schraube  ^  des- 
selben Systems  ausgedrückt  werden  durch  die  Darstellung 

•  •  ■  •  « 

•  •  «  •  « 

Seien  wie  im  vorhergehenden  A,  (x  zwei  Schrauben  des  reciproken 
Cylindroids.     Wenn  dann  d-  eine  Hauptträgheitsschraube  sein  soll, 
I  so  muss  sein 
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hp,ia"a,-\-ß"ß,+Y"Y.+i"SJ 

=  a'\+ß"ß,+Y"y^+6"Ö,-\-rX,-hi.i"n, 

m  m 

•  • 

h,p,ia"a,-\-ß"ß,-\-Y"n+rSJ 

=  a'\-hß'%+Y"Y,+ä"S,+rX,-hti"fi,. 

Multipliciren  wir  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  a^,  die  zweite 
mit  «3,  ...,  die  letzte  mit  a^,  addiren  und  beachten,  dass  a  reci- 
prok  ist  zu  /?,  y,  J,  A,  /<;  führen  wir  ferner  dieselbe  Operation 
unter  Anwendung  der  Grössen  ß;,  yi^  d,  durch,  so  erhalten  wir 
endlich  diese  vier  Gleichungen: 

a!X2a^—hpa)+ß''IcLß  +/'^ay  +S'2ad  =0 

a'^Saß  ^ß'\Iß'—hpß)+f2ßr  -^d"2ßi  =0 

a"2ay  -{-ß'^^ßy  -{-/'(^y'—hpy^+rSyd  =0 

a^'Iad  -hß^'Ißd  -{-y"2yd  -hd'X26'-hp,))  =  0, 

wo  wir  der  Kürze  wegen  die  Indices  an  den  Grössen  «,  ß^  y,  S 
weggelassen  haben.  Aus  diesen  Gleichungen  können  die  vier 
Grössen  a",  ß'\  y'\  d"  eliminirt  werden,  wodurch  eine  Gleichung 
vierten  Grades  für  h  erhalten  wird.  Wenn  h  bekannt  ist,  bestim- 
men sich  a",  /S",  y",  rf",  sodass  dann  die  vier  Hauptträgheit«- 
Bchrauben  bekannt  sind. 

§14. 

Das  schon  mehrfach,  auch  im  vorigen  Kapitel  wieder,  be- 
sprochene Eu  1er 'sehe  Theorem  kann  hier  in  sehr  interessanter 
Weise  verwandt  werden  zur  Bestimmung  der  instantanen  Schraube, 
die  einer  gegebenen  impulsiven  Schraube  entspricht. 

Wenn  ein  Körper  einen  Impuls  erhält  durch  eine  Dyname 
auf  einer  Schraube  i},  während  er  gezwungen  ist,  sich  um  eine 
vorgegebene  Schraube  ^  zu  bewegen,  so  ist  der  Ausdruck  für  die 
bei  der  Windung  um  ü  erlangte  kinetische  Energie  bekanntlich 


^l» 


u^ 


Wenn  nun  ^,,   ^j,   ^g,   ^^  die  Coordinaten  von  ^  sind,   bezogen 
auf  die  vier   Hauptträgheitsschrauben  des  Systems   vierter  Stufe, 
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dann  haben  wir  in  bekannter  Weise 

uy  =  u\»\     +wj^5    -\-u\i>\    +wJ^J. 

Soll  der  Körper  die  Schraube  ^  frei  wählen  können,  in  welchem 
Falle  sie  also  die  zu  q  gehörige  instantane  Schraube  ist.  so  müssen 
nach  Euler's  Satz  die  vier  unabhängigen  Variabein  ^,,  ^j,  ^„  ^^ 
so  bestimmt  werden,  dass  der  Quotient 

ein  Maximum  wird.  Es  scheint  nicht  nöthig,  die  einfache  Rech- 
nung hier  durchzuführen.  Man  findet  leicht,  dass  die  gesuchten 
Werthe  ^,,  i}^,  ^j,  ^^  proportional  sein  müssen  respective  zu  den 
Werthen 

Px^X  P-i^'i  l\Hz  PaV4 


;  '    <  '    ul  '    ul 


Wir  hätten  diese  Methode  schon  früher  auch  bei  Betrachtung  der 
anderen  Freiheitsgrade  anwenden  können,  und  würden  damit  ebenso 
wie  hier  die  früher  allgemein  erhaltenen  Resultate  bestätigt  ge- 
funden haben. 

§15. 

Wir  fügen  hier  noch  einige  ganz  allpemeine  Betrachtungen  an 
über  das  Problem  der  Bestimmung  der  instantanen  Schraube,  die 
zu  einer  gegebenen  impulsiven  Schraube  gehört.  Diese  Ueber- 
legungen  werden  veranlasst  durch  den  Umstand,  dass  für  diese 
Bestimmung,  wenn  der  Körper  Freiheit  vierten  Grades  hat,  die 
Methode,  welche  wir  für  Freiheit  zweiten  und  dritten  Grades  anwen- 
den konnten,  nicht  zum  Ziel  führte.  Wir  haben  in  Kapitel  IX  §  3 
ganz  allgemein  die  Berechnung  der  Coordinaten  der  instantanen 
Schraube  aus  denen  der  impulsiven  gelehrt,  wenn  der  Körper,  um 
den  es  sich  handelt,  vollkommen  frei  ist. 

Es  muss  nun  beachtet  worden,  dass  der  Zusammenhang  zwi- 
schen diesen  beiden  Schrauben  einzig  bestimmt  wird  von  den  drei 
Ilauptaxen  des  Körpers  und  den  Trägheitsradien  um  diese  Axen*). 

•J  Siehe  hierzu  Kapitel  VllI, 
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Wir  kÖDiien  diese  Bemerkung  succincter  ausdrücken,  wenn  wir 
von  der  Vorstellung  des  Poinsot'schen  EUipsoids  Gebrauch  machen. 
Der  Mittelpunkt  dieser  Fläche  ist  in  dem  besonderen  Falle,  wo  sie 
Centralellipsoid  heisst,  im  Tragheitsmittelpunkte  des  Körpers  ge- 
legen. Die  Hauptaxen  des  Körpers  fallen  der  Richtung  nach  zu- 
sammen mit  den  Hauptaxen  der  Fläche  und  die  Länge  der  letz- 
teren Axen  sind  durch  die  reciproken  Werthe  der  correspondirenden 
Trägheitsradien  gegeben.  Wenn  daher  die  impulsive  Schraube  ge- 
geben ist,  so  muss  es  möglich  sein,  mit  Hülfe  des  Centralellipsoids 
allein  die  zugehörige  instantane  Schraube  zu  bestimmen,  wie  dies 
übrigens  auch  schon  von  uns  im  Kapitel  VIII  ausgeführt  worden  ist. 
Wenn  eine  Schaar  starrer  Körper  gegeben  ist,  von  denen  jeder 
neun  bestimmte  Hedingungen  erfüllt,  so  werden  diese  sämmtlichen 
Körper  ein  gemeinschaftliches  Poinsot'sches  Ellipsoid  haben.  Wenn 
dann  eine  impulsive  Dyname  auf  einer  Schraube  rj  auf  irgend  einen 
dieser  Körper  wirkt  und  dieser  in  Folge  dessen  eine  Windungs- 
bewegung um  eine  Schraube  ^  annimmt,  so  wird  derselbe  Impuls 
auf  derselben  Schraube  i^  jeden  andern  Körper  der  Schaar  eine 
Windung  um  dieselbe  instantane  Schraube  i}  ertheilen.  Wenn 
insbesondere  die  Massen  aller  dieser  Körper  gleich  sind,  dann 
werden  auch,  wie  man  aus  Kapitel  VIII  sieht,  die  Windungsge- 
schwindigkeit und  die  in  Folge  jenes  Impulses  erlangte  kinetische 
Energie  dieselben  sein,  auf  welches  Glied  der  Schaar  von  Körpern 
gleichen  Poinsot'schen  EUipsoids  man  auch  den  Impuls  habe  wirken 
lassen. 

§16. 

Wenn  die  Coordinaten  einer  Schraube,  an  der  Zahl  w,  einer 
linearen  homogenen  Gleichung  genügen 

so  wollen  wir  sagen,  dass  die  Schraube  —  die,  als  durch  n  Schrauben 
bestimmt,  Element  eines  Systems  v}^^  Stufe  ist  —  einer  Ableitung 
oder  Gruppe  erster  Ordnung  des  Systems  n**"^  Stufe  ange- 
hört. Erinnern  wir  uns  der  allgemeinsten  Form  der  Reciprocitäts- 
gleichung  zweier  Schrauben  ^,  $,  nämlich 
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so  sehen  wir,  dass  die  anfänglich  aufgestellte  lineare  Gleichung  alle 
diejenigen  Schrauben  dai*stellt,  welche  reciprok  sind  einer  Schraube 
?,  die  dem  System  w'"  Stufe  angehört  und  die  Coordinaten  hat 

Aa,  han 


Pl  Pn      ' 

w^ü  h  ein  Proportionalitätsfactor  ist.  Alle  diese  Schrauben  sind 
also  reciprok  zu  J  und  6 — n  Schrauben  des  dem  Originalsystem 
reciproken  Systems,  also  zai  7 — n  Schrauben  und  gehören  somit 
einem  Schraubensystem  (n — 1)'**^  Stufe  an.  Durch  die  Ableitung 
wird  also  immer  die  Stufenzahl  um  eins  erniedrigt  (siehe  Kap.  XIV). 

In  ganz  analoger  Weise  gelangen  wir  zu  der  Schrauben- 
gruppe (n  —  1)'®^  Stufe  und  zweiter  Ordnung.  Alle  Schrauben  eines 
Systemes  w^"  Stufe,  deren  Coordinaten  einer  homogenen  Gleichung 
zweiten  Grades  geniigen,  bilden  eine  solche  Gruppe.  Man  kann 
sich  diese  Erniedrigung  der  Stufenzahl  durch  eine  Gleichung,  der 
die  Schraube  ^  geniigen  muss,  ja  leicht  erklären.  Wenn  eine 
Schraube  einem  System  w**"'  Stufe  angehört,  so  muss  sie  6 — n  Be- 
dingungen geniigen.  Tritt  nun  noch  eine  Bedingung  hinzu,  so  ge- 
nügt die  Schraube  also  6 — w4-l  =6 — (n — 1)  Bedingungen,  ge- 
hört also  einem  System  (n — 1)'"  Stufe  an. 

Wenn  wir  nun  aus  einem  gegebenen  Schraubensystem  n*''' 
Stufe  A  eine  Schraubengruppe  (n — 1)**^  Stufe  und  zweiten  Grades 
durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades  f7  =  0  ausscheiden, 
dann  deHniren  wir  als  Polare*)  einer  Schraube  ^  in  Hinsicht  auf 
die  Gruppe  U=0  diejenige  Schraube  von  J,  deren  n  Coordinaten 

*)  Siehe  die  Angaben  über  die  Emananten,  die  im  §  6  dieses  Kapitels 
gemacht  wurden.  Ist  U  ==  0  die  Gleichung  zweiten  Grades,  von  der  oben  die 
Rede  ist,  so  ist  die  erste  Emanante 

,     du  ,    SU 

oder 

o     ^       ^      clU  ,     .       \     ctU 

ÜU 

wo  die  ~w^-  lineare  homogene  Ausdrücke  in  den  0*  sind.    Das  Verschwinden 

dieser  Emanante  besagt  dann,  dass  die  Schraube  i  reciprok  ist  zu  der  Schraube 

mit  den  Coordinaten   -tr  -  ^j,-  • 

2pi^    ä  9k 
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proportional  sind  zu  den  Grössen 

1      dU  1      du 

wobei  immer  vorausgesetzt  ist,  dass  die  Coordinatenschraubeu  ein 
coreciprokes  System  bilden. 

§17. 

Die  kinetische  Energie  eines  um  eine  Schraube  eines  Systems 
7t**'*  Stufe  sich  bewegenden  Körpers,   dessen  Windungsgeschwiudig- 

keit   — .  -    ist,  wird  bekanntlich  durch  den  Ausdruck  gegeben 


A/(-'^'-)'c«?^? +•••+«,!  ^2), 


wenn  als  Coordinatensystem  die  Haupttnigheitsschrauben  gewählt 
sind.     Setzen  wir  nun 

so  wird  dadurch  die  Schraube  ^  eiu  Element  einer  Schrauben- 
gruppe (n — 1)'"  Stufe  und  zweiter  Ordnung.  Diese  Gruppe  ist 
nun  ersichtlich  imaginär.  Die  kinetische  Energie  eines  Körpers, 
der  sich  um  eine  dieser  Schrauben  bewegt,  ist  Null.  Sir  R.  Hall 
nennt  diese  Gruppe  die  kinetische  Gruppe.  Dieselbe  hat  auch 
ihre  geometrisch-mechanische  Bedeutung,  die  wol  zuerst  von  Herrn 
Felix  Klein  angegeben  worden  ist,  weshalb  wir  sie  auch  die 
Kl  ein 'sc  he  Gruppe  nennen  werden.  Wenn  einem  Körper  nämlich 
um  eine  Schraube  ^  mit  den  Coordinaten  ^,,  ...,  ^«,  in  Bezug 
auf  die  Hauptträgheitsaxen,  eine  Windungsgeschwindigkeit  ertheilt 
worden  ist,  so  sind  die  Coordinaten  der  zugehörigen  impulsiven 
Schraube 


,       .    .    . , 


Pl  Pn 

Soll   also   diese   impulsive  Schraube  reciprok  sein  zu  der  instan- 
tanen  Schraube,  so  haben  wir  die  Gleichung  zu  erfüllen 

Fl  rn 

oder 
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Die  Klein'sche  Gruppe  (n — !)*•'  Stufe  und  zweiter  Ordnung 
von  Schrauben  aus  einem  System  w^'  Stufe  besteht  also  aus  den- 
jenigen Schrauben  des  letzteren  Systems,  die,  als  instantane  Schrau- 
ben betrachtet,  den  zugehörigen  impulsiven  Schrauben  reciprok  sind. 

Beachten  wir  nun  noch,  dass  die  Schraube  mit  den  Coordi- 
naten,  die  proportional  sind  den  Grössen 

.     •  •  • « 

Pl  Pn 

nach  der  Definition  des  §  16  die  Polare  der  Schraube  ^  in  Bezug 
auf  die  Klein'sche  Gruppe  ist,  so  können  wir  folgenden  Satz  aus- 
sprechen: 

„Der  Freiheitsgrad  eines  zu  einer  bestimmten  Zeit 
ruhenden  Körpers  ist  durch  ein  Schraubensystem  A  be- 
stimmt. Wenn  dann  der  Körper  einen  Impuls  erhält 
durch  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  ?/  des  Systems  A, 
so  wird  seine  Bewegung  beginnen  um  diejenige  Schraube 
^.  deren  Polare  in  Bezug  auf  die  Klein'sche  Gruppe  von 
A  eben  jene  Schraube  tj  ist." 

§18. 

Wenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  n*®°  Grades  aus  einer 
Lage  stabilen  Gleichgewichts  entfernt  wird  durch  eine  Windung 
um  eine  Schraube  ^,  deren  Coordinaten  mit  Bezug  auf  die 
n  Hauptpotentialschrauben  des  zugehörigen  Schraubensystems  w**^ 
Stufe  sind  x^,,  ^j,  . . .,  ^n,  dann  ist  die  von  den  auf  den  Körper 
wirkenden  Kräften  hierbei  geleistete  Arbeit  —  oder  auch  die  po- 
tentielle Energie  des  Körpers  in  seiner  neuen  Lage  —  proportional 
der  Grösse 

v]»\-{ hvl»l. 

Die  Componenten  der  Dyname,  welche  nach  dieser  Bewegung 
auf  den  Körper  wirkt,  sind,  in  demselben  Coordinatensystem,  pro- 
portional den  Grössen 

2p,  ö^, '  •  •  •'   2pn  öi^;' 

wo  wir  durch 
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eine  dem  urspriinglichen  System  w*^'  Stufe  angehörige  Gruppe 
(n — 1)'®'  Stufe  und  zweiter  Ordnung  bestimmen.  Nach  unserer 
Definition  wirkt  diese  Dyname  also  auf  einer  Schraube,  welche  die 
Polare  von  ^  ist  in  Bezug  auf  die  Gruppe  V=0.  Sir  Ball 
nennt  diese  Gruppe  die  Potentialgruppe. 

Wenn  also  ein  Körper  aus  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichtes 
durch  eine  Windung  um  eine  Schraube  des  zugehörigen  Systems 
?***'  Stufe  entfernt  wird,  so  wirkt  in  der  neuen  Lage  des  Körpers 
eine  Dyname  auf  den  Körper  auf  jener  Schraube,  die  die  Polare 
von  ^  in  Bezug  auf  die  Potcntialgruppe  ist. 

Die  Schraube  x}^  und  ihre  Polare  sind  wieder  reciprok.  Ueber- 
haupt  gilt  der  Satz: 

Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  einer  Schraubeugruppe 
(w — !)*•'  Stufe  und  zweiter  Ordnung  auf  die  Normalform  einer 
Summe  von  n  Quadraten  gebracht  ist,  so  ist  jede  Schraube  des 
Systems  n''*'^  Stufe,  dem  die  Gnippe  angehört,  ihrer  Polare  in  Be- 
zug auf  jene  Gruppe  reciprok.     Denn  wenn 

G  =  a^^]'^ han^i  =  0 

die  Gruppe  ist,  so  sind  die  Coordinaten  der  Polare  rj  einer  Schraubet 
_  J_  dG_  _     a,i^,  _  J^     dG    _     a^i^. 


Sollen  also  ^,  ^  reciprok  sein,  so  muss 

sein,    was  durch  Substitution  der  Werthe  von  tj  zu  der  richtigen 

Gleichung  führt 

G  =  0. 

Die  Schraube  v^  fallt  mit  ihren  Polaren  zusammen  in  jener  Gruppe, 
für  die 

Dies  ist  aber  offenbar  die  Gruppe 

oder  die  Gruppe  der  Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  wir  als 
Parametergruppe  vielleicht  bezeichnen  dürfen.  In  diesem  Falle 
ist  die  Reciprocität  von  ^  mit  ihrer  Polare  besonders  evident,  denn 
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eine  Einzelkraft  längs  einer  Geraden  (Dyname  auf  einer  Schraube 
vom  Parameter  Null)  leistet  bekanntlich  keine  Arbeit  in  Bezug  auf 
eine  Rotation  um  diese  Gerade  (Windung  um  eine  Schraube  vom 
Parameter  Null). 

Da  die  Identität  besteht 


so  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Sind  a,  ß  zwei  Schrauben,  und  i/,  C  ihre  Polaren;  ist 
dann  ferner  a  reciprok  zu  C,  so  ist  auch  ß  reciprok  zu  j^. 
Zwei  solche  Schrauben  «,  ß  mögen  einander  conjugirt  heissen. 

Ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  einer  Gruppe  als  allgemeinste 
homogene  Function  zweiten  Grades  von  w  Argumenten  gegeben,  so 
sind  zur  Reduction  auf  die  hier  immer  angewandte  Normalform 
nur  Betrachtungen  anzuwenden,  welche  schon  öfters  in  unseren 
Entwicklungen  aufgetreten  sind.  Wir  brauchen  dieselben  also  hier 
wohl  nicht  in  extenso  wiederzugeben,  sondern  dürfen  uns  damit 
begnügen,  die  Resultate  herzusetzen,  was  wir  in  folgender  Form 
nach  Sir  Ball  thuu: 

AVenn  die  Discriminante  der  allgemeinen  Gleichung  der  Gruppe 
zweiten  Grades  verschwindet,  so  besitzt  die  Gruppe  eine  besondere 
—  vielleicht  als  „central"  zu  bezeichnende  —  Schraube,  zu  der 
die  Polaren  aller  anderen  Schrauben  reciprok  sind. 

Die  Gleichung  der  Gruppe  wird  sich  immer  in  der  Normal- 
form darstellen,  wenn  als  Coordinatensystem  n  solche  Schrauben 
gewählt  w^erden,  von  denen  jedes  Paar  einander  conjugirt  ist. 

Im  allgemeinen  sind  in  jeder  Gruppe  (n — 1)**'  Stufe  n  Schrau- 
ben vorhanden,  die  mit  ihren  Polaren  zusammenfallen.  Endlich 
kann  man  n  Schrauben  finden,  von  denen  jedes  Paar  conjugirt  ist 
mit  Rücksicht  auf  jede  von  zwei  gegebenen  Gruppen  der  hier  be- 
trachteten Art. 

§19. 

Sind  Z7  =  0  und  T  =  0  die  resp.  Gleichungen  der  Klein'schen 
Gi-uppe  und  der  Potentialgruppe,  wobei  wir  annehmen,  dass  die 
Formen  U  und  V  in  ihrer  allgemeinsten  Gestalt  gegeben  sind,  so 
giebt  es  bekanntlich  immer  eine  solche  lineare  Transformation  der 
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Coordinaten,  durch  welche  U  und  V  gleichzeitig  auf  die  Summe 
von  n  Quadrateu  gebracht  werden  können.  Das  neue  Coordinaten- 
systera  ist  dann  sowohl  das  System  der  Hauptträgheitsschrauben 
—  denn  es  bringt  die  Klein'sche  Gruppe  auf  die  Normalform  — 
als  auch  das  System  der  Hauptpotentialschrauben  —  denn  es  bringt 
die  Potentialgruppe  ebenfalls  auf  die  Normalform  —  also  das  System 
der  harmonischen  Schrauben. 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  jede  in  allgemeinen 
Coordinaten  gegebene  Gruppe  zweiter  Ordnung  U  auf  die  Normal- 
form für  ein  System  n  coreciproker  Schrauben  des  die 
Gruppe  umfassenden  Systems  yi***"  Stufe  gebracht  werden  kann. 
Denn  in  allgemeinen  Coordinaten  wird  auch  die  Parametergruppe 
die  Normalform  nicht  besitzen.  Die  Gruppen  U=0  und  P  =  0 
können  aber  immer  gleichzeitig  in  die  Form  einer  Summe  von  n 
Quadraten  gebracht  werden.  Wenn  das  aber  bei  P  stattfindet,  so 
ist  bekannt,  dass  (his  zu  Grunde  gelegte  Coordinatensystem  ein  co- 
reciprokes  ist. 


Kapitel  XVII. 
Kinetik  starrer  Systeme  mit  Freilieit  fünften  Grades. 

§1. 

Der  Satz,  dass  es  eine  bestimmte  Schraube  giebt,  die  zu  fünf 
gegebenen  Schrauben  reciprok  ist,  erscheint  von  so  grosser  Wich- 
tigkeit, dass  wir  ihm  eine  ausführliche  Betrachtung,  nach  allen 
Richtungen  hin,  mit  elementaren  Mitteln  widmen  wollen.  AVir 
reproduciren  zu  dem  Zwecke  zunächst  einiges  aus  Kapitel  VI  §  7. 
Seien  also  die  Gleichungen  der  fünf  gegebenen  Schrauben 

X — Xj,         y — y^  z — 2^. 

=  — - —  = (Parameter  =  o.),       a  =  i,2,...,5 

«*  ßk  yk 

und  diejenigen  der  gesuchten  Schraube 


—  X  y — \/  z — z^   ...  .  . 

=  — — -^—  = (l^arameter  =  o). 

a  ß  y      ^  ^^ 


Die  Bedingung  der  Reciprocität  der  letzteren  zu  den  erst  gegebenen 

Ball,   Mechanik.  23 
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0) 


fünf  Schraubeu  liefert  dann  fünf  Gleichungen  der  Form 

-i-ß,(az'-Y^')'hY,(ß^'-cty') 

=  0. 

Aus  diesen  fünf  Gleichungen  können  die  Verhältnisse  der  sechs 
Grössen 

«,  ß^  y.  yy'—ßz\  az'—Y^\  ß^'—ay' 

bestimmt  werden,  und  die  Einführung  der  erhaltenen  Werthe  in 
die  Identität  liefert  die  Gleichung  zur  Berechnung  des  Werthes 
von  Q, 

Diese  Gleichung  kann  nun  in  eleganter  Form  mit  Hülfe  von 
Determinanten  dargestellt  werden.  Man  denke  sich,  um  zu  diesen 
Determinanten  zu  gelangen,  einmal  das  mit  a  multiplicirte  Glied 
in  den  Gleichungen  (I)  auf  die  linke  Seite  gebracht,  dann  das  mit 
ß  und  endlich  das  mit  y  multiplicirte.  Die  Determinanten  der 
linken  Seiten  der  Gleichungen,  nach  Abtrennung  des  von  q  ab- 
hängigen Theils,  in  diesen  drei  Fällen  bezeichne  man  der  Reihe 
nach  mit  P,  Q,  R,  Wir  schreiben,  um  der  Vorstellung  einen  An- 
halt zu  bieten,  die  Determinante  P  hin;  Q  und  R  erhält  man  aus 
dieser  durch  einfache  cyklische  Vertauschungen.     Es  ist  also 

Qißi  H"^i  «1  ~-^i  y, .     Qi  Yi  +*^i  ßi  —yi  «1 »     «1 »    ßi^     Xi  ; 
p3A-+-^s«3— «^3/3»     ^3/3+^3/^3— 3/3  «3^     «3»     Ai     Yt 

?4A+^4«4  — ^4/4^         e4y4+'^4A— y4«4>        «4 1        ßi^        Y* 
^5  A+^5  «3—^4/5.         ^5/5 +«^5^-3/5  «5.        «5»        A.        Yi 

Aehnlich  bilde  man  die  Determinante 

i^,«,+y.2/,— -,/?M  ^li^.-^^i«,— ^.y.»  QxYr-^^ißi—yi^i^  ft»  y^\ 

;^3«2+y3y»— ^vA^  ^,ft+2,a2— ^,y,,  ^,y,4-.^,/S,— y,a,,  ß,,  y, 

Q*<^*-^Y,y^—Ztß,,  ^4/5« +^4 «4— ^4/4.  e4y4-H-«4A— 2/4a4>  A^  y4, 

und  die   beiden  anderen  M.  N,  welche  sich  durch  cvdische  Ver- 


ft  = 
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tauschuDgen  aus  L  ergeben.     Dann  wird  die  Gleichung  für  q 

Durch  diese  Gleichung  ist  nun  bewiesen,  dass  nicht  nur  die  Coor- 
dinaten,  sondern  auch  der  Parameter  der  zu  fünf  gegebenen 
Schrauben  reciprok  in  linearer  Weise  gefunden  wird,  dass  es 
also  in  der  That  nur  eine  solche  Schraube  giebt. 

§2. 

Wenn  sechs  gegebene  Schrauben  ^,,  ...,  A^  zu  einer  und 
derselben  Schraube  T  reciprok  sind,  so  können  sie  nicht  unab- 
hängig von  einander  sein,  sondern  es  muss  eine  Relation  zwischen 
ihnen  stattfinden.  In  Schraubencoordinaten  —  im  Sinne  dieses 
Werkes  —  ausgedrückt,  ist  diese  Relation  gegeben  durch  das  Ver- 
schwinden der  Determinante 

«IJ         02»         «,1         «4  5         «5?        «a 

\ßi^      ^29      ßzy      ßiJ      Ai      Al 

I 

/l»  /  2  »         M'  '  4  »  »59         #0    1 

J,,         rfj,        ^3,        J^,        (Jj,       d^\ 

^1  ?  *2  9  S  '  ^4  »  5  9         ^6 

919  92  9  9|  9  bi  <  »})  b«    ' 

Wenn  wir  aber  die  Schrauben  A  wieder  so  darstellen,  wie  im 
vorigen  Paragraphen,  also  Ak  durch 

a: — x^  y — y^  z — z^ 

— —  =  —.—  =  — — (Parameter  =  q^ 

***  r*  '* 

und  für  T  die  Gleichungen  aufstellen 


X    _    y 


(Parameter  =  ^), 


a  ß  y 

so  ist  die  Reditigung  für  die  Reciprocität  von  T  und  Aj^ 

+z,{ßa-aß,)  =  0. 

Solcher  Gleichungen  haben  wir  also  sechs,  entsprechend  den 
Werthen  der  Indices  1,  ...,  6.  Durch  Elimination  der  sechs 
Grössen 

23* 


A  = 
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^«»   Qß^   QY,   «»   ß^   r 

aus  ihnen  erhalten  wir 

'«.e.-+-y.y.'-^,2r,,  ß^Q^^a^z^^y^a;^^  Y^i^^-^ßr^\-a,y,,  «„  /?„  y, 

«a^a-+-y2.y3~/^Ä7  /^.i^,-+-«2^.j-yÄ»  y»^»-»-Ä^i-«8ys.  «»^  A^  Xa 

«j^a-^-ya^s-Z^s^s'  Ä^3-^«s^a-ya^3.   YzQi^ßiL^z-^iyz^  «i'  A»  Xa 

^^AQA-^r.VA-ßl^A^     /54(?4-^«4-4-y4-^4»    ^4  ^4^-l54'^4 "  «4  ?/*.     «41    A»     ^4 

«5('i-^)'iy5-ft^5»  Ä^.-+-«.^i>-n^5»  r^Q.-^ß.^.-^^y^^  «*»  ft»  ^5 

'a.Q,-^y,y,-ß,^,y  A^6-*-«62,-yg.2r^,  y,^e-h/?,^,-a,y„  a„  /S^»  Xs 

Diese  Determinante  wird  durch  Transformation  auf  irgend  welche 
parallele  Axeu  nicht  geändert.  Ihr  A'^erschwinden  ist  daher  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  sechs  Schrau- 
ben gleichzeitig  einer  siebenten  reciprok  sind.  Die  anfiinglich  ge- 
machte Annahme,  dass  T  durch  den  Anfangspunct  gehe,  hat  also 
die  Allgemeinheit  des  Resultats  nicht  beeinträchtigt. 

Da  A  linear  ist  in  den  Grössen  .r,,  y,,  2,,  so  folgt,  das.s  alle 
Schraul)en  von  gegebenem  Parameter,  die  zu  einer  und  derselben 
Schraube  reciprok  sind,  in  einer  Ebene  liegen. 

Da  A  auch  linear  ist  in  Bezug  auf  die  Grössen  «,,/?,,  y,,  .so 
folgt  insbesondere  der  Satz  von  Moebius,  der  in  Kapitel  XIII  §  3 
gegel)en  wurde,  dass  alle  Schrauben  von  gegebenem  Parameter, 
welche  durch  einen  Punct  I*  gehen  und  einer  und  derselben 
Schraube  reciprok  sind,  in  einer  Ebene  liegen. 

Xeiinen  wir  überhaupt  die  Determinante  A  kurz  die  Deter- 
minante der  sechs  Schrauben  A^  so  können  wir  also  die  folgenden 
fünf  gleichbedeutenden  Sätze  aussprechen: 

1.  Wenn  die  Determinante  von  sechs  Schrauben  verschwin- 
det, so  sind  diese  Schrauben  alle  einer  und  derselben  Schraube 
reciprok. 

2.  Alle  solche  sechs  Schrauben  gehören  einem  Schrauben- 
system fünfter  Stufe  an. 

*-5.  Die  Intensitäten  von  Dynamen,  die  auf  solchen  Schrauben 
auf  einen  freien  Körper  wirken,  können  immer  so  bestimmt  wer- 
den, dass  die  seclis  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind. 

4.  Die  Windungsgeschwindigkeiten  eines  Körpers  um  sechs 
solche  Schrauben   lassen    sich    immer  so  bestimmen,  dass  die  Ge- 


=  0. 
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sammtheit  aller  sechs  AVindimgen  äquivalent  der  Windung  Null 
ist,  oder 

5.  Man  kann  dem  Körper  immer  sechs  solche  Windungen 
um  solche  Schrauben  ertheilen,  dass  er  nach  der  sechsten  wieder 
die  Lage  einnimmt,  die  er  vor  der  ersten  besass. 

Wenn  sieben  Dynamen  im  Gleichgewicht  sind  (oder  sieben 
Windungen  sich  neutralisiren),  dann  ist  die  Intensität  irgend  einer 
derselben  (oder  die  Amplitude  irgend  einer  der  Windungen)  pro- 
portional der  Determinante  der  sechs  anderen  Schrauben. 

§3. 

Damit  ein  Körper  mit  Freiheit  fünften  Grades  im  Gleichgewicht 
verharren  könne,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  eine  Dynamo  bilden,  die  auf  derjenigen  einzigen 
Schraube  wirkt,  welche  rcciprok  ist  zu  dem  in  diesem  Falle  zum 
Körper  gehörigen  Schraubensysteme  fünfter  Stufe.  Daraus  ersehen 
wir,  dass  es  nicht  möglich  einen  Körper  mit  Freiheit  fünften  Gra- 
des unter  dem  Einfluss  der  Schwerkraft  im  Gleichgewicht  zu  er- 
halten, wenn  nicht  jene  einzige  Schraube  den  Parameter  Null  hat 
und  mit  der  Verticaleu  durch  den  Trägheitsmittel punkt  des  Körpers 
zusammenfiillt. 

Wenn  die  sechs  Schrauben  ^1,,  ...,  A^  des  §2  alle  den  Pa- 
rameter Null  haben,  so  wird  ihre  Determinante 

«n     ßn     /n     Tilf—^iß,,     ^^a^— j;,y,,     x,ß,—i/,a,\ 
«i>^     ß,'>     Vi^     riU—^Ji^    2,«,— .c,y,,     ^a/^,— i/a«,. 
«3.     ßz^     Yz^     Yzl/z—hßi^     V^,—^^zY,^     »^a/^3— i/s«3| 

«4»        ß*^         y*^        74^4— -*ßi^        ^4«4— ^4^41        -«4  ^^4  — i/*«*  j 

Eine  Dyname  auf  einer  Schraube  vom  Parameter  Null  ist  nichts 
anderes  als  eine  Einzelkraft,  die  längs  dem  Träger  der  Schraube 
wirkt.  W^enn  also  sechs  Kräfte  auf  einen  freien  Körper  wirken 
auf  sechs  Geraden,  deren  Determinante  Null  ist,  so  sind  diese 
Kräfte  im  Gleichgewicht  und  umgekehrt,  ist  das  Verschwinden  von 
A  die    hinreichende   und  nothwendige  Bedingung  für  das  Gleich- 


A  = 
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gewicht  der  Kräfte.  Für  diesen  speciellen  Fall  wurde  die  Deter- 
minante A  zuerst  von  Herrn  Sylvester  aufgestellt,  in  den  Comptes 
rendus,  tome  52,  pag.  816.  Er  drückte  die  geometrische  Beziehung, 
welche  zwischen  den  Richtungen  linear  der  sechs  Kräfte  besteht, 
wenn  A  =  0,  dadurch  aus,  dass  er  sagte,  die  seclis  Geraden  seien 
in  Involution.  Die  Beibehaltung  dieses  Wortes,  das  in  der  Geo- 
metrie schon  eine  ganz  bestimmte,  aber,  von  der  durch  A  =  0 
ausgedrückten  Eigenschaft  von  sechs  Raumgeraden,  sehr  verschie- 
dene, Bedeutung  hat,  würde  sich  nicht  empfohlen  haben.  Sie  ist 
aber  auch  überflüssig  geworden  in  Folge  der  wenige  Jahre  später 
von  Plücker  geschaffenen  und  bald  nachher  auch  in  extenso  pu- 
blicirten  Theorie  der  Liniencomplexe.     Die  letzte  Gleichung 

A  =  0 
ist  eben    für  variabele  «,,  ß^^  y, ;  x^,  y^,  z^  nichts  anderes  als  die 
Gleichung  des  durch  fünf  seiner  Strahlen  A^^  . . .,  A^  bestimmten 
Complexes    erster  Ordnung;    oder    die    Bedingung,    dass  die  sechs 
Strahlen  A^^  ...,  A  diesem  Complex  angehören. 

Wir  haben  hier  nur  wieder  gefunden,  was  schon  auf  pag.  113 
gezeigt  worden  war,  dass  nämlich  das  Schraubensystem  fünfter 
Stufe  einen  linearen  Complex  bildet. 

Kehren  wir  wieder  insbesondere  zu  den  eben  betrachteten  im 
Gleichgewicht  befindlichen  sechs  Kräften  zurück,  so  ist  also  auch 
wieder  eine  jede  derselben  aus  den  anderen  fünf  herleitbar,  oder, 
wie  dies  ja  schon  klar  war,  ihre  Richtungslinien  gehören  einem 
System  fünfter  Stufe  an.  Es  lässt  sich  also  immer  eine  und  nur 
eine  Schraube  -X  bestimmen,  die  reciprok  ist  zu  allen  sechs  Schrau- 
ben -4,,  . ..,  A^,  Wenn  also  ein  Körper  nur  fiihig  wäre,  sich  um  -X 
zu  bewegen,  so  würden  demnach  die  sechs  Kräfte  A^^  . . .,  A^  nicht 
nur  unter  sich  ein  Gleichgewicht  sein,  sondern  jede  einzelne  wäre 
auch  unfähig,  das  Gleichgewicht  eines  nur  um  X  bewegbaren 
Körpers  zu  stören. 

Während  im  allgemeinen  ein  Körper,  der  Windungen  um 
sechs  Schrauben  von  irgend  welchen  Parametern  ausführen  kann, 
vollständig  frei  ist,  kann  auf  Grund  unserer  Theorie  leicht  sofort 
eingesehen  w^erden,  dass  dies  nicht  der  Fall  sein  wird,  wenn  der 
Körper  Drehungen  um  jede  der  Geraden  -4,,  ...,  A.  ausführen 
kann.     Denn  diese  Geraden  gehören  ja  einem  System  fünfter  Stufe 
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an.     Dieser  Satz  ist  durch  Moebius   ziemlich  umständlich  durch 
die  älteren  Methoden  bewiesen  worden. 

Ebenso  ist  Folgendes  sofort  klar.  Wenn  ein  starrer  Körper 
vollkommen  frei  ist,  so  kann  eine  üyname  auf  jeder  Schraube  des 
Raumes  ihn  in  Bewegung  setzen.  Wenn  er  aber  nur  um  die  sechs 
Geraden  j4,,  ...,  A^  Drehungen  anführen  kann,  so  ist  dies  nicht 
mehr  möglich.  Denn  eine  Dyname  auf  der  vorhin  mit  X  bezeich- 
neten Schraube  vermag  dem  Körper  keine  Bewegung  zu  ertheilen. 

§4. 

Zu  ii^end  vier  Strahlen  eines  linearen  Complexes  giebt  es 
zwei  und  nur  zwei  gemeinschaftliche  Transversalen.  Diese  gehören 
ebenfalls  dem  Complex  an  und  sind  die  Leitgeraden  irgend  eines 
in  dem  Complex  enthaltenen  Strahlensystems  erster  Ordnung  und 
Klasse.  Man  kann  dies  im  Rahmen  unserer  Theorie  leicht  so 
zeigen.  Durch  die  Schraube  X,  die  wir  vorhin  als  gemeinschaft- 
liche Reciproke  zu  ^,,  ...,  A^  construirten,  legen  wir  irgend  ein 
beliebiges  Cylindroid.  Die  beiden  Schrauben  vom  Parameter  Null 
auf  dieser  Fläche  haben  die  angegebene  Eigenschaft.  Denn  jede 
Transvei-sale  dieser  beiden  Schrauben,  als  Richtungslinie  einer 
Kraft  betrachtet,  ist  reciprok  zu  dem  Cylindroid,  also  auch  zu  -X. 
Die  Gesammtheit  aller  zu  X  reciproken  Schrauben  ist  aber  das 
Schraubensystem  fünfter  Stufe  oder  der  lineare  Complex,  zu  dem 
^Ij,  ...,  A^,  gehören.  Man  kann  auch  umgekehrt  verfahren  und 
zeigen,  dass  das  Cylindroid  durch  die  gemeinsamen  Transversalen 
irgend  welcher  vier  von  den  sechs  Geraden  durch  X  geht.  Die  A 
sind  als  Richtungslinien  von  Kräften  Schrauben  vom  Parameter 
Null.  W^erden  also  die  zwei  Transversalen  </,  h  zu  vier  derselben, 
etwa  zu  A^,  . . .,  A^^  auch  als  Richtungslinie  von  Kräften  ange- 
sehen, so  sind  g,  h  beide  reciprok  zu  jeder  einzelnen  der  ^,,  . . .,  A^. 
Diese  letzteren  können  wir  aber  als  Bestimmende  eines  Systems 
vierter  Ordnung  ansehen,  dessen  reciprokes  Cylindroid  dann  durch 
seine  beiden  Schrauben  verschwindenden  Parameters  ^,  h  bestimmt 
ist.  Aber  -4,,  ...,  A^  sind  auch  alle  zu  X  reciprok.  Ausserhalb 
des  Reciprocalsystemes  giebt  es  aber  keine  zu  -^,,  ...,  A^  reci- 
proke Schraube.  Folglich  muss  X  auf  dem  Cylindroid  (^,  h)  ent- 
halten sein.     Zu  jedem  Quadrupel  von  Complexstrahlen  gehört  nun 
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ein  solches  Cylindroid  (<;,  A).     Und  wir  sehen  also,  dass  alle  diese 
Cylindroide  eine  gemeinsame  Erzeugende  X  haben. 

Die  beiden  Geraden  ^,  h  heissen  conjugirte  Strahlen  des  Com- 
plexes  (-^ij,  . . .,  A^^. 

Alle  diese  Geraden  </,  h  liegen  auf  einem  einfachen  Hyper- 
boloid, wie  Herr  Sylvester  durch  andere  Methoden  gezeigt  hat. 
In  der  That,  irgend  zwei  Cylindroide  (</,  K)  (ff\  A')  haben  die  ge- 
meinschaftliche Erzeugende  X.  Die  Gesammtheit  aller  Schrauben 
von  (ff,  A)  und  (g\  A')  zusammen  bildet  also  ein  Schraubensystem 
dritter  Stufe.  Daher  müssen  die  beiden  Paare  von  Geraden  ^,  A; 
g\  h'  als  Paare  von  Schrauben  verschwindenden  Parameters  auf 
einem  und  demselben  einfachen  Hyperboloid  liegen. 

Es  mag  bei  dieser  Gelegenheit  darauf  hingewiesen  werden, 
dass  die  allgemeinste  Elementarverschiebung  eines  freien  starren 
Körpers  auch  durch  zwei  unendlich  kleine  Rotationen  um  zwei 
conjugirte  Strahlen  eines  linearen  Complexes  hervorgebracht  werde. 
Denn  offenbar  ist  jede  Windung  um  eine  Schraube  in  zwei  solche 
Rotationen  zerlegbar.  Denn  wenn  diese  Windung  um  die  Schraube 
^  stattfindet,  so  lege  man  durch  d-  irgend  ein  Cylindroid.  Die 
W^indung  von  ^  lässt  sich  dann  immer  zerlegen  in  zwei  andere 
um  zwei  Schrauben  dieser  Fläche.  Wählen  wir  zu  diesen  letzteren 
Schrauben  diejenige  vom  Parameter  Null  auf  dem  Cylindroid,  so 
ist  die  Behauptung  erwiesen.  Eine  W^indung  um  eine  Schraube 
vom  Parameter  Null  ist  eben  eine  Drehung  um  den  Träger  der 
Schraube  als  Axe. 

§5. 

In  der  Theorie  der  Schraubensvsteme  fünfter  Stufe  können 
wir  die  zu  einer  gegebenen  impulsiven  Schraube  gehörige  instantane 
S^chraube  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  bestimmen. 
Es  sei  X  die  zu  dem  System  fünfter  Stufe  reciproke  Schraube,  und 
Q  möge  diejenige  Schraube,  welche  als  instantane  Schraube  der 
impulsiven  Schraube  l  entsprechen  würde,  \Venn  der  Körper  voll- 
kommen frei  wäre.  Ferner  sei  ?/  die  Schraube,  auf  welcher  eine 
impulsive  Dynamo  auf  den  Körper  wirkt,  und  endlich  bedeute  5 
diejenige  Schraube,  welche  als  instantane  zu  rj  gehören  würde, 
wenn  der  Körper  vollkommen  frei  wäre. 


.^ji 


Kap.  XVII.    Kinetik  starrer  Systeme  mit  Freiheit  5.  Grades.  361 

Die  wirklich  stattfindende  Bewegung  kann  nun  betrachtet 
werden  als  eine  freie  Bewegung,  die  zu  Stande  kommt  unter  dem 
EinflusvSe  einer  gewissen  unbekannten  üyname  auf  A  in  Zusammen- 
wirkung mit  der  Dyname  auf  ij. 

Die  wirkliche  Bewegung  des  Körpers  wird  also  eine  Windung 
sein,  die  sich  zusammensetzt  aus  einer  Windung  um  q  und  einer 
solchen  um  §.  Sie  muss  also  stattfinden  um  eine  Schraube  0-  des 
Cylindroids  (J,  q).  Und  zwar  ist  es  leicht  diese  Schraube  d-  indi- 
viduell anzugeben.  Sie  muss  offenbar  diejenige  Erzeugende  der 
Fläche  (^,  q)  sein,  welche  reciprok  ist  zu  X.  Danach  ist  bekannt- 
lich ^  eindeutig  bestimmt.  Die  Windungsgeschwindigkeit  der  an- 
fänglichen Bewegung  um  &  sowohl  als  die  Intensität  A"  der  die 
Reaction  der  Widei'stände  darstellenden  Dyname  auf  X  werden 
durch  diese  Construction  ebenfalls  bestimmt.  Denn  nach  Kapitel  III 
sind  die  Verhältnisse  der  Windungsgeschwindigkeiten  um  die  drei 
cocylindroidalen  Schrauben  ^,  f,  q  bestimmt.  Da  aber  r/"  bekannt 
ist,  so  ist  auch  der  absolute  Werth  der  Windungsgeschwindigkeit 
um  5  bekannt;  woraus  dann  auch  derjenige  der  Windungsgeschwin- 
digkeit um  x)^  und  q  folgt.  Endlich  folgt  dann  aus  q*  oder  der 
Windungsgeschwindigkeit  um  q  die  Intensität  A"  der  Reactions- 
dyname  auf  X, 

§6. 

Wir  wollen  dieselbe  Untersuchung  auch  analytisch  durch- 
führen. Als  Coordinatensystem  wählen  wir  die  sechs  absoluten 
Trägheitsschrauben.  Die  Zusammensetzung  der  Dyname  auf  X  mit 
der  auf  ij  muss  eine  Dyname  ergeben,  die  dem  Körper  eine  Win- 
dung um  ^  ertheilen  würde,  wenn  derselbe  frei  wäre.  Aus  dieser 
Bemerkung  fliessen  die  sechs  Gleichungen,  in  denen  h  ein  Pro- 
portionalitätsfactor  ist 

V.^i  =V'^.-ha"a, 

•  •  «  •  • 

•  •  •  •  • 

Multipliciren  wir  die  erste  Gleichung  mit  A,,  die  zweite  mit  A^, 
W.S.W,  und  addiren,  so  kommt,  unter  Rücksichtnahme  auf  die 
Reciprocität  von  ^  und  A 

r/':r7^.A.+A"JA;=0. 
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Durch  diese  Gleichung  ist  also  die  Intensität  >J*  der  Reactioiis- 
dyname  bestimmt.  Und  die  Coordinaten  der  zu  r^  gehörigen  in- 
stantanen  Schraube  ^  sind  dann  proportional  den  Werthen 

§7- 

Die  Bestimmung  der  Hauptträgheitsschrauben  führt  hier  auf 
eine  sehr  einfache  Gleichung.  Wenn  §  eine  solche  Schraube  sein 
soll,  so  müssen  die  Gleichungen  stattfinden 

■  ■  •       «  • 

•  ■  ■       •  * 

oder 

Führt  man  diese  Coordinatenwerthe  ein  in  die  Gleichung  der  Re- 
ciprocität  von  5  und  A: 

und  setzt 

80  ergiebt  sich  für  x  die  elegante  Gleichung  fünften  Grades 

aus  der  sich  fünf  Werthe  von  J",  also  fünf  Hauptträgheitsschrauben 
bestimmen.  Ist  x  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  sind  die 
Coordinaten  der  correspondirenden  Hauptträgheitsschraube  propor- 
tional den  Werthen 

^1  ^a  ^3  ^4  ^5  ^6 

Wir  können  mit  diesen  Formen  leicht  zeigen,  dass  jedes  Paar  dieser 
Schrauben  reciprok  ist.  Sind  x\  x"  irgend  zwei  Wurzeln  obiger 
Gleichung  fünften  Grades,  so  ist 


Kap.  XVII.     Kinetik  starrer  Systeme  mit  Freiheit  5.  Grades.  363 

p.X:  p.l: 


,       -  -,>  =  0 


und 


pV.  »A»  p.X] 


T  __*  '    • -V  _!•    '    _  .^  fJ r"^  T 


„-  =  (a^-x")I 


tt\     5 


p^-x'       '  p-x"  -  ^^      "  '"  (p.-x'Xp-^") 

also 

»A? 

d.  h.  die  beiden  Schrauben  mit  den  Coordinaten 

~    und    ^;^ :jr 


sind  in  der  Thal  reciprok. 

Ebenso  zeigt  man  leicht,  dass,  mit  Rücksicht  auf  die  eben  er- 
haltene Gleichung, 


x"—x'       'p.—x'  ^  x'—x"       p.—x"  (p.—x'Xp—->!") 

Auf  der  rechten  Seite  verschwindet  jedes  Glied  für  sich,  es  muss 
also  auch  sein 

pU' 

(p-^'Xp-^")       ' 

dies  ist  aber  die  Bedingung,  da«s  die  Schrauben  mit  den  Coordi- 
naten 

X.                        L 
— r-     und 


conjugirte  Trägheitsschrauben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Hauptpotentialschrauben  und  der  har- 
monischen Schrauben  des  Systems  fünfter  Stufe  wird  man  sich  am 
besten  an  die  allgemeine  Theorie  anschliessen,  die  für  den  Fall 
n  =  5  zu  wiederholen,  kein  Grund  vorliegt. 


3()4  SpecicUe  Kinetik. 

Kapitel  XVIII. 
Kinetik  des  frei  bewegliclien  Körpers. 

§1- 

Ein  Körper  rait  Freiheit  sechsten  flrades  ist  vollkommen  frei. 
Das  Schraubensystem  sechster  Stufe  ist  die  Gesammtheit  aller 
Schrauben  des  Raumes.  Der  Satz,  dass  das  reciproke  System 
von  der  nullten  Stufe  ist,  d.  h.  dass  es  keine  reciproke  Schraube 
giebt,  ist  nur  ein  anderer  Ausdruck  dafür,  dass  ein  freier  Körper 
nicht  im  Gleichgewicht  verharren  kann,  wenn  die  auf  ihn  wirken- 
den Kräfte  irgend  eine  Resultante  haben. 

§2. 

Wenn  für  einen  freien  Körper  yl,,  A..,  ...  etc.  eine  Reihe 
von  instantanen  Schrauben  sind,  welche  den  impulsiven  Schrauben 
Ä,,  Ä.^,  . . .  etc.  entsprechen,  so  gehört  zu  jedem  Paar  entsprechen- 
der Schrauben  yl,,  Ä,  ein  bestimmter  specifischer  Parameter  (im 
allgemeinen  Sinne  des  Wortes).  Als  dieser  kann  in  passender 
Weise  die  Windungsgeschwindigkeit  angesehen  werden,  die  um  A^ 
durch  eine  impulsive  Dyname  auf  /?,  erregt  wird,  wenn  die  In- 
tensität dieser  Dyname  gleich  der  Einheit  ist.  Wenn  in  dieser 
Weise  sechs  Paare  /l^,  J?, ;  /!.,,  R^;  ...,  A^,  R^  und  ihre  zuge- 
hörigen specifischen  Parameter  gegeben  sind,  dann  kann  eine  im- 
pulsive Dyname  auf  irgend  einer  Schraube  R  zerlegt  werden  in 
sechs  impulsive  Dynamen  auf  Ä,,  Ä,,  ...,  R.^  welche  sechs  Win- 
dungsgeschwindigkeiten um  ^,,  ^29  •••?  -^^ö  hervorbringen,  die 
dann  auch  bekannt  sind,  und  die  durch  ihre  Zusammensetzung 
die  resultirende  Windungsgeschwindigkeit  um  die  resultirende 
Schraube  A  geben,  womit  dann  auch  der  specifische  Parameter  des 
Paares  J,  R  gegeben  ist.  Es  ist  also  nur  erforderlich  sechs 
solcher  correspondirender  Paare  mit  ihren  specifischen  Parametern 
zu  geben,  um  dann  die  Wirkung  irgend  welcher  anderen  impul- 
siven Dyname  bestimmen  zu  können. 

Wenn  aber  sieben  Paare  correspondirender  instantaner  und 
impulsiver  Schrauben  gegeben  sind,  so  ist  damit  die  Beziehung 
zwischen  jedem  anderen  correspondirenden  Paar  solcher  Schrauben 
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absolut  bestimmt.  In  der  That  lassen  sich  solche  Werthe  der 
Windungsgeschwindigkeiten  um  /!,,  .  . .,  A^  bestimmen,  dass  die 
betreffenden  Windungen  zusammen  äquivalent  Null  sind.  Wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  müssen  die  correspondirenden  impulsiven  l)j^- 
namen  auf  /?,,  . . .,  B^  im  Gleichgewichte  sein.  Daher  werden  die 
Verhältnisse  ihrer  Intensitäten  bekannt  sein.  Und  es  wird  der 
specifische  Parameter  eines  jeden  Paares,  etwa  A^^  R^  erhalten, 
indem  man  die  Determinante  der  übrigen  sechs  Schrauben  A  durch 
die  Determinante  der  übrigen  sechs  Schrauben  R  dividirt,  also  hier 
A(-4,,  . . .,  A^)  durch  ^(R^^  . . .,  Ä7).  Der  specifische  Parameter 
irgend  eines  zusammengehörigen  Paares  (ff,  A)  ist  aber  bis  auf 
einen  constanten  Factor  bestimmt,  wenn  sieben  Paare  correspon- 
dirender  Schrauben  gegeben  sind. 

Wenn  also  sieben  solche  Paare  bekannt  sind,  so  sind  wir  im 
Stande,  lediglich  durch  Construction  die  instantane  Schraube  her- 
zuleiten, die  irgend  einer  achten  impulsiven  Schraube  entspricht; 
und  umgekehi-t. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  beweist  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  ein  starrer  freier  Körper  in  einer  Lage  stabilen  Gleich- 
gewichts sich  befindet  unter  dem  Einfluss  eines  Systems  von  Kräften, 
die  ein  Potential  besitzen,  und  wenn  dann  durch  Wendungen  um 
sieben  gegebene  Schrauben  sieben  Dynamen  auf  sieben  anderen 
gegebenen  Schrauben  hervorgerufen  werden,  so  wird  es  ohne  weitere 
Kenntniss  über  die  wirkenden  Kräfte  stets  möglich  sein  die^jenige 
Schraul)e  zu  bestimmen,  auf  der  eine  Dynarae  hervorgerufen  wird 
durch  eine  Windung  um  irgend  eine  achte  Schraube. 

Man  muss  sich  überhaupt  in  der  Theorie  der  freien  Körper 
den  Kaum  von  zwei  in  einander  liegenden  Schraubensystemen  er- 
füllt denken,  die  sich  in  solcher  AVeise  entsprechen,  dass  ihre  Cor- 
respondenz  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  einmal  zu  sieben 
Schrauben  des  einen  Systems  sieben  Schrauben  des  anderen  Systems 
als  entsprechende  zugeordnet  sind.  Dann  wird  die  Beziehung  beider 
Systeme  eine  eindeutige  sein,  indem  zu  jeder  Schraube  des  einen 
Systems  immer  eine  Schraube  des  anderen  gefunden  wird.  Die 
beiden  Systeme  haben  sechs  und  nie  mehr  als  sechs  Elemente  ge- 
mein, wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen.  Scheiden  wir  aus  dem 
einen  System   eine  Schraubengruppe  ?i'*'"  Stufe   und  ?//*"  Ordnung 
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aus,  so  entspricht  in  dem  anderen  System  ebenfalls  eine  Gruppe 
«'"  Stufe  und  w**""  Ordnung. 

§3. 

Wir  geben  zum  Abschluss  unserer  Betrachtungen  über  die 
Kinetik  starrer  Körper  nun  noch  die  Darstellung  einiger  Resultate, 
mit  Hülfe  unseres  neuen  Instrumentes  der  Schraubencoordinaten, 
welche  wir  in  elementarer  Form  schon  in  einem  früheren  Kapitel 
entwickelt  haben. 

Zunächst  möge  gezeigt  werden,  dass,  wenn  eine  Impulsivkraft 
auf  einen  freien  Körper  wirkt,  der  vor  ihrem  Auftreten  in  Ruhe 
war,  ihre  Richtungslinie  und  die  instantane  Schraube  parallel  zu 
einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Poinsot'schen  Ellipsoids  sind. 

Wir  nehmen  als  Coordinatensystera  die  absoluten  Trägheits- 
schrauben, in  Bezug  auf  welche  ij^,  ...,  »^  die  Coordinaten  der 
Kraft  sein  mögen,  deren  Intensität  wir  gleich  der  Einheit  voraus- 
setzen.    Dann  ist 

und  die  Richtungscosinus  der  Kraft  in  Bezug  auf  die  Ilauptaxen 
des  Körpers  sind 

Sind  a,  &,  c  die  Trägheitsradien,  so  sind  die  Coordinaten  der  in- 
stantanen  Schraube,  die  zu  ?/,  der  Richtungslinie  der  Kraft,  als  der 
impulsiven  Schraube,  gehört 

.  li_      _l2_        .  ^s_      _Jk.      ^Jk.      —Ik.. 
"^a'  a  '     '^  b    '  b   '     '^  c   '  c 

Die  Bedingung,  dass  y  und  die  zugehörige  instantane  Schraube 
parallel  seien  zu  einem  Paar  conjugirter  Durchmesser  des  Ellipsoids, 
ist 


oder,  wie  zu  erwarten  war, 

-/»,*/?  =  P.,  =  0. 
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Denn  wenn  die  impulsive  Dyname  auf  rj  eine  Einzelkraft  sein  soll, 
dann  muss  der  Parameter  der  Schraube  t/  verschwinden. 

§4. 

Wenn  eine  auf  einen  freien  starren  Körper  wirkende  impulsive 
Dyname  eine  instantane  Rotation  desselben  hervorruft,  so  muss 
die  Momentanaxe  der  Rotation  senkrecht  sein  zu  der  impulsiven 
Schraube.  Seien  wieder  ^,,  ..  .,  ^6  die  Coordinaten  der  Momen- 
tanaxe, dann  ist 

^p,,;  =  0 

oder 

Dies  ist  aber  nichts  anderas  als  die  Bedingung,  dass  eine  Schraube 
mit  den  Coordinaten  -ha»j,,  — arj^^  +^'^3?  — ^V*^  +^*^»  — ^i>i 
senkrecht  steht  auf  ij,  womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

Die  beiden  letzten  Sätze  in  ihrer  Vereinigung  beweisen  den 
ferneren  Satz,  dass,  wenn  eine  impulsive  Kraft  einem  starren 
Körper  eine  instantane  Rotation  ertheilt,  die  Richtungen  der  Kraft 
und  die  Axe  der  Rotation  parallel  sind  zu  den  Hauptaxen  eines 
ebenen  Schnittes  des  Poinsot'schen  Ellipsoids. 

§5. 

Wenn  die  Schraube  rj  mit  einer  der  Hauptaxen  des  Körpers 
zusammenfällt,  so  haben  wir  die  interessante  Relation 

wobei  die  absoluten  Trägheitsschrauben  als  Coordinatensystem  ge- 
nommen sind. 

In  der  That  wird  in  diesem  Falle  eine  Kraft  längs  einer  Ge- 
raden ^,  die  die  Axe  rj  schneidet,  zusammengesetzt  mit  einem 
Paare  in  einer  zu  ij  normalen  Ebene  eine  impulsive  Dyname  ergeben 
müssen,  der  rj  als  instantane  Schraube  correspondirt.  Daraus  folgt, 
wenn  /«,  k  unbestimmte  Coefficienten  sind,  dass  man  haben  muss: 

h    dR        , 

•  ■  «  •  • 

■  «  •  ■  • 

■  •  •  •  • 

A     dR 

^6  = 


Pa     °  'li 
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Stellt  man  die  Bedingung 
explicite  dar,  so  giebt  dies 


^'  '»  ^'  ''   dt^.  p.  \  d}j  J 

Es  ist  aber  bekanntlich 

dR        ^      ^  1    /  ÖÄ  \»       ^ 
Ip.y:-^-     =0,      -J — I-,  =0, 

sodass  also  in  der  That  der  behauptete  Satz  sich  ergiebt 
Schreibt  man  diese  Formel  so 

so  erkennen  wir  aus  ihr,  dass  für  den  freien  Körper  eine  Ein- 
zelkraft wol  so  gefunden  werden  könne,  dass  sie  dem  Körper 
eine  Rotation  um  r^  ertheilt.  Man  kann  somit  folgenden  Satz  aus- 
sprechen: 

Ein  starrer  Körper  wird  aus  dem  Zustand  des  Gleichgewichts 
durch  eine  impulsive  Einzelkraft  herausgebraclit.  Wenn  dann  die 
anfängliche  instantane  Schraube  eine  der  Hauptaxen  des  Körpei's 
ist,  so  ist  die  anfangliche  Bewegung  des  Körpers  eine  reine  Ro- 
tation; und  umgekehrt. 

Man  kann  auch  fragen  nach  dem  Punkte  des  Körpers,  zu  dessen 
Trägheitsaxen  die  Schraube  ry  gehört.  Dies  ist  offenbar  der  Durch- 
schnittspunkt von  ü^  und  ?/.  Zur  Bestimmung  der  Coordinaten 
von  ^  bedarf  es  nur  der  Bastimniung  der  Grössen  A,  k.  Diese 
wird  aber  erlangt  durch  die  Rehition  der  Reciprocität  von  ^  und  »^. 

Es  ergiebt  sich 

2/i-hkul=0, 

Auf  diese  Weise  ist  ^  und  der  gesuchte  Punkt  bestimmt.  Wenn 
man  den  Körper  in  diesem  Punkte  festhält  und  dann  ein  impul- 
sives Paar  in  einer  zu  ?/  senkrechten  Ebene  wirken  lässt,  so  wird 
die  Reaction  der  AViderstände  längs  ^  wirken. 

§6. 

Es  giebt  in  diesem  Falle  sechs  harmonische  Schrauben.  Wenn 
also  ein  freier  starrer  Körper  unter  dem  Einflüsse  eines  conserva- 
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tiven  Kräftesystems  im  Gleichgewichte  ist,  dann  kann  der  Körper 
immer  durch  Windungen  um  sechs  Schrauben  so  aus  dieser  Lage 
entfernt  werden,  dass  die  hervorgerufenen  Dynamen  auf  diesen 
selben  Schrauben  wirken.  Diese  sind  die  harmonischen  Schrauben 
des  starren  freien  Körpers.  Jedes  Paar  derselben  ist  gleichzeitig 
ein  Paar  conjugirter  Trägheits-  und  ein  Paar  conjugirter  Potential- 
.schrauben.  Wenn  also  der  Körper  durch  eine  Windung  um  eine 
dieser  Schrauben  aus  der  Gleichgewichtslage  verschoben  wird,  und 
wenn  ihm  dann  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  diese  nämliche 
Schraube  ertheilt  wird,  so  wird  der  Körper  in  seinen  Bewegungen 
nicht  diese  Schraube  verlassen,  sondern  oscillatorische  Windungen 
um  dieselbe  ausführen.  Und,  allgemein,  wird,  was  auch  immer 
die  Anfangsbedingungen  sein  mögen,  die  Bewegung  des  Körpers 
aus  Windungen  um  diese  sechs  Schrauben  zusammengesetzt  werden 
können. 


Ball,   Mechanik.  24 


Geometrische  Methoden. 


Kapitel  XFX. 
Projeetive  Beziehungen  räumlicher  Scliraubengebilde. 

§1. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  haben  uns  fortwährend  zu 
geometrischen  Betrachtungen  geführt,  und  es  ist  uns  wiederholt 
möglich  gewesen,  aus  rein  geometrischen  Beziehungen  Schlüsse  zu 
ziehen,  die  Sätze  kinematischer  oder  kinetischer  Natur  lieferten. 
In  dieser  Beziehung  möge  nur  erinnert  werden  an  die  Paragraphen 
12  bis  14  im  Kapitel  Xl\\  wo  wir  aus  der  projectiven  Verwandt- 
schaft des  instantanen  und  des  impulsiven  Cylindroids  die  Existenz 
der  beiden  Haupttrjigheitsschrauben  eines  Schraubensystems  zweiter 
Stufe  ableiten  konnten.  Auch  die  übrigen  Kapitel  bieten  ohne 
Ausnahme  solche  Beispiele.  Während  aber  bisher  diese  rein  geo- 
metrischen Resultate  nicht  Ziel  und  Zweck  der  Uutei'suchung 
w^aren,  wollen  wir  hier  umgekehrt,  gewisse  geometrische  Be- 
ziehungen zwischen  Schrauben  im  Räume  aufstellen,  und  dann 
sehen,  ob  steh  aus  ihnen  Resultate  für  die  Mechanik  starrer  Körper 
ergeben.  Festgehalten  werden  muss  hierbei  immer,  dass  unsere 
Betrachtungen  sich  auf  Schrauben,  also  auf  Geraden  beziehen, 
denen  eine  lineare  Grösse,  der  Parameter,  associirt  ist. 
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§2. 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  in  diesem  Buche  besondere  Ge- 
staltungen der  Beziehung  zweier  räumlicher  Schraubengebilde  auf 
einander  zu  behandeln.  Es  soll  nur  im  Allgemeinen  ein  Ausblick 
eröffnet  werden  auf  ein  mathematisches  Gebiet,  von  welchem  eine 
reiche  Ernte  geometrisch-mechanischer  Ergebnisse  zu  erwarten  ist. 
Daher  sehe  ich  auch  davon  ab,  hier  die  mit  grösserer  Leichtigkeit 
zu  Speciellem  führende  synthetische  Methode  anzuwenden,  und 
werde  den  Gegenstand  nur  von  der  analytischen  Seite  aus  an- 
greifen. Von  diasem  Standpunkte  aus  stellt  sich  die  Sache  also 
so.  Wir  betrachten  zwei  beliebig  im  Räume  liegende  Schrauben- 
gebilde. Die  Constituenten  des  ersten  seien  kurz  durch  a,  die  des 
zweiten  durch  ß  bezeichnet.  Es  lässt  sich  nun  zunächst  jedenfalls 
das  System  der  Schrauben  ß  so  bestimmen,  dass  zu  einer  gegebenen 
Schraube  a  eine  und  nur  eine  Schraube  ß  gefunden  werden  kann. 
Dies  ist  offenbar  der  Fall,  wenn  wir  setzen,  unter  Anwendung  der 
bekannten  Bezeichnung  der  Schraubencoordinaten, 

•  •  . 
... 

•  •  . 
.           .  • 

und  unter  /,,  ...,  /i,  ...,  /*,  ganze  rationale  Functionen  ihrer 
Argumente  verstehen,  die  wir  der  Einfachheit  halber  gleich  als 
homogen  annehmen  dürfen,  da  sie  andernfalls  durch  Benutzung 
der  Identität  R  ^  1  stets  in  diese  Form  übergeführt  werden 
können.     Lösen  wir  die  Gleichungen  (1)  auf,  so  folgen  diese 


(2) 


«1  =  ^\(ßiißii  •••■>?*) 

.  .  . 

.  •  • 

.  •  • 

a,=  F,(ß^,ß,,...,ßJ 


««  =  K(ß}^ß2y  "">ßi)' 

Aber  die  Functionen  F  werden  im  Allgemeinen   nun   nicht   mehr 
wie   die  Functionen  f  eindeutige  sein;    es  werden  also  zu  einer 

24* 
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gegebenen  Schraube  ß  mehr  als  eine  Schraube  a  gefunden  werden 
können. 

Beschränken  wir  uns  daher  zunächst  auf  den  einfacheren  Fall, 
dass  das  Entsprechen  der  Schrauben  a  und  ß  ein  gegenseitig  ein- 
deutiges sein  soll,  so  müssen  ottenbar.die  Functionen  /  als  lineare 
homogene  Functionen  ihrer  Argumente  gegeben  sein.  Dann  haben 
die  F  denselben  Charakter.  Zwei  Schraubengebilde,  deren  Ver- 
wandtschaft in  dieser  Weise  ausgedrückt  ist,  wollen  wir,  in  sinn- 
gemässem Anschluss  an  die  übliche  Terminologie,  als  projective 
Schraubengebilde  bezeichnen.  Die  Projectivität  zweier  Gebilde 
(a)  und  (ß)  findet  also  ihre  Darstellung  in  diesen  Gleichungen: 

(/?,  =(ll)a,H-(12)a,H h(U)a*H h(16)a, 

ß,  =  (21)«.+C22)a,H \-(2k)ajt-{ h(26)«. 


(3) 


ßk  =  (^l)a,-h(*2)a,H hC**)aibH l-C*6)a, 


J?,  =  (61)a,+(62)a,H H(6*)a,-h--4-(66)a,, 

wo  wir  voraussetzen,  dass  die  Determinante  der  Grössen  (//•) 

einen  von  Null  vei'schiedenen  Werth  habe.  Es  entspricht  dann  in 
der  That  jeder  Schraube  a  eine,  und  zwar  eindeutig,  bestimmte 
Schraube  ß  und  umgekehrt.     Setzen  wir 

und  substituiren  in  (3),  so  folgt  durch  Elimination  der  ajt  aus  den 
Gleichungen  (3)  eine  Gleichung  sechsten  Grades  für  q. 

„Zwei  projective  Schraubensysteme  haben  im  Allge- 
meinen sechs  entsprechende  Elemente  gemein." 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (3)  sowohl  für  die  Coordinaten 
von  a,  wie  für  die  von  ß  bestimmte  Werthe  einsetzen,  so  erhalten 
wir,  wenn  wir  etwa  die  fünf  ereten  Gleichungen  durch  die  sechste 
dividiren,  fünf  Gleichungen  für  die  35  Verhältnisse  der  36  Coeffi- 
cienten  (ik),  W^enn  wir  also  sieben  gegebenen  Schrauben  a  sieben 
Schrauben  ß  willkürlich  zuordnen,  so  werden  wir  im  Ganzen 
35  Gleichungen  für  die  eben  genannten  Verhältnisse  erlangen,  diese 
letzteren  also  vollkommen  bestimmt  haben.     Nach  Kenntniss  dieser 
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Verhältnisse  wird  aber  zu  jedem  ferneren  Werthsystcm  der  «* 
nach  (3)  das  entsprechende  System  der  ßk  bestimmt  sein.  Wenn 
also  sieben  Paare  entsprechender  Schrauben  a,  ß  gegeben  sind,  so 
kann  zu  jeder  achten  Schraube  a  die  zugehörige  ß  eindeutig  ge- 
funden werden. 

„Zwei  projective  Schraubensysteme  sind  bestimmt 
durch  sieben  Paare  entsprechender  Elemente." 

Die  Willkürlichkeit  bei  Auswahl  der  sieben  entsprechenden 
Schraubenpaare  wird  beschränkt,  wenn  unter  den  sieben  Schrauben 
des  einen  Systems,  etwa  desjenigen  der  a,  oder  auch  nur  unter 
einem  Theile  dieser  Schrauben  bereits  Beziehungen  bestehen.  Denn 
es  ist  klar,  dass  alsdann  die  allgemeine  Projectivität  zwischen  den 
Systemen  (a)  und  (^)  nur  bestehen  kann,  wenn  zwischen  den  zu 
jenen  ersten  a  zugeordneten  ß  die  gleichen  Beziehungen  statt- 
finden, wie  zwischen  den  a.  Um  die  Vorstellung  durch  den  Hin- 
weis auf  einen  concreten  Fall  zu  unterstützen,  möge  angenommen 
werden,  dass  drei  der  Schrauben  des  Systems  (a),  etwa  a,  a^^\  a^-^ 
auf  einem  Cylindroid  liegen.  Dann  Ist  jede  derselben,  hinsichtlich 
ihrer  Coordinaten,  eine  lineare  homogene  Function  der  beiden  an- 
deren.    Wir  haben  z.  B. 

Bezeichnen  wir  die  rechte  Seite  der  Gleichungen  (3)  durch  das 
Functionszeichen  y^^,  so  dass  also  kurz 

so  ist,  wenn  wir  die  eben  gegebenen  Ausdrücke  für  «*  substituiren 

Die  Ausdrücke  y^(a^*0?  ^aC^^'O  «teilen  aber  die  Schrauben  ß^^\ 
ß^'^  dar,  welche  den  a^^\  u^-^  zugeordnet  sind,  sodass  also  wird 

d.  h.  sind  die  Schrauben  a,  u^^K  u^-^  cocylindroidal,  so  sind  auch 
die  ihnen  entsprechenden  Schrauben  ß,  ß^^\  ß^-^  cocylindroidal. 

Lassen  wir  das  Verhältniss    '-   variiren,   so   bewegt  sich  die 

Schraube  a  über  das  ganze  Cylindroid  («(*\  a^-^^)  hin,  während 
gleichzeitig  ß  das  Cylindroid  (ß^^\  ß^^^)  beschreibt.     Wir  können 
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somit  sagen,  dass  einem  Cylindroid  des  Systems  («)  ein  Cylindroid 
des  Systems  (ß)  zugeordnet  sein.  Es  ist  dies  nur  ein  besonderer 
Fall  eines  allgemeineren  Satzes,  den  wir  im  Folgenden  behandeln 
werden. 

Zunächst  möge  aber  einiges  bemerkt  werden   über  eine  aus- 
gezeichnete Form  der  Gleichungen  (3). 

§3. 

Es  möge  das  System  der  Coefficienten  (ik)  der  Gleichung  (3) 
so  beschaffen  sein,  dass 

(4)      (ik)  =  (kl) 

Xik)\  =  ], 

dann  haben  wir  für  die  Darstellung  der  Grössen  ß  die  folgende 
typische  Gleichung 

(30      ß^  =  (U)a,-h(2A')«,H hO'/JO« -+---+(6*K 

und  für  die  Grössen  a 

«*  =  (l*)i?.+(2*)/?,+...-^-c^X0ft-^— -+(6*)^. 

Setzen  wir  nun 

so  folgt  aus  der  zweiten  Gleichung 

«*  =  ^Kl*)«iH !-(«*)«,  H h(6A)aJ 

welch  letztere  Gleichung   natürlich   auch  geschrieben  werden  kann 

a.  =  Qß., 

Aus  der  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  Substitutionsgleichung 
für  ß.  folgt  aber 

q'=     1 

Q  =  ±l 

Dies  Resultat  bedeutet  nun: 

„Wenn    die  Verwandtschaft    der  Systeme  (a)  und  (/?) 
den   durch  die  Gleichungen  (4)   definirten  Charakter   hat, 
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SO  entspricht  einer  gegebenen  Schraube  c  des  einen  Sy- 
stems dieselbe  Schraube  a',  ob  mau  nun  a  als  ein  Element 
von  (a)  oder  als  ein  Element  von  (ß)  betrachtet.'* 

Diese  besondere  Beziehung  der  Systeme  (a)  und  (ß)  wollen 
wir  in  Analogie  mit  der  üblichen  Bezeichnungsweise  in  der  Geo- 
metrie als  eine  involutorische  oder  kurz  als  Involution  be- 
zeichnen. 

Sind  zwei  Systeme  (a),  (ß)  in  Involution  und  sind  die  Schrau- 
ben «^'\  a^'^  reciprok,  so  sind  auch  die  entsprechenden  Schrauben 
^'\  ^^^  reciprok.    Denn  ist 

Sp,u0^a<p  =  A 

so  ist 

sodass  also  die  beiden  2  gleichzeitig  Null  sind. 

Ist  ferner  a^'>  reciprok  zu  ß^-\  so  ist  auch  ß^"^^  reciprok  zu 
aP\  wie  leicht  zu  sehen.  Endlich  findet  man  sofort,  dass  in  in- 
volutorischen  Schraubensystemen  entsprechende  Elemente  parame- 
tergleich sind. 

Die  Form  der  Gleichungen  (3")  leitet  zu  einem  allgemeineren 

Gesichtspunkte  hin.    Bildet  man  nämlich  mit  Hülfe  der  ersten  (3*) 

die  Summe 

2a,ß,  =  U, 

so  erhält  man 

£7=  (llX-h(22)«.;;H h(66K 

-f-2(12)«,a.,H h2(rÄ:)«<a*+--., 

woraus  wiederum  folgt,  dass 

1    Öf/ 

^*  ~  2    duk  ' 

Hiernach   kann  also  die  Schraube  ß  wieder,    nach  einem  bereits 

mehrfach  gebrauchten  Ausdrucke,  als  „Polare**  von  a  in  Bezug  auf 

ein  durch 

C7=0 

definirtes  Schraubengebilde  zweiten  Grades  betrachtet  werden. 

Sir  R.  Ball  ist  in  Betrachtungen,  die  er  über  projective 
Schraubengebilde   angestellt   hat,   direct  von  den  Polaren   von  U 
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ausgegangen,  indem  er  die  Verwandtschaft  des  Systems  (ß)  zu  («) 
definirte  durch  die  Gleichungen 

7>,    öa. 


(5) 


iJ,  da, 

•  •  • 

•  •  • 

1  au 


Ps   da,  ' 

wo  die  Grössen  p,  wie  üblich,  die  Parameter  der  Coordinaten- 
schrauben  bedeuten.  liier  ist  nun  aber  über  den  Werth  der  De- 
terminante \(ik)\  keine  andere  Voraussetzung  gemacht,  als  dass 
sie  nicht  verschwinden  soll.     Wir  haben  wieder  den  Satz: 

Sind  a^^K  a^-^  zwei  Schrauben,  deren  correspondirende  ß^^\  ß^-^ 
sind  und  ist  a^')  reciprok  zu  ß^^\  so  ist  auch  ß^^^  reciprok  zu  a^^K 
Denn  die  Gleichung  der  Reciprocität  für  das  erste  Paar 

p,amßf^-i-.:-hp,aWßP  =  0 
nimmt  nach  (5)  dio  Form  an 

1  D 

die  identisch  ist  mit 

/o^      au  ,.,.      dU  ^ 

welch  letztere  sich  aus  der  Gleichung  der  Reciprocität  zwischen 
ß^^^  und  a^*-*^   ergeben  würde,  wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 

Mit  Einführung  der  Function  ü  entsteht  nun  noch  die  Frage 
nach  der  besonderen  Gestaltung  der  Beziehung  der  Systeme  (a) 
und  (ß)  in  dem  Falle,  wenn  U  in  der  canonischen  Form  einer 
Summe  von  sechs  Quadraten  erscheint.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Fundamentalschrauben  coreciprok  sind,  so  muss  die  auf  eine  solche 
Form  von  U  führende  Transformation  so  beschaffen  sein,  dass  so- 
wohl  U  die  canonische  Form  erlangt,  als  auch  der  Parameter 

seine  Form    nicht    ändert.     Mau  wird    somit   zum  Ziele  gelangen, 
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wenn  man  die  Discriminante  der  Form 

gleich  Null  setzt,  wodurch  man  sechs  Werthe  von  A  erhält,  durch 
welche  die  Coefficienten  in  der  gesuchten  Darstellung  von  U  ge- 
funden werden*).     Es  wird  also  nun  sein 

und  die  Gleichungen  der  Correspondenz  zwischen  (a)  und  (ß)  er- 
geben sich 


(«) 


' 

^. 

ß: 

1 

«. 

• 

m 

• 

• 

A 

ße 

«6. 

6 


woraus  folgt,  dass  die  Fundamentalschrauben  die  sechs  Elemente 
sind,  die  («)  und  {f)  entsprechend  gemein  haben.  Diese  sechs 
Elemente  sind  also  hier  coreciprok.  Die  Beziehung  zwischen  im- 
pulsiven und  instantanen  Schrauben  wird  durch  Gleichungen  der 
Form  (6)  gegeben.  Die  sechs  gemeinschaftlichen  Elemente  der 
Systeme  («),  {ß)  haben  demnach  hier  in  mechanischer  Beziehung 
durchaus  den  Character  jener  Schrauben,  die  wir  als  „Hauptträg- 
heitsschrauben^  bezeichnet  haben. 

Es  ist  leicht  ersichtlich,  dass  im  Allgemeinen,  in  einem  Schrau- 
bensystem w**'  Stufe,  impulsive  und  instantane  Schraube  nicht  die 
Eigenschaft  der  Permutabilität  besitzen,  d.h.  wenn  ß  die  zu  der 
impulsiven  Schraube  a  gehörende  instantane  Schraube  ist,  so  wird 
im  Allgemeinen  nicht,  wenn  ß  als  impulsive  Schraube  gegeben  ist, 
ihr  die  Schraube  a  als  instantane  entsprechen.  Wenn  aber  die 
Systeme  (a),  {ß)  in  der  durch  (3*)  gegebenen  Verwandtschaft 
stehen,  so  wird  dies  wohl  der  Fall  sein.  Und  wenn  in  einem 
System  n**'  Stufe  für  ein  zusammengehörendes  Paar  impulsiver  und 
instantaner  Schrauben  die  Permutabilität  nachgewiesen  ist,  so  sieht 
man  leicht,  dass  dieselbe  für  alle  Paare  gilt  und  dass  diese  dann 
in  der  Beziehung  (3*)  stehen. 


*)  Das  Problem  ist  auch  in  §  3  des  XII.  Kapitels  behandelt,  weshalb  hier 
ein  näheres  Ringehen  auf  dasselbe  unnöthig  erscheint. 
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Wir  haben  bereits  in  §  2  darauf  hingewiesen,  in  welcher  Weise 
man  bei  Auswahl  der  sieben  Schraubeupaare  a,  ß  beschränkt  ist, 
durch  deren  Fixirung  die  Correspondenz  zweier  Systeme  (a)  und  (ß) 
bestimmt  wird.  Wir  hatten  uns  dort  überzeugt,  dass,  wenn  drei 
a  cocylindroidal  sind,  die  drei  entsprechenden  ß  in  der  gleichen 
Beziehung  zu  einander  stehen.  Ks  ist  dies  nur  ein  specieller  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes,  den  wir  so  formuliren: 

„Die  Oesammtheit  aller  Schrauben,  die  denen  eines 
Systems  n'*'  Stufe  projectiv  sind,  bilden  wieder  ein 
System  w*"  Stufe." 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  in  dieser  Weise  als  richtig  dar- 
thun.  Sind  n  +  1  Schrauben,  die  wir  mit  (1),  (2),  ....  (n-\-l) 
bezeichnen  w^ollon,  gegeben,  die  einem  System  n}^^  Stufe  angehören, 
so  haben  wir  die  sechs  Gleichungen 

a,Cl),-Ha,(2),H ha,H-i(^+l),  =0 

a,Cl)a+a,(2),H |-a„-+.,(n+l),  =  0 

•  •  ■  .  .  . 
.              ...           *  . 

*  ....  . 

«.(l)«-H«.(2)eH ha,+i(n-f-lX  =  0, 

w^obei  zu  beachten  ist,  dass  wir  hier  immer  w<:6  nehmen  können. 
Aus  je  n-f-1  dieser  Gleichungen  können  wir  die  Grössen  «,,  .... 
«„-,-1  eliminiren,  und  erhalten  so  für  die  Bedingung,  dass  die  n-hl 
Schrauben  einem  System  n'«'' Stufe  angehören,  eine  Darstellung 
durch  eine  Reihe  von  Determinanten,  die  vei*schwinden  müssen. 
Wenn  nun  jene  n-{-l  Schrauben  einem  völlig  allgemeinen  System  S 
angehören,  wie  wir  sie  in  diesem  Kapitel  betrachten,  und  (1)',  . . ., 
(n-hl)'  sind  die  entsprechenden  Elemente  eines  zu  S  projectiven 
Systems  6",  dann  haben,  wie  wir  in  §  2  zeigten,  S  und  S'  sechs 
Elemente  entsprechend  gemein.  Wählen  wir  diese  gemeinschaft- 
lichen Schrauben  von  S  und  S'  als  Coordinatenschrauben,  so  lassen 
sich  die  Coordinaten  der  Schrauben  des  zweiteji  Systems  durch 
diejenigen  der  Schrauben  des  ersten  Systems  so  dai'stellen: 

Jene  vorhin  erwähnten  Determinantengleichungen  bleiben  aber  bei 
der  Substitution   dieser  Grössen  (/')J,  an  Stelle  von  (Ä:)^  bestehen, 
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da  jede  Determinante  nur  mit  einem  constanten  Factor  behaftet 
wird.  Es  sind  daher  auch  für  die  n-\-\  Schrauben  (1)',  (2)',  . . ., 
(«-hl)'  die  Bedingungen  erfüllt,  welche  nothwendig  sind,  wenn 
dieselben  Elemente  eines  Systems  «*'"*  Stufe  sein  sollen.  Der  obige 
Satz  ist  also  bewiesen. 

Durch  die  projective  Beziehuug  wird  also  ein  Schraubensystem 
*S  von  der  n^*°  Stufe  in  ein  Schraubensystem  2  derselben  Stufe 
abgebildet,  und  gleichzeitig  das  zu  S  reciproke  System  S\  welches 
von  der  (6— w)»'"  Stufe  ist,  in  ein  System  (6— w)'"^  Stufe  2". 
Während  also  die  Stufenzahl  für  die  ursprünglichen  Systeme  und 
ihre  Abbildungen  übereinstimmt,  so  ist  doch  im  Allgemeinen  nicht 
auch  2'  das  Reciprocalsystem  von  -,  wie  das  der  Fall  war  für 
S'  und  S.  Man  sieht  das  leicht  ein.  Die  Reciprocität  zweier 
Schraubensysteme  ist  also  keine  invariante  Eigenschaft.  Die 
Frage,  in  welchem  speciellen  Falle  auch  die  Systeme  2",  2'  reciprok 
sind,  wenn  S  und  S'  es  sind,  fühi-t  auf  eine  algebraische  Aufgabe, 
die  einer  Classe  von  Problemen  angehört,  die  wir  in  diesem  Buche 
mehrfach  zu  betrachten  Gelegenheit  hatten. 

§5. 

Es  giebt  indessen  gewisse  Functionen,  welche  Invarianten  sind, 
wenn  zwei  allgemeine  Schraubensystemc  in  projectiver  Beziehung 
stehen.  Da  diese  F^unctionen  auch  eine  mechanische  Deutung  zu- 
lassen, so  wollen  wir  sie  noch  kurz  hier  behandelu. 

In  den  beiden  letzten  Kapiteln  trat  uns  als  ein  Element  von 
besonderer  Bedeutung  die  dort  mit  A  bezeichnete  Determinante 
entgegen,  die  aus  den  Coordinaten  von  sechs  Schrauben  in  dieser 
Weise  gebildet  ist,  wenn  die  Schrauben  durch  a,  p?,  y,  J,  e,  f  be- 
zeichnen werden: 


A  = 


ia„ 

«j, 

«3> 

«4» 

«j» 

«« 

ß,. 

ß., 

A. 

Ä< 

Ä, 

ß. 

Y„ 

r„ 

y.> 

Y4' 

Y„ 

Y, 

«^., 

<J„ 

«^., 

«J., 

«Js, 

^ 

«., 

«.. 

«.. 

e,. 

«5, 

*« 

•Cr 

^, 

C„ 

Co 

c.. 

fs 

=  ACa,/i,y,*,e,  ö- 


Die  Schrauben  a,  /?,  y,  rf,  £,  ^  gehören,    wie  dort  gezeigt  wurde, 
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einem  System  fünfter  vStufe  an  (Sylvester'sche  Involution),  wenn 

A=0, 

und  sie  besitzen  dann  bekanntlich  eine  gemeinschaftliche  Reciproke. 
Wenn  nun  acht  Schrauben  (1),  ...,  (8)  gegeben  sind,  so  wird  man 
eine  ganze  Reihe  solcher  A  bilden  können,  und  wir  wollen  uns 
für  dieselben  folgender  kurzen  Bezeichnung  bedienen.  Wir  be- 
zeichnen mit  ik  dasjenige  A,  in  welchem  die  Schrauben  («)  und 
(X)  der  Reihe  (1),  .  . .,  (8)  nicht  vorkommen,  sodass  also  z.  B. 

r2  =  A((3),(4),(5),(6),(7),(8)). 

Bilden  wir  nun  eiu  A,  in  welchem  eine  Schraube,  mithin  die  Ele- 
mente einer  Reihe  der  Determinante,  variabel,  also  z.  B. 

A(3,  4,  5,  6,  7,  Ö, 

wo  wir  noch  der  Kürze  halber  die  Klammern  um  die  die  Elemente 
anzeigenden  Symbole  weglassen,  so  ist 

A(3,  4,  5,  6,  7,f)  =  0 

die  Gleichung  des  linearen  Complexes,  der  durch  die  Träger  der 
fünf  Schrauben  3,  4,  5,  6,  7  bestimmt  wird.    Analog  stellt 

A(2,4,5,6,7,5)  =  0 

den  durch  2,  4,  5,  6,  7  bestimmten  Complex  dar.  Führen  wir 
nun  die  Abkürzungen  ein 

C„  =  A(3,4,5,6,7,|) 

C;  =  A(2,4,r>,6,7,5), 

SO    \^i 

eine  Complexschaar,  die  durch  das  Strahlensystem  erster  Ordnung 
und  Klasse  hindurchgelegt  ist,  dessen  Leitgeraden  die  beiden  ge- 
meinschaftlichen Transversalen  der  Träger  von  4,  5,  6,  7  sind. 
Für  denjenigen  Complex  dieser  Schaar,  welcher  den  Träger  der 
Schraube  8  enthält,  muss  sein 

A(3,  4,  5,  6,  7,  8)+A  AC2,  4,  ö,  6,  7,  8)  =  0, 
wonach  wird 

13 
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Ist  femer  in  der  Schaar  C^-^-k(.\  =0  ein  durch  den  Träger  von 
1  hindurchgehender  Complex  vorhanden,  so  ist  für  diesen 

A(3,  4,  F),  6,  7,  1)^/'A(2,  4,  5,  6,  7,  1)  =  0, 
also 

•'  =  _  ^^  . 

Die  Gleichungen 

12 


<:- 

M   Sri 

13 

(\ 

=  0 

(^0- 

28 
38 

c, 

—  0 

stellen  somit  z^'ei   besondere  Complexe  der  Schaar  (S)  dar.     Den 
Quotienten 

A  12.38 


k'  13.28 

bezeichnen  wir  dann,  analog  der  allgemeinen  Terminologie,  als  das 
Doppel verhältniss  der  vier  Complexe  6^,  (\;  F^,  JT, ,  wo  wir  die 
Abkürzungen  eingeführt  denken 

r  =  r —  r 


Es  ist  also  in  gebräuchlicher  Bezeichnungsweise 

und  wir  wollen  insbesondere  sagen,  die  vier  Complexe  hätten  har- 
monische Lage,  wenn  dieses  Doppelverhältniss  den  Werth  —  1  an- 
nimmt, wenn  also 


12.38+13.28  =  0. 

Diese  Doppelverhältnisse  (CJJ^^^^^)  sind  nun  diejenigen  Inva- 
rianten, auf  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  hingewiesen 
wurde. 

Betrachten   wir  zwei  Formen  6'i  und  ('[ ,    die  aus  den  neuen 
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Schrauben  3',  4',  5',  6',  7',  ?'  resp.  2',  4',  5',  6',  7',  5'  ganz  ebenso 
gebildet  sind,  wie  6Jj  und  C\  aus  3,  4,  5,  6,  7,  J  resp.  2,  4,  5, 
6?  7?  ?  gebildet  waren,  so  werden  wir  die  Complexschaaren 

c;-hA6;  =0 

C',-hk'C[  =  0 
projectiv  nennen,  wenn 

(C\c\r,rj  =  (C',C[r'r[). 

Zwei  Complexschaaren  sind  aber  dann  projectiv,  wenn  jeder  in  der 
einen  Schaar  enthaltenen  Geraden  eine  und  nur  eine  in  der  an- 
dern Schaar  vorkommende  entspricht,  d.  h.  wenn  die  Geraden 
beider  Complexschaaren  durch  Gleichungen  von  der  im' §2  aufge- 
stellten Form  aufeinander  bezogen  sind.  Wir  sind  somit  zunächst 
zu  der  Forderung  gelangt,  da^ss  die  Functionen,  die  nach  dem 
Schema 

12.38 

13 .  28 

gebildet  sind,  Invarianten  sein  sollen.  Dass  ihnen  wirklich  diese 
Eigenschaft  zukommt,  erkennt  man,  wenn  man  die  Schrauben  1, 
2,  3,  ...,  8,  aus  denen  sie  gebildet  sind,  durch  Gleichungen  von 
der  Form  (3)  transformirt,  also  die  dort  angegebenen  linearen  Aus- 
drücke an  Stelle  der  Elemente  der  Determinanten  einführt,  durch 
welch  letztere  die  Doppel  Verhältnisse  gebildet  werden,  um  die  es 
sich  hier  handelt.  Man  bemerkt  dann  leicht,  dass  diese  Doppel- 
verhältnisse vollkommene   Invarianten  sind.     Die  constanten   Fac- 

toren,  welche  die  einzelnen  Determinanten  12  etc.  erhalten,  heben 
sich  in  dem  Endresultate 

f2 .  38 


13.28 


auf.  Man  sieht  ohne  grosse  Muhe,  dass  von  allen  nach  diesem 
Schema  gebildeten  Grössen  nur  fünf  von  einander  unabhängig  sind, 
durch  die  dann  die  andern  alle  können  dargestellt  werden.  Wählen 
wir  als  diese  fünf  unabhängigen  Invarianten  irgend  welche  aus  der 
Gesammtheit  derselben  aus,  etwa 
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12.38.^^ 
r3 .  28  ~    ' 

13.48  _ 


14.38 


14.58 
15.48 


=  A, 


15.68   _  3 


16.58 


16.78 
17 .  68 


=  L 


Sind  jetzt  sieben  Paare  projectiver  Schrauben  gegeben,  1,  ....  7 
und  1',  . . .,  7',  so  bestimmt  sich  nun  die  einer  beliebigen  achten 
Schraube,  8,  entsprechende  8'  auf  folgende  Weise.  Man  bilde  fünf 
Grössen  A',  die  aus  den  Elementen  1',  2',  3',  4',  5',  6',  7',  ?'  nach 
demselben  Gesetze  sich  zusammensetzen,  wie  die  obigen  A  aus  den 
Elementen  1,  .  . .,  8:  und  setze  dann 

AI  =  A|,  .  =  1,2,3,4.5 

so  wird  man  aus  diesen  fünf  linearen  Gleichungen  die  fünf  Ver- 
hältnisse der  sechs  Grös.sen  ?',,  S^,  ...,  SJ.  bestimmen  können. 
Diese  6rös.sen  i'„  sind  aber  die  Coordinaten  der  gesuchten  Schraube 
8'.     Denn  nach  obigem  muss  diese  den  Gleichungen  genügen 

12.38  r2'.3'8' 

--  .     .       = --^rr,     U.   S.    W. 

13.28  1'3'.2'8' 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Lösung  ist  die,  dass  die  Schraube 
8',  oder  besser  ilir  Träger,  bestimmt  wird  als  die  einzige  Gerade, 
die  fünf  lineare  Complexe  gemein  haben. 

§6. 

Zu  der  mechanischen  Bedeutung  der  betrachteten  Invarianten 
gelangt  man  auf  folgende  Weise.  Ein  starrer  freier  Körper  möge 
sich  in  einer  Ruhelage  befinden.  Wir  lassen  auf  ihn  ein  System 
von  Impulsivkräften  wirken.  Diese  Kräfte  werden  sich  zusammen- 
setzen  zu   einer  Dyname  auf  einer  Schraube  a.    Diese  impulsive 
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Dyname  ertheilt  dein  Körper  eine  instantane  Windungsgeschwin- 
digkeit um  eine  Scliraubc  ß.  Die  Schrauben  a  und  ß  wollen  wir 
als  einander  entsprechende  betrachten  und  dieses  Entsprechen  wird 
ein  gegenseitig  eindeutiges  sein,  solange  der  Körper  vollkommen 
frei  ist,  wie  wir  voraussetzen.  Lassen  wir  also  die  Schraube  a 
durch  den  ganzen  Raum  hindurch  variiren,  so  variirt,  eindeutig 
jeweils  dem  a  entsprechend,  auch  ß.  Rs  entstehen  also  zwei 
Schraubensysteme  (d)  und  (ß)  von  der  Art,  wie  wir  sie  als  pro- 
jective  bezeichnen. 

Rs  möge  nun  daran  erinnert  sein,  dass,  wenn  F  die  Intensität 
der  impulsiven  Dyname  und  V  die  erzeugte  Winduugsgeschwindig- 
keit  ist,  das  VerhältuLss 

F:  V 

unabhängig  von  F  und  V  ist,  während  es  wohl  noch  abhängt  von 
den  Lagen  von  a  und  ß. 

Wir  haben  nun  weiter  in  Kapitel  XVII  nachgewiesen,  dass 
wenn  sieben  Dynamen  im  Gleichgewichte  sind,  die  Intensität  ii-gend 
einer  derselben  proportional  ist  der  Determinante  A  der  sechs 
übrigen  Schrauben;  und  ein  ganz  analoger  Satz  gilt  für  Windungs- 
geschwindigkeiteri,  die  einander  neutralisiren. 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  F,g,  F^^,  ...,  F^g  die  Intensitäten 
von  sieben  impulsiven  Dynamen  auf  den  Schrauben  1,  2,  . . .,  7. 
so  hat  man  also,  wenn  diese  Dynamen  im  Gleichgewichte  sind,  die 
Kette  von  Gleichungen 

FF  F 

J8  28  "         fs   ' 

und  bei  sinngemässer  Anwendung  der  Bezeichnung  Ffk.  ebenso 

FF  F 

12  13         '"         18    ' 

Es  ergiebt  sich  somit,  da  die  beiden  Verhältnissreiheu  offenbar  den- 
selben Werth  haben  müssen,  für  unsere  Invarianten  folgende  Dar- 
stellung durch  Grössen  von  mechanischer  Bedeutung 

12  .  88  i'jj  .  -f  j8 

13 .  28  -^ \z '  -^^6 

Sind  nun  1',  2',  ...,  7'  die  Schrauben,  um  welche  die  durch  die 
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betrachteten  Dynamen  hervorgerufenen  Windungen  stattfinden,  und 
ist  Vi'k*  die  Windungsgeschwindigkeit,  welche  durch  die  Dyname 
von  der  Intensität  Fa  erzeugt  wird,  so  finden  wir  zunächst,  analog 
dem  obigen, 


Nach  dem  vorhin  bemerkten  ist  aber 

-^28  '  ^2-8'  =  ^12  •  ^^1'2' 

sodass  man  erhält 


12.38  1/2'.  3' 8 


13.28  r3'.2'8' 

wodurch  wir  wiederum  auf  die  Invarianteneigenschaft  der  Formen 


12.38 


13 .  28 
geführt  sind. 

§7. 

Wir  scliliessen  dieses  Kapitel  mit  dem  Hinweise  auf  noch  all- 
gemeinere Formen  der  Beziehung  zweier  räumlichen  Schrauben- 
svsteme  auf  einander. 

um  zu  zeigen,  worum  es  sich  handelt,  gehe  ich  von  einem 
speciellen  Fall  aus.  Denken  wir  uns,  auf  einen  in  einer  Ruhelage 
befindlichen  starren  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Grades  wirke 
plötzlich  ein  System  impulsiver  Kräfte  ein.  Diese  Kräfte  bilden 
eine  Fmpulsivdynamo  auf  einer  Schraube,  deren  Lage  ganz  beliebig 
ist.  Die  instantane  Bewegung  des  Körpers  findet  aber  um  eine 
Schraube  .statt,  die  nicht  irgendwo  im  Räume  liegt,  sondern  die 
dem  System  zweiter  Stufe  angehört,  welches  dem  Freiheit.sgrade 
des  Körpers  entspricht,  also  einem  bestimmten  Cylindroid.  Jeder 
(impulsiven)  Schraube  des  Raumes  wird  nun  eine  einzige  (instan- 
tane) Schraube  des  Cylindroids  entsprechen.  Aber  diese  Beziehung 
ist,  wie  leicht  zu  sehen,  nicht  umkehrbar. 

In  der  That,  wir  haben  früher  gesehen,  dass,  wenn  eine 
Schraube  a  eines  Cylindroids  gegeben  ist,  immer  eine  und  nur  eine 
Schraube  ^    auf  der  Fläche  gefunden  werden  kann,  derart,  dass 
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eine  Impulsivdyname  auf  d-  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  a 
erzeugt.  Es  hat  sich  aber  ferner  ergeben,  dass  jede  Schraube, 
welche  der  einzigen  Bedingung  genügt,  zu  einer  speciellen  Schraube 
des  Cylindroids  (a,  ^)  reciprok  zu  sein,  die  gleiche  Eigenschaft  be- 
sitzt, wie  0:  Eine  Schraube,  die  einer  einzigen  Schraube  reciprok 
ist  und  weiter  keiner  Bedingung  zu  geniigen  hat,  ist  aber  Element 
eines  Systems  fünfter  Stufe.  Die  Beziehung,  welche  hier  zwischen 
impulsiver  und  instantaner  Schraube  besteht,  ist  also  von  der 
Natur,  dass  einer  Schraube  des  Raumes  eine  Schraube  des 
Cylindroids  entspricht,  während  einer  Schraube  des  Cy- 
lindroids ein  ganzes  Schraubensystem  fünfter  Stufe  zu- 
geordnet ist. 

Die  Frage  nach  dem  Orte  einer  zu  einer  gegebenen  instan- 
tanen  Schraube  gehörigen  impulsiven  Schraube  ist  uns  schon  im 
Kapitel  IX  §  5  entgegengetreten.  Folgen  wir  der  dort  angewandten 
Betrachtungsweise,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  es  mög- 
lich ist,  zwischen  einem  Schraubensystera  A,  w^^'  Stufe,  und  einem 
Schraubensystem  J5,  n**'  Stufe,  eine  Correspondenz  derart  festzu- 
setzen, dass  einer  Schraube  von  A  eine  Schraube  von  B  ent- 
spricht, während  umgekehrt  einer  Schraube  von  B  ein  System 
(wi+l — n)^'  Stufe  zugeordnet  ist.  Hierbei  ist  7«>w  vorausgesetzt. 
In  der  That  können  wir  dann  aus  A  dasjenige  System  71**"  Stufe 
-4'  ausscheiden,  dessen  Elemente  impulsive  Schrauben  sind,  wenn 
zwischen  diesen  und  den  zugehörigen  instantanen  ein  ein -eindeu- 
tiges Entsprechen  stattfindet.  Es  bleibt  dann  noch  übrig  ein  Sy- 
stem (m — w)'*'  Stufe  A".  Sei  nun  ß,  a  ein  Paar  entsprechender 
Schrauben  der  Systeme  B  und  A'.  Eine  Impulsivdyname  auf  a 
wird  also  eine  VVindungsgeschwindigkeit  um  ß  hervorrufen.  Sind 
dann  ferner  er,,  c,,  ...,  c,«-«  irgend  welche  m — n  Schrauben  des 
Systems  A"^  welche  dasselbe  bestimmen,  so  wird  eine  Impulsiv- 
dyname auf  einer  Schraube  tj  des  durch  c,  er,,  c, ,  ...,  (fm-n  be- 
stimmten Systems  denselben  Effect  haben  müssen,  wie  diejenige 
auf  a.  Die  Schraube  tj  ist  aber  dann  Element  des  durch  a,  er,, 
er,,  . . .,  (Tm-n  bestimmten  Systems  (^n-j-l — w)'®*"  Stufe.  Die  obige 
Behauptung  ist  somit  nachgewiesen.  Man  bemerke,  dass  dieses 
System  (w-f-1  — w^"  Stufe  ein  Theil  des  Systems  (7— w)*«'  Stufe 
ist,    welches  a.  a.  0.   pag.  180  gefunden  wurde.     Die  im  Kap.  IX 
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§  5  behandelte  Frage  ist  nur  ein  specieller  Fall  der  hier  behan- 
delten, nämlich  der  Fall  m  =  ß. 

Jst  7»  =  n,  so  haben  wir  die  oin-eindeutige  CoiTespondenz,  die 
wir  schon  früher  für  m  =  n  =  2,  wo  die  beiden  Systeme  Cylin- 
droide  sind,  betrachtet  liaben.  Die  Projectivität  des  impulsiven 
und  instantanen  Cylindroids  ist  in  der  That  schon  im  Kapitel  XIV 
erkannt  worden.  Ist  w  =  3,  w  =  2,  so  ist  die  Correspondenz  also 
von  der  Art,  dass  jeder  Schraube  eines  Systems  dritter  Stufe  eine 
und  nur  eine  Schraube  eines  gegebenen  Cylindroids  entspricht, 
während  umgekehrt  einer  jeden  Schraube  dieser  Fläche  ein  Cylin- 
droid  von  Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe  zugeordnet  ist. 
Wenn  also  z.  B.  ein  starrer  Körper  Freiheit  zweiten  Grades  besitzt, 
so  kann  immer  aus  einem  gegebenen  Schraubensystem  dritter  Stufe 
ein  Cylindroid  so  ausgewählt  werden,  dass  eine  impulsive  Dyname 
auf  irgend  einer  Schraube  a  dieser  Fläche  dem  Körper  eine  Win- 
dungsgeschwindigkeit um  eine  gegebene  Schraube  ß  des  Cylindroids 
ertheilt,  welches  den  Freiheitsgrad  des  Körpers  definirt. 

§8. 

Auch  bei  dieser  allgemeineren  Correspondenz  zweier  Schrau- 
bensysteme giebt  es  Elemente,  die  beiden  Systemen  zugleich  an- 
gehören. Indessen  treten  hier  einige  Modificationen  auf,  die  wir 
näher  betrachten  müssen.  Wir  wollen  von  einem  speciellen  Fall 
ausgehen.  Es  sei  gegeben  ein  System  sechster  Stufe  (die  Gesammt- 
lieit  aller  Schrauben  im  Räume)  und  ein  System  dritter  Stufe. 
Dieselben  sollen  in  der  Art  von  Zusammenhang  stehen,  welcher 
der  Correspondenz  zwischen  impulsiven  und  instantanen  Schrauben 
bei  einem  starren  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  entspricht. 
Bezeichnen  wir  hier  der  Kürze  halber  ein  System  /:'"  Stufe  ein- 
fach durch  [k].  Dann  w^rd  also  nach  vorigem  Paragraphen  oder 
auch  nach  Kapitel  IX  §  5  jeder  Schraube  von  [6]  eine  Schraube 
von  [3]  entsprechen.  Umgekehrt  wird  aber  zu  jeder  Schraube  von 
[3]  ein  System  [4]  gehören.  Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  es  eine 
Schraube  giebt,  die  sowohl  [4]  wie  [3]  angehört.  In  der  That, 
nehmen  wir  irgend  zwei  Schrauben,  die  reciprok  sind  dem  Systeme 
[4],  und  irgend  drei  zu  [3]  reciproke  Schrauben,  so  giebt  es  eine 
einzige  Schraube,    die   reciprok   ist  zu  den  so  ausgewählten  fünf 
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Schrauben,  und  diese  Schraube  gehört  ihrer  Constracflon  nach 
offenbar  sowohl  zu  [4]  wie  zu  [3].  Zu  jeder  Schraube  von  [3] 
kann  also  eine  ihr  correspondirende  gefunden  werden, 
die  in  dem  System  [3]  selber  enthalten  ist.  Dies  Ei-gebniss 
lässt  sich  verallgemeinern.  Es  möge  jeder  Schraube  des  Kaumes 
ein  Element  eines  Systems  [n]  entsprechen,  und  nach  vorigem  Pa- 
ragraphen jeder  Schraube  von  [n]  ein  System  [7 — w].  Wir  neh- 
men 6 — n  Schrauben,  die  reciprok  sind  zu  [n],  und  6 — (7  —  n) 
=  n — 1  Schrauben,  reciprok  zu  [7  —  n].  Das  sind  zusammen 
wieder  5  Schrauben,  zu  denen  es  nur  eine  einzige  gemeinschaft- 
liche Reciproke  giebt.  Das  obige  Ergebniss  gilt  also  für  jede  Stu- 
fenzahl n.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  dieses  Resultat  überhaupt 
von  71  ganz  unabhängig  ist. 

Der  erhaltene  Satz  ist  übrigens  inhaltlich  nicht  neu,  sondern 
enthält  nur  einen  Nachweis  für  die  Existenz  der  Schraube  der  im 
Kapitel  IX  §  16  eingeführten  reducirten  Dyname. 

Wir  wollen  in  der  Verallgemeinerung  noch  einen  Schritt  weiter 
gehen  und  zwei  Schraubensysteme  betrachten,  [m]  und  [7*],  deren 
Correspondenz  wieder  den  Charakter  derjenigen  zwischen  impul- 
siven und  instantanen  Schrauben  haben  soll,  wobei  wir  annehmen 
?/^>7^.  Es  entspricht  dann  also  jeder  Schraube  von  [w]  eine  von 
[?i]  und  jeder  Schraube  von  [71]  ist  ein  System  [m-^l  —  w]  zuge- 
ordnet. Stellen  wir  nun  die  Frage,  ob  es  auch  hier  möglich  ist, 
dass  die  Correspondirende  einer  Schraube  von  [n]  in  diesem  Sy- 
steme selber  enthalten  ist.  Wir  verfahren  wie  oben  auch.  Aus 
dem  zu  [w]  reciproken  System  wählen  wir  6 — n  Schrauben  und 
aus  dem  zu  [w-f-1  —  71]  reciproken  System  6 — (?/i-|-l — n)  Schrau- 
ben. Existiren  Schrauben,  die  gleichzeitig  reciprok  sind  zu  diesen 
11 — 7n  Schrauben,  so  besitzen  diese  die  verlangte  Eigenschaft. 
Für  711  =  6  ist  jedenfalls  eine  Lösung  vorhanden,  die  vorhin  ge- 
fundene. Ist  7n  <c  6,  so  müssen  unter  den  11  —  w  Schrauben  solche 
Beziehungen  bestehen,  dass  ihre  Anzahl  2  ^  5  wird,  wenn  eine 
Lösung  vorhanden  sein  soll.  Die  Entscheidung  dieser  Frage  ist 
dann  jeweils  Sache  der  speciellen  L^ntersuchung  des  vorgelegten 
Problems.  Man  sieht  aber,  dass  sich  Fälle  denken  lassen,  wo  in 
[/?|  Theilsysteme  auftreten,  so  beschaffen,  dass  die  Correspondirenden 
ihrer  Elemente  in  [71]  selber  enthalten  sind. 
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Es  möge  nun  noch  kurz  die  Fr^e  nach  der  Coincidenz  ent- 
sprechender Elemente  erledigt  werden.  Wir  beschränken  uns  bei 
der  algebraischen  Behandlung  auf  die  Correspondenz  zwischen  zwei 
Systemen  [6],  [3].  Man  bemerkt  aber  leicht,  dass  das  Verfahren 
allgemein  gültig  ist. 

Wir  wählen  das/ Goordinatensvstem  so,  dass  drei  Fundamen- 
talschrauben  in  dem  System  [3]  liegen,  dann  sind  die  Goordinaten 
irgend  eines  Elementes  von  [3]  auf  drei,  a,,  «j,  «,  zurückgeführt, 
da  die  drei  anderen  beständig  Null  sind.  Die  Goordinaten  der  a 
correspondirenden  Schraube  ß  sind  nicht  vollständig  bestimmt,  da 
jedem  a  ja  ein  System  vierter  Stufe  entspricht.  Auf  diesen  Um- 
stand nehmen  wir  genügend  Rücksicht,  wenn  wir  ß^^  ß^,  ß^  völlig 
willkürlich  lassen,  während  wir  für  ßi,  /Jo,  ß^  die  Dai-stellung 
nehmen 

^.  =:(ll)a,+(12)a,+(13)a, 

ß,  =  (21)a,+(22)a,-t-(23)«, 

ß,  =  (31)«,+(32)a,+(3a)a,. 

Ertheilen   wir  den   /?^,   ß^,  ß^   gleichzeitig  die  besonderen  Werthe 
Null,    dann  geben  diese  Gleichungen  die  Goordinaten  jener  ausge- 
zeichneten Schraube  des  Systems  [3J,    die  sich   unter  den  Gorre- 
spondirenden  von  a  findet. 
Setzen  wir 

so  coincidiren  die  Schrauben  ß  und  a.  Üie  Substitution  dieser 
Werthe  in  obige  Gleichungen  giebt  eine  Gleichung  dritten  Grades 
für  Q,  Es  giebt  also  drei  Elemente,  die  mit  ihren  Gorrespondi- 
renden  zusammenfallen.  Und  man  sieht  leicht,  dass,  wenn  an 
Stelle  des  Systems  [3]  ein  System  [n]  tritt,  n  Elemente  mit  dieser 
Eigenschaft  vorhanden  sein  werden.  Der  mechanische  Inhalt  dieses 
Ergebnisses  ist  der:  Wenn  ein  starrer  Körper  Freiheit  w'^"  Grades 
hat,  dann  sind  immer  n  Schrauben  in  dem  zugehörigen  System  [w] 
vorhanden,  der  Art,  dass  eine  impulsive  Dyname  auf  einer  dieser 
Schrauben  dem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  dieselbe 
Schraube  ertheilt.  Wir  sind  also  auch  durch  diese  Betrachtungen 
wieder  auf  die  Hauptträgheitsschrauben  geführt  worden. 

Diese  Untersuchung  über   die  allgemeine  Gorrespondenz  von 
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Schraubensystemen  lassen  sich  noch  weiter  ausdehnen  und  führen 
zu  interessanten  geometrischen  Resultaten,  namentlich  treten  hier 
noch  weitere  Functionen  auf,  denen  ebenfalls  der  Character  der 
Invarianten  zukommt.  Indessen  habe  ich  bisher  noch  keine  me- 
chanische Anwendung  dieser  Untersuchungen  gefunden,  weshalb 
ich  dieselben  hier  unterdrücke  und  mich  zu  der  Darstellung  der 
sehr  wichtigen  graphischen  Methoden  wende. 


Kapitel  XX. 


Graphische  Methoden  in  der  Theorie  der  Freiheit  zweiten 

Grades. 

§1. 

Der  Behandlung  durch  graphische  Methoden  bieten  sich  in 
besonders  einfacher  Weise  die  Theorien  der  Körper  mit  Freiheit 
zweiten  und  dritten  Grades  dar.  Es  ist  dies  ohne  weiteres  einzu- 
sehen für  die  Freiheit  zweiten  Grades.  Die  Theorie  derselben  ist 
die  Theorie  einer  zweifachen  Mannigfaltigkeit,  für  die  es  jedenfalls 
ein  ebenes  Bild  giebt.  Aber  auch  für  die  Theorie  der  Freiheit 
dritten  Grades  lässt  sich  ein  solches  herstellen,  wenn  wir  die  drei 
in  dieser  Theorie  auftretenden  Variabein  als  homogene  Punctcoor- 
dinaten  in  der  Ebene  auffassen. 

§2. 

Beginnen  wir  mit  der  Betrachtung  der  Theorie  der  Freiheit 
zweiten  Grades.  Das  zugehörige  Schraubensystem,  auf  dessen  Dar- 
stellung es  hier  in  erster  Linie  ankommt,  das  Cylindroid,  ist  als 
geradlinige  Fläche  aufzufassen  als  eine  einfach  unendliche  Reihe 
von  Geraden.  Wenn  somit  einer  jeden  dieser  Geraden  ein  Punkt 
der  Ebene  nach  bestimmtem  Gesetz  zugeordnet  wird,  so  werden 
diese  Bildpunkte  eine  einfach  unendliche  Punktreihe,  d.  h.  eine 
Curve,  bilden.  Die  W^ahl  dieser  Abbildungscurve  ist  zunächst  ganz 
willkürlich.  Wir  werden  daher  die  einfachste  Curve,  den  Kreis, 
wählen.     Und  zwar  geschieht  dies  in  folgender  Weise. 
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Der  Gleichung  des  Cylindroids  (pg.  65) 

wird  genügt  durch  folgende  Darstellung  der  Coordinaten  als  Func- 
tionen einer  Variabein  ^,  wo  c  eine  willkürliche  Constante  ist 

X  =:  c.cont^    y  ==  c.sint 

und  der  Parameter  einer  Erzeugungslinie  des  Cylindroids,  die  mit 
der  Schraube  a  den  Winkel  t  bildet,  ist 

P  =  UPa'^Pß^'^i(Pa—Pß)^^^^^' 
Setzen  wir 

i(Pa+Pß)  =  Po^    ^(Pa—Pß)'^'^^^ 

und  eliminiren  die  Variabele  t  aus 

z  =  9?»sin2^  =  msinO 

p  =  p^'+-mcos2t  =  j9jj-|-wco9^, 
so  kommt 

(;>— ä)'+^'  =  ^'• 
Betrachtet  man  nun  p  und  z  als  orthogonale  Punktcoordinaten  in 
einer  Ebene,  so  stellt  diese  Gleichung  (1)  einen  Kreis  dar,  den 
wir  als  Bild  des  Cylindroids  betrachten  dürfen.  Der  Radius  dieses 
Kreises  ist  m  und  das  Centrum  hat  den  senkrechten  Abstand  p^ 
von  einer  bestimmten  Geraden.  Greifen  wir  irgend  einen  Punkt 
(;?,  z)  dieses  Kreises  heraus,  so  sind  dessen  Coordinaten  eindeutig 
bestimmte  Grössen,  die  ihrerseits  durch  die  Gleichungen 

msind  =  z 

vicosd  =  p-r-pQ 

den  Winkel  t=^\0  und  somit  auch  die  Schraube,  welche  dieser 
Winkel  mit  der  einen  Hauptschraube  des  Cylindroids  macht,  ein- 
deutig bestimmen.  Und  zwar  ist  nicht  nur  der  Träger  der  Schraube, 
sondern  diese  selber,  also  auch  ihr  Parameter,  vollkommen  bestimmt, 
wenn  der  entsprechende  Punkt  des  Kreises  gegeben  ist.  Umgekehrt 
sind  durch  t  =  \d  jederzeit  auch  p  und  z  vollkommen  bestimmt. 
Es  entspricht  also  jeder  Schraube  des  Cylindroids  ein  und  nur  ein 
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Punkt  des  Bildkreises,    und  jedem  Punkte  des  Kreises  eine   und 
nur  eine  Schraube  des  Cjiindroids. 


Fig.  20. 


§3. 

Sei  PT  die  Axe  der  z,  ST  die  der 
7>,  und  T  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  S  der  Mittelpunkt  des  Kreises, 
dann  ist 

Irgend    ein'  Punkt  A    dieses    Kreises    ist 
dai?  Bild  einer  Schraube  auf  dem  Cylin- 
droid,    und   die  Ordinate  dieses  Punktes, 
Al\    stellt   den  Parameter  der  Schraube 
dar,  wenn  wir  den  Winkel  d  in  der  Rich- 
tung UA  V  zunehmen    lassen.     Die   Axe 
PT  möge    die   Parameteraxc   heisscn. 
Wir  haben  dann  folgenden  Satz: 
Der   Parameter    einer   Schraube    des    Cylindroids    ist 
gleich  der  Länge  der  Senkrechten,  die  man  von  dorn  ent- 
sprechenden Punkte   des  Bildkreises   auf  die  Parameter- 
axe  fällt. 

Eine  Parallele  AA  durch  ^1  zur  Parameteraxe  trifft  den  Kreis 
in  einem  Punkte  A\  dessen  Ordinate  gleich  der  von  /l.  Es  giebt 
also  zwei  Schrauben  gleichen  Parametere  auf  dem  Cylindroid,  und 
nur  zwei.  Der  zur  Parameteraxe  senkrechte  Durchmesser  des 
Kreises  schneidet  diesen  in  zwei  Punkten,  U  und  F,  welche  die 
Bilder  der  Schrauben  grössten  resp.  kleinsten  Parametei*s  sind.  Diese 
Punkte  entsprechen  also  den  beiden  Ilauptschrauben  des  Cylin- 
droids. Die  beiden  Schrauben  vom  Parameter  Null,  die  auf  dem 
Cylindroid  liegen,  werden  abgebildet  durch  die  beiden  reellen  oder 
imaginären  Durchschnittspunkte  der  Parameteraxe  und  des  Kreises. 
Bei  dieser  graphischen  Darstellung  tritt  für  Systeme  zweiter 
Ordnung  ein  allgemeines,  für  jedes  beliebige  System  gültiges,  Ge- 
setz der  Parametervertheilung  auf  den  Systemschrauben  besonders 
deutlich  zu  Tage.  Es  ist  dies  jenes  Gesetz,  welches  besagt,  dass, 
wenn  alle  Parameter  der  Schrauben  eines  Systemes  um  eine  und 
dieselbe  constante  Grösse  vermehrt  werden,   die  resultirendc  Para- 
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Fig.  21. 


metervertheilung  zu  den  möglichen  gehört.  In  der  That  wird  hier, 
wenn  wir  })-hc  an  Stelle  von  p  setzen,  dies  nur  eine  Parallel  Ver- 
schiebung der  Parameteraxe  bedeuten,  während  der  Kreis  selber 
ungeändert  bleibt,  da  der  Durchmesser  2?n,  der  gowissermaassen 
die  Grösse  des  Cylindroids  (den  Abschnitt  auf  der  Doppellinie) 
kennzeichnet,  von  dem  constanten  Glied  in  dem  Ausdruck  für  den 
Parameter  unabhängig  ist. 

§4. 

Wir  wollen  uns  von  jetzt  ab  gestatten,  der  Kürze  halber  von 
der  Schraube  A  zu  reden,  wenn  wür  unter  A  das  IJild  einer 
Cylindroidschraube  auf  dem  Kreise  verstehen.  Diese  Abkürzung 
wird  sich  rechtfertigen,  wenn  es  sich 
zeigt,  dass  alle  denkbaren  Beziehun- 
gen zwischen  zwei  Cylindroidschrau- 
ben  überhaupt  direct  aus  den  Bild- 
punkten abgesehen  werden  können. 
Suchen  wir  z.  B.  etwa  den  kürzesten 
Abstand  der  Schrauben  A,  R  in  Fig.  21. 
Da  nun  alle  Schrauben  der  Flache  deren 
Doppellinie  rechtwinklig  schneiden,  so 
ist  der  gesuchte  Abstand  offenbar  nichts 
weiter  als  der  Unterschied  der  beiden 
Schrauben  entsprechenden  Werthe  von 
mHxnO,  Das  ist  aber  in  der  Abbildung 
der  Unterschied  der  beiden  Abscissen 
von  A  und  /?,  oder  die  Strecke  PQ, 

Der  kürzeste  Abstand  zweier  Schrauben  A  und  B  ist 
gleich  der  Projection  der  Sehne  ^1/?  auf  die  Parameteraxe. 

Wird  diese  Projection  Null  so  schneiden  die  Schrauben  ein- 
ander, und  wir  sehen,  dass  zu  jeder  Schraube  A  eines  Cylindroids 
eine  andere  Schraube  A  der  Fläche  gehört,  die  \jene  vSchneidet. 
Insbesondere  sehen  wir,  dass  die  Hauptschrauben  [/,  V  einander 
schneiden,  und  zwar  unter  rechtem  Winkel.  Denn  es  ist  allge- 
mein der  Winkel 

SA  B  =  (p'—tf)  =  2(<'— 0, 
also  das  doppelte  des  Winkels,  den  die  Schrauben  auf  dem  Cylin- 


394 


Geometrische  Methoden. 


droid  machen.  Sind  wieder  A,  Ä  zwei  Punkte  des  Kreises  der 
Art,  dass  die  Projection  von  AA^  auf  die  Parameteraxe  Null  ist, 
und  lassen  wir  A^  A*  immer  näher  aneinander  rücken  bis  zur 
Coincidenz,  so  kann  der  so  erhaltene  Punkt  L  nur  der  Berührungs- 
punkt der  zur  Parameteraxe  normalen  Kreistangente  sein.  Eine 
durch  L  zu  jener  Axe  gezogene  Parallele  LM^  die  durch  den  Mit- 
telpunkt >S  gehen  muss,  giebt  also  den  Abstand  zweier  Schrauben, 
deren  jede  aus  zwei  zusammenfallenden  besteht.  Dies  sind  die 
beiden  äussersten  reellen  Schrauben  der  Fläche*).  Auch  sie  kreuzen 
sich  senkrecht.     Die  Winkeldifferenz  der  Bilder  ist 

\n — ^n=  7t. 

Vermehren  wir  alle  Parameter  um  den  Betrag  p^,  so  liegt  der  Mit- 
telpunkt des  Bildkreises  auf  der  Parameteraxe.  Dann  werden  alle 
Beziehungen  sehr  einfach.  Die  Endpunkte  einer  zur  Axe  senk- 
rechten Sehne  sind  die  Bilder  von  Schrauben  entgegengesetzt  glei- 
chen Parameters;  und  jedes  Paar  solcher  Schrauben  muss  sich  schnei- 
den. Die  äussersten  reellen  Schrauben  haben  den  Parameter  Null, 
während  die  beiden  Hauptschrauben  beziehungsweise  vom  Para- 
meter -hm  und  — m  sind. 

§5. 

Von  dem  Winkel  zw^eier  Schrauben 
in  der  Abbildung  ist  im  vorigen  Para- 
graphen schon  gelegentlich  die  Rede  ge- 
wesen. Es  wurde  indessen  nur  die  statt- 
findende numerische  Relation  zwischen 
Object  und  Abbildung  benutzt.  Wenn 
man  sich  aber  der  zwischen  Centriwinkel 
und  Peripheriewinkel  stattfindenden  Be- 
ziehung erinnert,  so  hat  man  auch  sofort 
eine  graphische  Darstellung  des  Schrau- 
benwinkels  selber. 

Der  Winkel  unter  dem  die  Sehne 
AB  von  irgend  einem  Punkte  des  Kreises  erscheint,  ist 
gleich  dem  Winkel  der  Schrauben  A,  B  auf  dem  Cylin- 
droid. 

♦;  Siehe  Kapitel  XXI. 
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Wie  wir  uns  schon  überzeugten  sind  die  Endpunkte  irgend 
eines  Durchmessers  die  Bilder  von  auf  einander  senkrechten  Schrau- 
ben. Und  es  giebt  zu  jeder  Schraube  eines  Cylindroids  nur  eine 
auf  ihr  senkrechte  derselben  Fläche. 

Aus  dem  vorigen  und  diesem  Paragraphen  erhellt,  dass  wir 
alles,  was  geometrisch  für  die  vollständige  Bestimmung  einer 
Schraube  nöthig  ist,  in  unserer  graphischen  Dai*stellung  auch  wirk- 
lich zur  Darstellung  bringen  können.  Wir  wenden  uns  nun  zu 
mechanischen  Betrachtungen. 


§6. 

Die  fundamentale  Eigenschaft  des 
Cylindroids  in  mechanischer  Beziehung 
war  diese.  Sind  drei  Schrauben  der 
Fläche  gegeben,  und  man  ertheilt  einem 
starren  Körper  Windungen  um  diesel- 
ben, der  Art,  dass  die  Amplitude  jeder 
Windung  proportional  ist  dem  Sinus 
des  Winkels  der  beiden  nicht  zugehö- 
rigen Schrauben,  so  wird  der  Körper 
nach  Ausführung  der  drei  Windungen 
hintereinander  in  seine  Anfangslage  zurückkehren. 

In  dem  Dreieck  ABC  bestehen  nun  nach  §  5  folgende  Rela- 
tionen zwischen  den  Dreieckswinkeln  und  den  Schraubenwinkeln 

sodass  also  jede  Seite  des  Dreiecks  dem  Sinus  des  gleichnamigen 
Schraubenwinkels  proportional  ist.  Wir  haben  somit  hier  für^den 
angeführten  mechanischen  Satz  diese  Darstellung: 

„Sind  drei  Schrauben  A,  B^  C  auf  dem  Bildkreise  ge- 
geben, und  man  ertheilt  einem  Körper  um  diese  Schrau- 
ben nach  einander  W^indungen  der  Art,  dass  die  Ampli- 
tude jeder  Windung  proportional  ist  der  Gegenseite  des 
Dreiecks  ABC^  so  wird  der  Körper  nach  der  dritten  Win- 
dung wieder  in  die  Ausgangslage  zurückgekehrt  sein.^ 

Auf  Grund  der  zwischen  Windungen  und  Dynamen  bestehenden 
Analogie  ergiebt  sich  hiermit  sofort  noch  der  andere  Satz: 
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„Drei  üynaraen  auf  den  Schrauben  A^  B^  C  sind  im 
Gleichgewichte,  wenn  die  Intensität  jeder  Dyname  pro- 
portional ist  der  ihrer  Schraube  in  dem  Dreieck  ABC 
gegenüberliegenden  Seite.'' 

Windungsgeschwindigkeiten  um  die  Schraube  A,  B,  C  werden 
zusammen  äquivalent  Null  sein,  wenn  sie  in  der  in  den  vorher- 
gehenden Sätzen  aufgestellten  Beziehung  stehen. 

§7. 
Hiermit  sind  wir  nun  auch  in  der  Lage,  eine  Windung  oder 
eine  Dynamo  in  zwei  Componenten  zu  zerlegen,  in  Bezug  auf  zwei 
andere  Cylindroidschrauben.  Denn  es  sei  gegeben  eine  Windung 
von  der  Amplitude  cd  um  eine  Schraube  X  des  Cylindroids,  und 
man  suche  die  Componenten  dei-selben  in  Bezug  auf  zwei  andere 
Schrauben  A  und  B  der  Fläche.  Aus  dem  vorigen  Paragraphen 
ergiebt  sich  aber  sofort,  dass  drei  Windungen  von  den  resp.  Am- 
plituden 

BX        ,  AX 

ß  =  w 


von  denen  die  zweite  um  A^  die  dritte  um  B  stattfindet,  zusam- 
men äquivalent  Mull  sind.     Denn  es  ist 

w:a:ß  =  AB:BX:AX. 
Daher  werden  also 

BX       ^  AX 

ß 


a 


w 


w 


Fig.  24. 


AB  '     ^  AB 

die  Componenten  der  Windung  um  X  in  Bezug  auf  A  und  ß, 
abgesehen  vom  Zeichen,  sein.  Ein  ganz  analoger  Satz  gilt  wieder 
\on  Dynamen. 

Das  umgekehrte  Problem  der  Zusam- 
mensetzung von  Windungen  ist  ebenso  auf 
Grund  des  vorigen  zu  lösen.  Seien,  Fig.  24, 
zwei  Windungen  um  A  und  ß,  von  den 
resp.  Amplituden  a,  ß^  gegeben.  Wir 
suchen  die  Schraube  X,  die  so  beschaffen 
ist,  dass  eine  Windung  von  geeigneter  Am- 
plitude um  sie  einen  Körper  mit  Freiheit 
zweiten  Grades  aus  einer  gegebenen  An- 
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fangslage  in  dieselbe  Lage  überführt,  in  die  er  gelangt,  wenn  man 
ihn  aus  jener  Anfangslage  durch  zwei  aufeinanderfolgende  Win- 
dungen a,  ß  um  A  und  B  herausführt.  Sei  X  die  gesuchte  Schraube 
und  CO  die  Amplitude  der  resultirenden  Windung.  Wir  setzen 
voraus,  dass  a  und  ß  gleiches  Zeichen  haben.    Dann  ist  also  wieder 

w:a:ß  =  AB:BX:AX. 

Die  Bestimmung  des  Punktes  gelingt  hiernach  durch  den  Satz, 
dass  die  Halbirungslinie  eines  Dreieckswinkels  dessen  Gegenseite 
im  Verhältniss  der  anliegenden  Seiten. theilt.  Wir  bestimmen  dem- 
gemä.ss  auf  der  Strecke  AB  einen  Punkt  ./  so,  dass 

AJ:JB  =  ß:a, 

und  ziehen  durch  den  Halbirungspunkt  //  des  Bogens  AB  die  Ge- 
rade //./,  welche  den  Kreis  in  dem  Punkte  -X  schneidet.  Dieser 
Punkt  ist  in  der  That  das  Bild  der  gesuchten  Schraube.  Denn  es 
ist  nach  dem  angeführten  Satze 

AJiJB  =  AXiBX 
d.  h. 

BX:AX=      a:ß, 

wie  noth wendig  ist.     Das  resultirende  co  bestimmt  sich  dann  aus 

cu:a:/?  =  AB:  BX:  AX 

mit  Hülfe  der  Relation 

ab'  =  ÄX'-hBX'—2AXBXcosx, 

wo  X  ^1^"  Winkel  AXB,  also  den  über  dem  Bogen  AB  stehenden 
Peripheriewinkel,  also  nach  §  f)  den  Winkel  der  Schrauben  /1,  B 
bezeichnet.  Versteht  man  nun  noch  unter  A  einen  Proportionali- 
tätsfactor.  sodass 

ü)  =  A.^/?,    a  =  X.BX,    ßr=X.AX, 

so  ist  nun  sofort 

(xi^  =  a'-hß^ — 2aßco»X' 

Sind  die  beiden  Amplituden  a,  ß  von  ungleichem  Zeichen,  so  tritt 
an  Stelle  von  ./  der  Punkt  ./',  der  die  Strecke  AB  äus.serlich  in 
dem  Verhältnisse  j9:«  theilt,  und  es  sind  AJBJ'  vier  harmonische 
Punkte. 

An  die  Stelle  von  //  tritt  der  diatnetral  gegenüberliegende  //' 
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und  die  Gerade  IVJ'  trifft  den  Kreis  wieder  im  Punkte  X     Da 
nun  aber  er,  ß  von  ungleichem  Zeichen  sind,  so  ist 

to'  =  a'+/5'-f-2ai9co8X. 

Ganz  analoge  Resultate  ergeben  sich  für  Dynamen. 
Setzen  wir  insbesondere  w  =  J,  so  sind 


AB  ~"     •' 


AB  ~     ' 


nach  der  in  Kapitel  V  gegebenen  Definition  die  Coordinaten  der 

Schraubet,  bezogen  auf  die  Fundanientalschrauben  /l,  B. 

Die  zwischen  ihnen   stattfindende  identische  Relation  nimmt  hier 

die  Form  an 

XJ+XJ-2X,X,cosx=l. 

Legt  man  also  für  die  graphische  Darstellung  die  Lange  der  Strecke 
AB  als  Längeneinheit  zu  Grunde,  so  sind  die  Coordinaten  einer 
Schraube  des  Cylindroids  diroct  als  die  geradlinigen  Abstünde  des 
ßildpunktes  von  den  Fundamentalpunkten  zu  definiren. 


Fig.  25. 


§8. 

AVenn,  Fig.  25,  der  Punkt  0  der  Pol 
der  Parameteraxe  ist,  so  wollen  wir 
nun  zwei  Schrauben  A^  B  i^  Cylin- 
droids  betrachten,  die  in  solcher  Be- 
ziehung stehen,  dass  die  Sehne  AB 
durch  0  geht.  Ks  ist  dann  zunächst, 
weil  0  der  Pol  von  PQ  ist, 


SO,ST=SA'  =  SB\ 

woraus  weiter  folgt 

/LSTA  =  LSAB 
^STB=:  ^SBA, 

sodass   also  l^ATB  durch  AT  halbirt 

wird.     Damit  wird  dann  weiter 

l^ATP=}iLASB  =  0=l^BTQ, 

Es  wird  also 

APco^d=  PT  sind, 

weil  jede  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  das  Loth  von  P  auf 
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A  T  darsteUt.     Ganz  analog  kommt 

ßQcosÖ=  QTsinÖ, 

und  die  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen  giebt 

{AP+BQ)co^e  ==  (Pr+Qr)sinö. 
Rs  ist  aber 

AP  =  p^,    DQ  =  py,    PT-hQT=PQ  =  <l, 

wenn  d  den  kürzesten  Abstand  der  Schrauben  A,  B  bedeutet. 
Unsere  letzte  Gleichung  schreibt  sich  daher  auch  so 

(p^-hPß)coHd — r/siuö  =  0, 

geht  also  in  die  wohlbekannte  Gleichung  der  Reciprocität  von  A, 
B  über.     Wir  sind  somit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

„Zwei  Schrauben  A^  B  sind  reciprok,  wenn  die  Sehne 
AB  durcTi  den  Pol  der  Parameteraxe  geht." 

Die  zu  einer  gegebenen  Schraube  A  reciproke  Schraube  des 
Cvlindroids  ist  also  immer  linear  zu  construiren.  Man  bestimmt 
den  Pol  O  der  Parameteraxe  —  was  lediglich  mit  dem  Lineal  ge- 
schieht —  und  bestimmt  dann  den  Schnittpunkt  B  der  Gemden 
AO  und  des  Bildkreises.  Der  Punkt  B  stellt  die  geforderte 
Schraube  dar. 

Wir   bemerken   noch,    dass  die  beiden   Hauptschrauben  CT,   V 

(Fig.  20),    reciprok  sind.     Ihre  Sehne  geht  in  der  That  durch  O, 

da  sie  da  durch  den  Mittelpunkt  geht  und  auf  der  Parameteraxe 

senkrecht  steht. 

§9. 

Die  Einfuhrung  des  Punktes  0,  der 
im  vorigen  Paragraphen  definirt  wurde, 
ermöglicht  noch  eine  neue  Darstellung 
des  Parameters  dieser  Schraube,  die  für 
fernere  Untersuchungen  wichtig  ist. 

Sei  A  die  Schraube,  deren  Para- 
meter wir  daretellen  wollen.  Zunächst 
bietet  sich  uns  für  denselben  die  bis- 
her schon  benutzte  Form  des  Ausdrucks 
durch  das  Loth  A  P  dar.  Ziehen  wir 
nun  die  Sehne  AGB,  und  construiren 
dann  den  Schnittpunkt  E  der  Geraden 


Fig.  26. 


1 
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BT  um]  AP,     Dann  ist 

AE=2AP, 

denn  da  0  der  Pol  der  Parameteraxe  ist,  so  halbirt  die  Linie  PI 
den  Winkel  ATE,  sodass  also  AE  im  Punkte  P  halbirt  ist.  Aus 
der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BAE,  BOT  folgt 

OB:AB  =  OT:AE, 

woraus,  da  nach  obigem  AE  =2p^,  folgt 


2;>.  = 


AB.OT 


OB 


-~       —     • 


Es  ist  aber,   wie  leicht  zu  sehen,   das  Viereck  ASBT  ein  Kreis- 
viereck, wonach  man  hat 

OT.OS=()A,OB. 

Mit  Benutzung  des  hieraus  folgenden  Werthes  für  OT,  ergiebt  sich 
somit  für  p^^  der  Ausdruck 

_   AO.AB_ 

Hier  ist  nun  208  eine  Constante,  sodass  sich  folgender  Satz  ergiebt: 
„AVenn    AB    irgend    eine   durch   den   Pol  O  der  Para- 
meteraxe  gehende   Sehne    ist,    so    ist   der  Parameter    der 
Schraube  A  proportional  dem  Rechteck  AO,AB.^ 

Man  kann  von  diesem  Resultat  sofort  Gebrauch  machen,  um 
die  Gleichung  der  Reciprocität  zweier  Schrauben  in  ihren  Coordi- 
naten  herzuleiten. 

Wenn  als  P^undamentalsystem  zwei 
reciproke  Schrauben  genommen  werden, 
so  ist  diese  Gleichung  bekanntlich 

?>,«,/?,+/>,«,iS2  =0, 

wo  p,,  p.^  die  Parameter  der  Fundamen- 
talschrauben sind.  Ist  O  der  Pol  der 
Parameteraxe,  so  sind  A,  B  ein  solches 
Fundamentalsystem.  Die  Grossen  mit 
dem  Index  1  beziehen  sich  auf  A^  die 
mit  dem  Index  2  auf  B,  Dann  ist  nach  dem  letzten  Satze,  wenn 
die  Strecke  AB  als  Einheit  der  Längen  genommen  wird,    und  c 


Fijr.  20  a. 
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eine  Con.stante  bedeutet 

p^  =  r.AO,    p^  =  C.OB. 

Ferner  nach  §  7,  wenn  die  Coordinaten  von  X  mit  S,  die  von  -X' 
mit  E'  bezeichnet  werden 

5,  =  ßX,      £.  =  AX 

?;  =  Bx\  ?;  =  ^x'. 

Denken  wir  uns  nun  das  Viereck  ABXX'  so  entstanden,  dass  zu 
den  beiden  Punkten  AB  erst  X  und  dann  X'  hinzutrat,  so  sind 
die  beiden  Dreiecke,  aus  denen  das  Viereck  besteht,  ihrer  natür- 
lichen Entstehung  gemäss  in  den  resp.  Sinnen  zu  durchlaufen 
AXX\  BXX\  Diese  Sinne  sind  aber  entgegengesetzt:  den  von 
den  Strecken  AX^  XX\  X' A  begrenzten  Ebenentheil  hat  man 
hier  immer  zur  l^inken,  den  von  ßX.  XX',  X'A  begrenzten  immer 
zur  Rechten.  Nach  einer  in  Kapitel  I  gemachten  Bemerkung  ist 
den  Flächeninhalten  dieser  Dreiecke  somit  entgegengesetztes  A'or- 
zeichen  zu  ertheilen.  Da  das  A'iereck  dem  Kreise  eingeschrieben 
ist,  so  Ist  die  Summe  der  Viereckswinkel  180";  die  Sinus  dieser 
Winkel  sind  also  einander  gleich.  Den  gemeinsamen  Werth  dieses 
Sinus  nenne  ich  A,  so  sind  die  absoluten  Werthe  der  Flächenin- 
halte der  beiden  Dreiecke 

AXX'  =\AX,X'A.X 

BXX'  =  i,BX.X'B.k, 

das  Verhältniss  ihrer  numerischen  Werthe  ist  also 

Ist  nun  «  der  spitze  Winkel  der  beiden  Kreissehnen  AB  und  XX' 
und  sina  =  /(,  so  ist  auch 

ßXX'  =  — ^XX'.ßO.n«, 


also  das  Verhältniss 


Somit 


AO 
OB 


AO  _        g,.g', 

-  OB  ?,.r, 

Bill,   Mechanik.  26 


402  (teorat'trische  Methoden. 

Multiplicirt  man  noch  mit  der  Constanten  r,    so  geht  diese  Glei- 
chung ohne  weiteres  in  der  That  über  in 

die  Gleichung  der  Reoiprocitiit  zwischen  den  Schraulien  X,   X'  in 
der  bekannten  Form. 

§10. 

Nach  einem  in  Kapitel  XVI  entwickelten  allgemeinen  Satze 
ist  zu  schliessen,  dass  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Pa- 
rameter zweier  reciproken  Schrauben  eines  Cylindroids  constant 
ist.  Es  kann  dies  hei  der  graphischen  Darstellung  leicht  gezeigt 
werden.     Denn,  man  hat,  Fig.  25 

AP:  BQ  =  TP:  TQ  ==  OA  :  OB, 

.sodass  wir  0  als  Schwerpunkt  zweier  materiellen  Punkte  A,  B  von 

den   resp.  Maas.sen  —   ,    -    -     ansehen   können.     Dann   folgt  aber 

Pa  Pß 

sofort  auf  Grund  der  Eigenschaften  des  Schwerpunkts 
--'AP+-    .BQ  =  {—^--\0T. 

Pa  Pß  ^Pa  Pßf 

Jedes  der  beiden  Glieder  auf  der  linken  Seite  i.st  aber  der  Einheit 
gleich,  und  die  Strecke  OT  ist  unveränderlich,  es  ist  daher  in  der 

That 

112 
—    H =  -.TTjFT  =  const. 

Pa  Pß  ^^^ 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangen  wir  durch  Anwendung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gegebenen  Parameterdarstellung.     Denn  aus 

_   AO^AB 

^'«  ~       20^' 

_OB.AB 

P'^~    "2?tö 
zieht  man 

_  ab'  _  äb\ao,ob 

und  hieraus 

1  L  _  _  '^^^ 
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Nun  ist  aber  tlas  Rechteck  AO.OB  constant  fiir  jede  durch  0  ge- 
führte Sehne  AB;  ebenso  ist  OS  constant,  sodass  also  wieder 

1 =  const., 

Pa         P? 

und  die  Constante  hat  denselben  Werth  wie  oben,  da 

OS.OT=  AO.OB. 

§11- 
Bei  der  im  vorigen  gegebenen  Darstellung  zweier  reciproken 
Schrauben   hat  es   sich  im  Grunde  nur  um  Darstellung  eines  spe- 
ciellen  Werthes  des  vii'tuellen  Coefficienten  zweier  Schrauben.  Null, 
gehandelt.     Wir  gehen  nun  dazu  über,  für  die  Grösse 

eine  Darstellung  zu  geben,  wenn  yw.  21, 

dieselbe  einen  beliebigen  Werth 
hat.  Seien,  Fig.  27,  A  und  B 
die  beiden  Schrauben,  deren  vir- 
tueller Coefficient  gesucht  wird; 
und  sei  ferner  wieder  0  der  Pol 
der  Parameteraxe  PQ.  Die  Ge- 
rade AB  möge  OT  im  Punkte  0' 
schneiden.  Wir  constrairen  dann 
die  Polare  P'Q'  von  0'.  Es  ist 
dann  P'Q'\\PQ,  Des  weiteren 
construiren  wir 

TF±AT\    OG±AB. 

Nun  ist  wieder,  wie  vorhin, 

jLATP'  =  LTTF=^d, 

und,  da 

^SAO'  =  LArO\     LSAO=  LATO, 

so  muss  auch  sein 

LSA(y~LSAO=  jLATO'-^LATO 

jLOAG=  LTAF, 

sodass   also   die  Dreiecke  0^46  und  TAF  ähnlich  sind.     Daraus 

26* 
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folgt  dann 


AO  OS 

Nun  ist  aber,  §  8, 

(p^_7T'+Pj— TTOcosO— JsinÖ  =  0, 

woraus  folgt 

Es  ist  also 

TT  coi^  0  =  TF 

der  virtuelle  Coefficient  der  Schrauben  A^  B;  und  nach  der  oben 
für  TF  gefundenen  Gleichung  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

„Der  virtuelle  Coefficient  zweier  Schrauben  A,  B  ist 
proportional  dem  senkrechten  Abstand  des  Poles  der  Pa- 
rameteraxe  von  der  Sehne  AB.^ 

Denn  es  sind  AS^  OS  constante  Strecken,  und 

TF=  OG'  ' 

OS 

Aus  diesem  Ergebniss  folgt  sofort  wieder,  dass  A  und  B  reciprok 
.sind,  wenn  die  Sehne  A  B  durch  0  geht.  Denn  alsdann  ist  OG  =  0 
und  somit  auch   TF  =  ra«^  =  0. 

§12. 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit,  welche  die  Grösse  ra^ß  für  die 
ganze  Theorie  besitzt,  erscheint  es  von  Interesse,  noch  auf  eine 
andere  Art  der  Darstellung  des  virtuellen  Coeflficienten  hinzu- 
weisen. Dieselbe  gründet  sich  auf  folgende  einfache  geometrische 
Betrachtung. 

Sei  daa  Dreieck  ABC  gegeben.  An  den  demselben  umschrie- 
benen Kreis  legen  wir  in  den  Punkten  A,  B,  C  Tangenten,  so 
wird  das  umschriebene  Dreieck  XYZ  erhalten.  Die  Längen  der 
Seiten  des  Dreiecks  AB('  mögen,  wie  gebräuchlich,  durch  «,  i,  c 
bezeichnet  sein.  Dann  ist  leicht  zu  sehen,  da^s  der  Schwerpunkt 
von  Massen  a',  b'\  c^^  die  resp.  in  den  Punkten  A^  B,  C  vor- 
handen sind,  auf  den  drei  Geraden  AX,  BY^  CZ  liegen  muss. 
Diese  drei  Geraden  müssen  sich  also  in  einem  Punkte./  schneiden. 
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der  dann  der  Schwerpunkt  jener  Massen  ist.  Ist  nun  11  der  zweite 
Durchschnittspunkt  der  Geraden  BY  mit  dem  Kreise,  so  ist,  weil 
CA  die  Polare  von  Y  ist,  das  Doppel verhältniss  der  vier  Kreis- 
punkte BHAC 

(B1JAC)  =  —1. 

Ist  dann  M  irgend  ein  Punkt  des  Kreises,  so  sind  auch  die  vier 
Strahlen  MB,  MIl,  MA,  M('  harmonische.  Nehmen  wir  den  Punkt 
B  selber  als  iuuften  Punkt  37,  so  geht  der  Strahl  MB  in  die  Tan- 
gente BZ  über,  und  man  sieht,  dass  J  und  Z  harmonisch  conju- 
girtc  Punkte  der  Strecke  CZ  sind.  Daraus  folgt  dann,  dass  Z  der 
Schwerpunkt  von  Massen  +«%  +A^  — c'^  ist,  die  sich  beziehlich 
in  den  Punkten  J,  ß,  C  befinden. 

Denken  wir  uns  nun  die  Parameteraxe  gezeichnet,  und  möge 
h  die  Länge  des  Loths  von  Z  auf  diese  Axö  bedeuten.  Denken 
wir  uns  ferner  die  Parameter  ;;,,  jk,  p^  der  Schrauben  ^1,  B,  C 
construirt.  Dann  ist,  auf  Grund  einer  bekannten  Eigenschaft  des 
Schwerpunkts 

I\a'-hjK,b'—p^a'  =  (a'-hb'—cyi  =  2abhco6(\  (a) 

Nehmen  wir  nun  A  und  B  als  Fundameutalschrauben,  und  seien 
^j,  Qy  die  Coordinaten  der  Schraube  C  in  Bezug  auf  diese  Schrau- 
ben.   Dann  ist  nach  Kapitel  V 

wenn   «sj,^    den   virtuellen  Coefficienten  der  Schrauben  yl,  Ä  be- 
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zeichnet.     Nun  ist 

a  b 

und  somit 

sodass  aus  Vergleichung  dieser  Relation  mit  Gleichung  {a)  folgt 

o^jj  =  — ÄcosC, 

welches  die  neue  J)arstellung  des  virtuellen  Coefficienten  zweier 
Schrauben  ist.  Dabei  ist  es  irrelevant,  dass  diese  Grösse  hier  mit 
negativem  Zeichen  erscheint,  da  es  hier  nur  auf  den  absoluten 
Werth  der  darstellenden  Strecke  ankommt.  Wir  können  also  den 
Satz  aussprechen: 

„Der  virtuelle  Coefficient  zweier  Schrauben  ist  gleich 
dem  Cosinus  des  von  ihrer  Sehne  gespannten  Winkels, 
(also  des  Winkels  der  Schrauben)  multiplicirt  in  den 
senkrechten  Abstand  dos  Poles  dieser  Sehne  von  der  Pa- 
rameteraxe. 

Dies  ist  wohl  die  interessanteste  Darstellung  für  den  virtuellen 
Coefficienten.  Auch  sie  zeigt,  dass  die  Sehne  reciproker  Schrauben 
durch  den  Pol  der  Parameteraxe  gehen  muss.  Denn  es  wird 
01,3  =  0  für  A  ==  0.  Es  muss  also  in  diesem  Falle  der  Pol  der 
Sehne  auf  der  Parameteraxe  liegen.  Wenn  aber  der  letztgenannte 
Punkt  die  Parameteraxe  beschreibt,  so  muss  die  Sehne  sich  um 
den  Pol  dieser  Axe  drehen.  Für  cosC  =  0,  C  =  90^  verschwindet 
e9j2  Glicht.  Es  rückt  dann  der  Punkt  Z  in's  Unendliche,  und  der 
Ausdruck  für  ra^,  wird  zunächst  unbestimmt. 

Das  hier  erlangte  Resultat  für  ra,,  steht  übrigens  in  enger 
Verbindung  mit  demjenigen  des  vorigen  Paragraphen.  Denn  wir 
haben  den  elementargeometrischen  Satz: 

Wenn  in  einem  Kreise  zwei  Sehnen  AB^  Aß  gegeben  sind, 
und  die  zugehörigen  Peripheriewinkel  sind  6\  C\  so  möge  der 
senkrechte  Abstand  des  Poles  der  Sehne  AB  von  AB^  mit  A,  der 
senkrechte  Abstand  des  Poles  der  Sehne  AB^  von  AB  mit  K  be- 
zeichnet werden.     Dann  hat  man 

Äcos6'=  A'cosC. 

Aus  diesem  Satze  folgt,    dass  der  virtuelle  Coefficient  zweier 
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Schrauben  gleich  ist  dem  Product  des  seakicchten  Abstandes  des 
Poles  der  Parameteraxe  von  der  Sehne  der  beiden  Schrauben  in 
den  Cosinus  des  Winkels,  den  die  Parameteraxe  in  dem  Kreise 
spannt.  Es  ist  dies  direct  einzusehen,  wenn  die  Parameteraxe  den 
Kreis  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet.  Auf  diesen  Fall  kann 
aber  jeder  andere  nach  einem  oft  benutzten  Princip  stets  reducirt 
werden. 

§13. 

Wir  waren  schon  im  §  9  in  einem  speciellen  Falle  von  der- 
jenigen Form  des  Ausdruckes  für  den  virtuellen  Coefficienten  aus- 
gegangen, die  sich  bei  Anwendung  der  Schraubencoordinaten  er- 
giebt.  Seien  also  wieder  C*(?),  ^"C^/)  zwei  Schrauben  eines  Cylin- 
droids,  so  ist,  wenn  die  Fundamentalschrauben  reciprok  sind,  der 
virtuelle  Coefiicient  gegeben  durch 

/^  ?i^/i +7'.  ?..'/.  • 
In  Figur  29  mögen  A,  B  die  Fundamentalschrauben  bezeich- 
nen,  und  PQ  die  Parameteraxe.     Dann   geht  also  die  Sehne  AB 

Fig.  'JH. 


H 


durch  den  Pol  0  dieser  Axe.    Und  es  sind  die  vier  Punkte  ABOH 
zwei  Paare  harmonisch  conjugirter  Punkte.     Demnach  ist 

OA:OB=  HA  :11B  =  APiBQ  =  p,ip^. 

Der  Punkt  0  kann  somit  angesehen  werden  als  der  Schwerpunkt 
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von  Massen , ,  die  sich  beziehlich  in  den  Punkten  A,  B 

Pi        P, 
befinden.     Zieht  man  daher 

AX±CC\    BY±CC',    OG±CC\ 

so    wird    man    wieder    auf   Grund    der  Schwerpunktseigenschaften 
haben 

Pl  P2  ^  Pl  P2  } 

oder 

p,AX-^p,BY=  (p,'hp,)OG. 

Es  ist  aber  auch,  wenn  m  den  Radius  des  Kreises  bedeutet, 

2mAX  =  AC\AC'',    2mBY=BC,BC\ 

sodass  die  letzte  Gleichung  wird 

0G,ÄB' 


m 


p,.BC.BC'^p,.A(:.AC  =  27n(p^+jK,)OG  =  ».  ^^^ 

nach  einem  schon  oben  (§  10)  gefundenen  Satze.  Und  dies  lässt 
sich  nun  endlich  so  schreiben 

BC     BC'  AC     AC  _       OG 

^^''  ab'ab'^^'''  ab    ab  "~  ""'  ÖS  ' 

Die  Quotienten  auf  der  linken  Seite  sind  aber  die  Coordinaten  von 
(\  C  in  Bezug  auf  yl,  ö,  sodass  man  die  letzte  Gleichung  in  der 
Form  erhält 

m 

Dies  ist  aber  wieder  der  im  §  11  gefundene  Ausdruck,  denn  es  ist 
AS  =  m. 

§14. 

Wenn  dem  virtuellen  Coefficienten  zweier  Schrauben  ein  con- 
stanter  Werth  beigelegt  wird,  so  umhüllt  die  Sehne  der  Schrauben 
einen  Kreis,  dessen  Centrum  der  Pol  der  Parameteraxe  ist,  wie 
sich  aus  §  11  und  §  13  ergiebt.  Es  können  also  im  allgemeinen 
zwei  Schrauben  gefunden  werden,  die  mit  einer  gegebenen  Schraube 
einen  gegebenen  virtuellen  Coefficienten  haben.  Wenn  eine  Schraube 
A  gegeben  ist,  so  findet  man  diejenige  Schraube,  welche  mit  ihr 
den   grössten  virtuellen  Coefficienten  hat,    indem  man  die  Sehne 


Kap.  XX.    Graphische  Methoden  etc. 


409 


Fig.  ao. 


des  Bildkreises  construirt,  die  senkrecht  steht  auf  der  Geraden  OA 
vom  Pole  0  der  Parameteraxe  nach  A, 
Ist  überhaupt  A  eine  feste,  X  eine 
veränderliche  Schraube,  dann  ist  nach 
obigem  der  virtuelle  Coefficient  von  A 
und  X  proportional  der  Strecke  OG, 
d.  h.  proportional  dem  Sinus  des  Win- 
kels OAX,  also  proportional  der  Strecke 
BX.  Wenn  also  X  den  Kreis  beschreibt, 
Fig.  30,  so  wird  der  virtuelle  Coefficient 
der  Schrauben  yl,  X  sich  proportional 
dem  Abstände  des  Punktes  X   von  dem  festen  Punkte  B  ändern. 


§15. 

Die  DaiNtellungen  für  den  Fig.  31. 

virtuellen  Coefficienten  zweier 
Schrauben  führen  übrigens  noch 
zu  einer  neuen  Darstellung  des 
Parameters  einer  Schraube. 
Denn  der  virtuelle  Coefficient 

zweier  zusammeufallenden 
Schrauben  ist  gleich  dem  Pa- 
rameter. Wenn  also  in  Figur 
30  die  Punkte  J,  B  in  ein- 
ander fallen,  sodass  die  Sehne 
AB  in  die  Tangente  AG  in  A  (Fig.  31)  übergeht,  so  ist  der  Pa- 
rameter von  A 

OG 


p    =  m 


OS 


sodass  wir  diesen  Satz  haben: 

„Der  Parameter  einer  Schraube  des  Cylindroids  ist 
gleich  dem  senkrechten  Abstände  des  Poles  der  Para- 
meteraxe von  der  Tangente  in  dem  Bildpunkte  der 
Schraube." 

§iti. 

Zu  dem  Ausdrucke  für  den  Parameter  einer  Schraube,  auf 
den  wir  in  den  letzten  Paragraphen  hingeleitct  wurden?  kann  man 
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übrigens  noch  auf  sehr  einfache  Weise  gelangen.  iSind  nämlich 
die  beiden  Fundamentalschrauben  reciprok,  und  ^,,  q.,  die  Coordi- 
naten  einer  dritten  Schraube,  so  sind  bekanntlich 

die  resp.  virtuellen  Coefficienten  der  dritten  Schraube  in  Bezu^^ 
auf  die  Fundamentalschrauben.  Es  wird  also.  Fig.  30,  der  virtuelle 
Coefficient  von  X  in  Bezug  auf  A  sein: 

BX 

Es  ist  aber,  nach  §  9, 

_   AO,AB 

^'  "~  '   20S      ' 
wonach 

_  AO,BX    _    2 m.AO. sin A    _       OG 

®  ~      20S      ~  20S  ~^  '''  ~()S~ ' 

d.  i.  den  schon  mehrfach  angegebenen  Wort!»  erhält. 

§17. 

Eine  Schraube  vom  Parameter  Null  ist  sich  selber  reciprok. 
Die  Tangente  im  Bildpunkte  einer  solchen  Schraube  ist  somit  als 
die  Sehne  zweier  reciproken  Schrauben  anzusehen.  Sie  muss  als 
solche  aber  durch  den  Pol  der  Parameteraxe  gehen.  Dies  Ergebniss 
besagt  aber,  nur  in  andern  Worten,  die  schon  im  Anfang  dieses 
Kapitels  hervorgehobene  Thatsachc.  dass  die  Parameteraxe  den 
Bildkreis  in  zwei  Punkten  schneidet,  die  Schrauben  vom  Para- 
meter Null  dai'stellen. 

§18. 

Es  giebt  eine  ausgezeichnete  Lage  der  Parameteraxe,  nämlich 
diejenige,  in  der  diese  Gerade  den  Kreis  in  zwei  zusammenfallenden 
reellen  Punkten  schneidet,  also  Tangente  des  Bildkreises  wird. 

In  diesem  spocielleu  Fall  giebt  es  daim  nur  eine  Schraube 
vom  Parameter  Null  auf  dem  Cylindroid.  Ihr  entspricht  der  Be- 
rührungspunkt 0  der  Parameteraxe.  Die  Parameter  aller  anderen 
Schrauben  der  Fläche  haben  gleiches  Zeichen.  Der  Maximalwerth 
des  Parameters  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  Bildkreises.  End- 
lich ist  die  Schraube,   deren  Bildpunkt  der  Punkt  0  ist,   reciprok 
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ZU  jeder  Schraube  des  Cyllndroids.  Und  nur  wenn  die  Parameter- 
axe  diese  specielle  Lage  hat,  tritt  dies  ein,  dass  es  auf  dem  Cy- 
lindroid  eine  Schraube  giebt,  die  zu  jeder  andern  der  Fläche  reci- 
prok  ist. 

Dieser  Fall  subsumirt  sich  unter  Betrachtungen,  die  im  vorigen 
Kapitel  angestellt  wurden.  Ein  Schraubonsystem  A*"^  Stufe  ist 
durch  i",  sein  reciprokes  durch  6 — k  Schrauben  bestimmt.  Und 
OS  ist  dann  jede  Schraube  des  einen  jeder  Schraube  des  anderen 
Systems  reciprok.  Haben  aber  beide  Systeme  eine  Schraube  ge- 
mein, so  muss  diese  sich  nun  selber  reciprok  sein,  und  also  den 
Parameter  Null  besitzen. 

§19. 

Die  bisherigen  Betrachtungen  dieses  Kapitels  beziehen  sich 
nur  auf  Punkte  unserer  Theorie,  welche  der  Statik  oder  der  Kine- 
matik eines  Körpers  mit  Freiheit  zweiten  Grades  angehören.  Wenn 
wir  daher  nun  auch  die  Kinetik  solcher  Körper  hinsichtlich  gra- 
phischer Darstellung  ins  Auge  fassen,  so  wird  sich  uns  zunächst 
jene  Grösse  u  darbieten,  die  zu  einer  jeden  Schraube  gehört,  und 
welche  bei  der  Dai*stellung  der  kinetischen  Energie  eines  Körpers 
eine  Rolle  spielt. 

Wenn  ein  starrer  Körper,    von   der  Masse  iV,    sich  um   eine 

Schraube  ^  mit  der  Windungsgeschwindigkeit  ^  bewegt,  so  ist 
seine  kinetische  Energie 

Diese  Grösse  ist  bisher  nur  analytisch,  als  ein  bestimmter  zur 
Schraube  S^  gehöriger  Parameter,  eingeführt  gewesen.  Wir  wollen 
an  dieser  Stelle  zeigen,  welche  geometrische  Bedeutung  der  Strecke 
u  zukommt. 

Als  Fundamentalsystem  nehmen  wir  die  absoluten  Hauptträg- 
heitsschrauben. Wenn  dann  r^  eine  auf  dem  Träger  von  ^  lie- 
gende Schraube  vom  Parameter  Null  ist,  und  jj,,  . . .,  i^g  ihre 
('Oordinaten  sind,  so  hat  man  bekanntlich  für  die  Coordinaten  von 
^  die  Ausdrücke 
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p^      dR 


j),     dR 
'        4i>,    dt,. 


Führt  man  diosc  Ausdrücke  nun  in  die  Gleichung  ein,  durch  welche 
M  definirt  wird,  nämlich  (Kap.  IX  §  9), 


so  kommt 


ul  =  uJ,+^p^Sp,r,,-^+^spyS\-^-)  • 


6%     '  *«'^*     Vöry, 

Nun  ist  aber,  wie  wir  früher  zeigten, 

dR        _      ^(dRV      ^ 

und  es  ergiebt  sich  somit  zunächst: 

wj  =  wj  +  i;>j. 

Nun  ist  aber  offenbar,  wie  sich  aus  Kap.  VIII  und  Kap.  IX  ergiebt, 
für  eine  Schraube  vom  Parameter  Null  die  Grösse  u  mit  dem  zu 
dem  Träger  der  Schraube  gehörigen  Trägheitsradius  q  durch  die 
Relation  verbunden 

Es  ist  daher,  da  hier  die  Schrauben  ij,  ^  gemeinschaftliche  Träger 
besitzen 

sodass  man  endgültig  erhält 

aus  welcher  (ileichung  die  eigentliche  Bedeutung  der  Grösse  u  er- 
hellt. 

„Die  zu  jeder  Schraube  ^  gehörige  Strecke  w^  hat  die 
Eigenschaft,  dass  ihr  Quadrat  gleich  ist  dem  arithmeti- 
schen Mittel  aus  den  Quadraten  des  Parameters  von  ^ 
und  des  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  ^.^ 

Dies  Resultat  hätte  auch  durch  eine  einfache  Betrachtung  der 
elementaren  Mechanik  erlangt  werden  können.    Beachten  wir,  dass 
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die  leinetische  Energie  der  Bewegung  um  eine  Schraube  sich  zu- 
sammensetzt aus  der  kinetischen  Energie  einer  Rotation  um  den 
Träger  der  Schraube  und  derjenigen  einer  Translation  parallel  zu 
diesem  Träger.  Da  die  Richtungen  dieser  beiden  Bewegungen  für 
jeden  Punkt  des  bewegten  Körpers  auf  einander  senkrecht  sind,  so 
erhält  man  die  totale  kinetische  Energie  ganz  einfach  durch  Addi- 
tion der  erwähnten  Theilbeträge.  Es  ergiebt  die  Rotation  den 
Betrag 

und  die  Tran.slatiou  den  Retrag 

sodass 

Es  ist  aber  auch  definirt 

wonach  sein  muss 

Wenn  also  i>  insbesondere  eine  der  alwoluten  Hauptträglieits- 
sclirauben  ist,  so  hat  man 

"»  =  Ql  =  pI  ■ 

§20. 

Es  seien  nun  ^,,   ^.^   die  Coordinaten   einer  Schraube  ^  des 
Cjiindroids,  bezogen  auf  irgend  ein  auf  der  Fläche  liegendes  Fun- 

damentalsystem,  dann  sind  ^^,,  ^^^  die  Componenten  einer  Win- 

•  

dungsgeschwindigkeit  ^  in  Bezug  auf  dieses  System  und  die  kine- 
tische Energie  Avird  sich  zunächst  in  der  Form  darstellen 

sodass  also  jetzt 

wo  die  Grössen  /,  /f.  v  Constauten,  mithin  für  alle  Schrauben  der 
Fläche  dieselben  sind. 

Diese  Form   des  Ausdrucks  für  ?/.9  ist   nun   einer  bemerkens- 
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V\g,  32. 


wertheu  Vereinfachung  fähig,   wenn  an  Stelle  des  jetzt  beliebigen 

Coordinatensystem«  ein  specielles  gewählt  wird. 

Nehmen  wir  die  Strecke  AB  als  Ein- 
heit des  LängenmaaAses,  und  nennen  den 
zur  Sehne  AB  in  dem  Bildkreise  gehö- 
rigen Peripheriewinkel  e,  so  sind  die 
Coordinaten  der  Schraube  -X  (Fig.  32) 

l  =  ßX    5,  =  .IX 

und  müssen  der  Relation  genügen 

?»-f-SJ— 2E,?,cos€  =  l. 

^  Danach  kann  die  Gleichung  fiir  die  zur 

Schraube  X  gehörige  Grösse  u  auch  so  geschrieben  werden 

;.?J+2/iJ,?,+v?;t-w!(£?-2$,J,cos€+55)  =  0.       (X) 

Diese  Gleichung  möge  nun  transformirt  werden  durch  den  Ueber- 
gang  von  den  Fundamentalschrauben  A,  B  auf  ein  anderes  Paar 
von  Fundamentalschrauben  A',  B\  Sind  dann  J',,  S',  die  Abstände 
des  Punktes  X  beziehungsweise  von  A\  B\  so  folgt,  mit  Hülfe 
des  Ptolema eischen  Lehrsatzes 

sodass  also  der  Uebergang  von  dem  alten  Coordinatensystem  auf 
das  neue  durch  eine  lineare  Substitution  mit  constanten  CoeHI- 
cienten  vermittelt  wird.  Die  Grösse  u  hängt  nun  lediglich  von 
der  Lage  von  X  ab,  wnrd  also  von  einer  Aendei-ung  des  Coordi- 
natensvstems  nicht  beeinflusst  werden.  Wir  können  daher  An- 
Wendung  machen  von  dem  Satze,  dass  die  Discriminante  der  bi- 
nären quadratischen  Form  (X)  für  lineare  Transformationen  dieser 
Form  eine  Invariante  ist.  Diese  Discriminante  ist,  wenn  wir  der 
Kürae  halber  den  Index  an  der  Grösse  u  weglassen: 

D  =  (A— w')(v— w»)— (/i-f-w'cos«)'. 

Diese  Grösse  niuss  nun  für  jede  Schraube  X,  also  auch  fiir 
jeden  Werth  von  u  eine  Invariante  sein.  Stellen  wir  dieselbe  ent- 
wickelt dar: 

D  =  M*sin'f — w'(A-f-2jWC0Sf  4-r)-+-/v — ju', 
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so  miisseü  also  die  Coefficienten  dieser  Form  proportional  sein  den 
homologen  Coefficienten  der  transformirten  Form 

/)'  =  ti^sin'e'— w'(A'+2Ai'cos6'-hr')-hAV— /t''. 

Somit  ergeben  sich  für  die  Transformation  die  beiden  Bedingungs- 
gleichungen 

sin'6'  A'-h2iM'cos£'-hv'         AV— /e'^ 

sin^f  A  +2/1  C0S6  -f-r  A  v  — /i* 

Diesen  beiden  Bedingungen  entsprechend  können  nun  die  vier 
Grössen  A',  /«',  v',  e\  im  übrigen  willkürlich,  gewählt  werden.  Es 
sind  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen.  In  der  That  ist 
es  klar,  dass  zur  Bestimmung  der  Transformation  nur  zwei  unab- 
hängige Grössen  erforderlich  sind,  nämlich  diejenigen  durch  welche 
die  Lagen  von  A'  und  ß'  gegeben  werden. 

Wir  wollen  nun,  um  zu  unserem  speciellen  Coordinatensystem 
zu  gelangen,  noch  die  beiden  willkürlichen  Bedingungen  hinzufügen 

A'  =  r';     /i'  =r  0. 
Damit  erhalten  wir  für  A'  und  «'  die  Gleichungen 

idny   ^         _1A1_ ^       A'' 

sin*«  A-h2jr«cos«-4-r         Ar — jn'^ 

und  hieraus  die  Werthe 

. ,  _      2(Ar-i«') 

A-|-2/icos6-hr 

.  «  r         -2  4(Av— /e') 

sin  «  =  sm  «• 


(A-|-2jt(cosff-|-r)* 

Es  ist  also  A',  auch  der  Form  nach,  eindeutig  bestimmt.  Aus  sin'^' 
bestimmen  wir  zunächst  vier  Werthe 

Die  negativen  Werthe  sind  aber,  als  hier  bedeutungslos,  zu  ver- 
werfen. Die  beiden  positiven  liefern  thatsächlich  nur  ein  Resul- 
tat, denn  die  Sehne  theilt  die  Kreisperipherie  in  zwei  Theile  der- 
art, dass  sie  von  den  Punkten  des  einen  Theils  unter  dem  Winkel 
e'y  von  denen  des  andern  unter  dem  AVinkel  tt — t'  erscheint. 

In  diesem  speciellen  Coordinatensystem   haben  wir  also  für  u 
die  einfache  canonische  Darstellung 
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Fig.  38. 


und  (iie.se  führt  nun  sofort  zu  einer  geo- 
metrischen Repräsentation  von  ?/.  Denn 
seien  (in  Fig.  33)  A^  B  die  eben  einge- 
führten canonischen  Fundamentalschrauben, 
und  0'  der  Halbirungspunkt  der  Strecke 
AB,  so  liat  man 

=  2XO'.YO'-i-2XÖ'' 
=  2XY,X0\ 

sodass  sich  der  Satz  ergiebt: 

„Wenn  ein  starrer  Körper,  mit  Freiheit  zweiten  Gra- 
des, mit  der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit  um 
eine  Schraube  X  des  zugehörigen  Cylindroids  sich  bewegt, 
dann  ist  seine  kinetische  Energie  proportional  dem  Recht- 
eck XY,X(>\  wo  0'  ein  bestimmter  fester  Punkt  der  Sehne 

xr  ist." 

J)ies  Ergebniss  ist  ganz  analog  dem  in  §  9  bei  der  Unter- 
suchung des  Gesetzes  für  die  Parametervertheilung  erhaltenen.  Au 
die  Stelle  des  dort  benutzten  Punktes  0  ist  hier  der  Punkt  0'  ge- 
treten. In  Verfolg  dieser  Analogie  wollen  wir  die  Polare  des 
Punktes  0'  als  Axe  der  kinetischen  Energie  oder  abkürzend 
als  kinetische  Axe  bezeichnen. 

Damit  lässt  sich  dann  sofort  wieder  der  Satz  aussprechen: 

„AVenn  ein  starrer  Körper  mit  Freiheit  zweiten  Gra- 
des sich  mit  der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit 
um  eine  Schraube  X  des  zugehörigen  Cylindroids  bewegt, 
so  ist  seine  kinetische  Energie  proportional  dem  senk- 
rechten Abstand  des  Bildpunktes  X  von  der  kinetischen 
Axe.'' 

Die  in  §  12  für  den  Parameter  gegebene  Construction  kann 
nun  auch  sofort  sinngemiiss  zur  geometrischen  Darstellung  von  m' 
angewandt  werden.  Diese  Grösse  ist  also  proportional  dem  senk- 
rechten- Abstand  des  Punktes  0'  von  der  Tangente  im  Punkte  X, 

Zwischen  den  Punkten  0  und  0'  besteht  übrieens  ein  wesent- 
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lieber  Unterschied.  Der  Punkt  0,  der  Pol  der  Parameteraxe,  kann 
an  jede  beliebige  Stelle  der  Bildebene  rücken,  er  kann  also  nament- 
lich auch  ausserhalb  des  Kreises  liegen.  Denn  es  kann  immer  zwei 
reelle  Schrauben  vom  Parameter  Null  auf  einem  Cylindroid  geben, 
welche  bekanntlich  durch  die  Schnittpunkte  der  Parameteraxe  mit 
dem  Kreise  dargestellt  werden.  Es  kann  aber  keine  Schraube  geben, 
bei  Bewegung  um  welche  ein  Körper  die  kinetische  Energie  Null 
erlangte.  Die  kinetische  Axe  kann  also  den  Kreis  nie  in  zwei 
reellen  Punkten  schneiden,  d.  h.  mit  anderen  Worten  der  Punkt 
0'  muss  immer  innerhalb  des  Kreises  liegen. 

§21. 

Wenn    einem    starren   Körper   mit   Freiheit   zweiten   Grades 
gleichzeitig  um  zwei  Schrauben  a,  ß  des  zugehörigen  Cylindroids 

Windungsgeschwindigkeiten  a,  ß  ertheilt  werden,  so  wird  er  sich 
um  eine  dritte  Schraube  ^  dieser  Fläche  mit  der  Windungsge- 
schwindigkeit ^  bewegen.  Er  erlangt  bei  dieser  wirklich  eintre- 
tenden, resultirenden,  Bewegung  die  kinetische  Energie 

Wäre  die  Schraube  a  allein  vorhanden,  so  würde  der  Körper  bei 
der  Bewegung  um  diese  die  kinetische  Energie 

E^  =  MuW 
erlangen,  und  ebenso  würde  einer  Bewegung  allein  um  die  Schraube 
ß  die  kinetische  Energie 

entsprechen.    Im  Allgemeinen  wird  nun  E  nicht  einfach  gleich  der 

Summe 

E,+E, 

sein.  Indessen  giebt  es  eine  specielle  Beziehung  der  Schrauben  a, 
ß  zu  einander,  vermöge  welcher 

E=E^+E, 

wird.     In  diesem  Falle  ist  also 

ul^''==uW+uyß\ 

und  die  Beziehung  der  Schrauben  a,  /3  zu  einander  ist  dann  die- 

Ball,   Mechanik.  27 
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jenige  der  conjugirten  Trägheitsschrauben  (Kapitel  IX).  Bemerken 
wir  nun,  dass,  wenn  -^j,  d^^  die  Coordinaten  der  Schraube  ^  sind, 
man  hat 

so  sieht  man  sofort,  dass,  wenn  noch  A^  B,  X  die  Bilder  der 
Schraube  a,  ß,  d"  sind,  die  Proportion  besteht 


i^':a':ß'  =  AB'.BX':AX\ 

Wenn  nun  aber  die  Sehne  AB  durch  den  Pol  0'  der  kinetischen 
Axe  geht,  dann  wird  der  Schwerpunkt  von  drei  Massen 


7n^  =  — AB  ,     TWj  =  BX  ,     TWj  =  AX  , 

die  sich  beziehungsweise  in  den  Punkten  X,  A,  B  befinden,   auf 
der  kinetischen  Axe  liegen,  wonach  man  haben  wird 

ÄB\uI  =  BX\ul-hÄ'X\u'^ 

und  in  Folge  jener  Proportion 

Dieses  Ergebniss  involvirt  den  Satz: 

„Jede  Sehne  durch  den  Pol  der  kinetischen  Axe  schnei- 
det den  Kreis  in  Punkten,  die  die  Bilder  sind  eines  Paares 
conjugirter  Trägheitsschrauben." 

Zu  demselben  Resultate  hätte  man  auch  in  folgender  Weise 
gelangen  können.    Aus  dem  Ptolemaeischen  Lehrsatz  folgt  (Fig.  33) 

AB,XY=  AX.BY-^AY.BX. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

AB.XO\ 
so  kommt 

ÄB\XY.X0'  =  AX.AB.BY.XO'^AY.XCr.BX.AB. 

Es  ist  aber 

BY.XO'  =  AX.BO' 

AY,XO'  =  BX.AO\ 

sodass  erhalten  wird 

AB\XY,X0'  =  AX\AB.B0'-^BX\AB.A0'. 
Mit  Berücksichtigung  des  Ergebnisses  von  §  20  geht  diese  Grleichung 
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aber  sofort  über  in 


§22. 

Indem  wir  uns  zur  Untersuchung  der  Relationen  zwischen  im- 
pulsiven und  instantanen  Schrauben  wenden,  erinnern  wir  zuvör- 
derst an  das  im  Kapitel  XIV  gewonnene  Ergebniss,  dass  die  im- 
pulsiven und  die  instantanen  Schrauben  zwei  projective  Systeme 
bilden.  Um  diese  Thatsache  auch  bei  der  giaphischen  Behandlung 
der  Theorie  der  Freiheit  zweiten  Grades  in  einfacher  Weise  her- 
vortreten zu  lassen,  machen  wir  Gebrauch  von  dem  Begriff  der 
reducirten  Dyname,  der  uns  in  den  allgemeinen  Betrachtungen  des 
Kapitel  IX  §  16  zum  ersten  Male  entgegengetreten  ist.  Mit  Ein- 
führung dieses  Begriffes  besteht  also  für  den  speciellen  Fall,  den 
wir  hier  behandeln,  der  Satz: 

Zu  jeder  Schraube  a  eines  Cylindroids  C  kann  immer  eine 
Schraube  ß  desselben  Cylindroids  so  gefunden  werden,  dass  eine 
impulsive  Dyname  auf  ß  einem  Körper,  dessen  Freiheit  durch  C 
definirt  ist,  eine  Windung  um  a  ertheilt. 

Es  ist  aus  mechanischen  Gründen  klar,  dass  die  Beziehung  der 
Schrauben  a^  ß  zu  einander  eine  ein-eindeutige  ist.  Denn  man 
nehme  an,  dass  zu  zwei  impulsiven  Schrauben  des  Cylindroids,  ß 
und  y,  eine  und  dieselbe  instantane  Schraube  a  gehörte.  Dann 
wird  es  immer  möglich  sein,  auf  ß  und  y  je  eine  impulsive  Dy- 
name wirken  zu  lassen,  deren  Intensitäten  so  gewählt  sind,  das.s 
die  Dyname  auf  ß  einem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit 
-1-0)  um  a,  die  auf  y  dem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit 
— CIO  um  a  ertheilt.  Dann  wird  also  der  Körper  sich  überhaupt 
nicht  bewegen;  woraus  wieder  folgen  würde,  dass  die  Dynamen 
auf  ß  und  y  im  Gleichgewicht  sein  müssten.  Dies  ist  aber  nicht 
möglich,  wenn  die  Schrauben  ß  und  y  verschieden  sind. 

Seien  nun  (Fig.  34)  A,  B  zwei  impulsive  Schrauben,  und  A\ 
B'  beziehungsweise  die  correspondirenden  instantanen  Schrauben, 
was  also  so  zu  verstehen  ist,  dass  eine  impulsive  Dyname  auf  A 
einem  Körper  eine  Windung  um  A'  mittheilt,  und  analog  für  ß, 
B'.     Die  Dynamen  auf  A  und  B  mögen  jede  die  Einheit  der  In- 

27* 
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tensität  besitzen,  die  von  ihnen  resp.  hervorgerufenen  Windungs- 
geschwindigkeiten seien  er,  um  die  Schraube  A\  und  /?,  um  die 
Schraube  B\ 

Ferner  sei  X  irgend  eine  andere  Schraube  des  Cylindroids, 
eine  Dyname  auf  welcher  für  sich  allein  —  also  wenn  der  Körper 
vor  ihrem  Auftreten  in  einer  Ruhelage  verharrte  —  eine  Win- 
dungsgeschwindigkeit 0)  um  die  Schraube  -X'  hervorruft. 


Fig.  34. 


Nehmen  wir  der  Einfachheit  halber 
an,  dass  auch  die  Dyname  auf  X  die 
Einheit  der  Intensität  besitze,  so  kann 
diese  Dyname  in  zwei  Componenten  auf 
den  Schrauben  A^  B  zerlegt  werden, 
deren  Intensitäten  dann  beziehungsweise 

BX         AX 

AB'      AB' 

sind.     Dievse  Dynamen    erzeugen   dann 
Windungsgeschwindigkeiten  um  A\  B\ 
deren  Werthe  bezüglich  sind 


BX 


AX 


a 


AB  '     '^  AB 

Und  diese  beiden  Windungsgeschwindigkeiten  müssen  sich  zusam- 
mensetzen zur  Windungsgeschwindigkeit  o)  um  X\  Demgemäss 
haben  wir 


a 


BX 
AB 

AX 


CO 


B[X^ 
A'B' 

A'X' 


^~ÄB=''  A'B' 

Sind  weiter  Y,  Y'  zwei  Schrauben,  die  in  deraelben  Beziehung  zu 
einander  stehen,  wie  X,  X';  und  ist  w'  die  Windungsgeschwindig- 
keit um  Y',  so  haben  wnr  die  analogen  Gleichungen 


a 


BY 
AB 


CO 


,B'Y' 


A'B 


I  VI 


AY  ,A'\ 


Aus  diesen  vier  Gleichungen  folgt  durch  Elimination  von  a,  ß,  co,  co' 
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BX     BY^ 
ÄX'  AY 


B'r    B'Y' 


A'X'  '  A'Y' 


Fig.  3'). 


Da  nun  die  Länge  der  Kreissehne  proportional  ist  dem  Sinus  des 
von  ihr  gespannten  Winkels,  so  zeigt  diese  letzte  Gleichung,  dass 
die  Punktreihe  A,  B,  X,  Y  projectiv  ist  der  Reihe  A\  B\  X\  Y': 

(ABXY)7:(A'B'X'Y'). 

Sind  also  P,  P'  irgend  zwei  Punkte  dos  Kreises,  so  gilt  auch  für 
die  von  ihnen  nach  jenen  Reihen  ausgehenden  Büschel 

P^(ABXY)-P(A'B*X'  F), 

und  es  entsprechen  sich  die  Strahlen  der  Büschel  in  der  aus  der 
Bezeiclinung  ersichtlichen  Reihenfolge. 

Durch  dieses  Ergebniss  ist  nun  zunächst  wieder  die  Projecti- 
vität  der  Systeme  der  instantanen  und  impulsiven  Schrauben  nach- 
gewiesen. 

Es  ist  aber  auch  insbesondere, 
wenn  wir  P  durch  A,  jP'  durch  A' 
ersetzen 

A'(A  BXY)  TT  ^(^'jB'X'  7'). 

Diese  beiden  Büschel  haben  also  per- 
spective Lage,  und  die  Punkte  L,  A/, 
N  müssen  daher  collinear  sein.  Dar- 
aus erwächst  aber  für  die  graphische 
Darstellung  unseres  mechanischen  Pro- 
blems der  Satz: 

„Sind  -4,  B  zwei  impulsive  Schrauben  und  A\  ß'  die 
entsprechenden  instantanen  Schrauben,  dann  schneiden 
sich  die  Sehnen  AB'  und  A'B  auf  einer  festen  Geraden  XY,^ 

Die  Punkte  X,  Y  sind  nun  die  Doppelpunkte  der  beiden  pro- 
jektiven Punktreihen  auf  dem  Kreise,  die  wir  hier  betrachten. 
Daraus  folgt,  dass,  wenn  X  als  impulsive  Schraube  betrachtet 
wird,  die  zugehörige  instantane  Schraube  ebenfalls  X  ist.  Gleiches 
gilt  für  y.     Also: 

„Die  Gerade  Xy  schneidet  den  Kreis  in  zwei  Punkten, 
deren  jeder  die  Eigenschaft  besitzt,    dass  eine  impulsive 
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Dyname  auf  der  Schraube,  deren  Bild  dieser  Punkt  ist, 
einem  Körper  eine  Windungsgeschwindigkeit  um  die- 
selbe Schraube  ertheilt.** 

Die  Punkte  X,  Y  sind  somit  die  Bilder  der  Hauptträgheits- 
schrauben, aus  welchem  Grunde  wir  die  Gerade  XY  auch  als  Axe 
der  Hauptträgheitsschrauben  bezeichnen  wollen. 

Das  graphische  Verfahren  lässt  also  wieder  erkennen,  dass  es 
in  einem  Schraubensysteme  zweiter  Stufe  (Cylindroid)  zwei  und 
nur  zwei  Hauptträgheitsschrauben  giebt. 

Rs  lässt  sich  nun  eine  sehr  einfache  Coustruction  für  die 
Hauptträgheitsschrauben  angeben.  Denn  diese  Schrauben  müssen 
sowohl  reciprok  als  auch  conjugirte  Trägheitsschrauben  sein.  Es 
muss  also,  nach  unseren  bisherigen  Ergebnissen,  die  Axe  der  Haupt- 
trägheitsschrauben sowohl  durch  den  Pol  0  der  Parameteraxe  gehen, 
als  auch  durch  den  Pol  0'  der  kinetischen  Axe.  Durch  diese  zwei 
Punkte  ist  aber  die  in  Rede  stehende  Axe  vollkommen  bestimmt. 
Die  Axe  der  Hauptträgheitsschrauben  ist  also  die  durch 
die  Punkte  0  und  0'  gehende  Sehne  des  Kreises. 


§23. 

Mit  Hülfe  dieser  Punkte  0  und  0'  lässt  sich  nun  auch  immer 
die  zu  einer  gegebenen  impulsiven  Schraube  gehörige  instantane 
Schraube  construiren. 

In  der  That,  es  sei  A  der  Bild- 
punkt der  gegebenen  impulsiven 
Schraube.  Ziehen  wir  die  Sehne 
AO,  die  den  Kreis  zum  zweiten 
Male  in  H  trifft,  so  ist  H  reciprok 
zu  A,  Ziehen  wir  ferner  die  Sehne 
IIO\  deren  zweiter  Schnittpunkt 
mit  dem  Kreise  A  ist,  so  sind  //, 
A^  ein  Paar  conjugirter  Trägheits- 
schrauben. Da  nun  A  die  einzige 
zu  H  reciproke  Schraube  des  Cylindroids  ist,  so  ist  nothwendig  A 
die  gesuchte  instantane  Schraube.  Dies  folgt  aus  dem  in  Kapitel 
IX  §  4  (pag.  178)  bewiesenen  Satze,  der  sich  auch  so  formuliren 
lässt : 
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AVenn  zwei  conjugiii;e  Trägheitsschrauben  a,  ß  b\s  instantane 
Schrauben  betrachtet  werden,  dann  ist  diejenige  Schraube  ^,  welche 
einer  derselben  etwa  a  als  impulsive  Schraube  entspricht,  reciprok 
zur  andern  /?. 

§24. 

Wir  haben  auf  pag.  188  im  Kap.  IX  §  10  gefunden,  dass  die 
Windungsgeschwindigkeit,  die  ein  Körper  um  eine  Schraube  a  in 
Folge  eines  Impulses  auf  eine  Schraube  tj  erlangt,  gegeben  ist  durch 


a'  =  k' 


r,a 


< 


WO  der  Factor  k  nur  von  der  Intensität  der  Impulsivdyname  und 
der  Masse  des  Körpers  abhängt.  Nun  ist  der  virtuelle  Coefficient 
^ria  proportional  dem  Rechteck  (Fig.  36) 

AO,AH, 

wenn  A  das  Bild  von  ij  und  A  dasjenige  von  a  ist.  Und  ebenso 
ist  ul  proportional  dem  Rechteck 

AO\A'H, 

Es  ist  also  die  Windungsgeschwindigkeit  a'  proportional  dem  Quo- 
tienten 

AO        ,         Ha 

oder 


AO'       HO 

Da  nun 


i  =  4 


n 


M  ' 

wo  M  die  Masse  des  Körpers  bedeutet,  so  können  wir  das  letzte 
Ergebniss  in  folgendem  Satz  formuliren: 

„Eine  Impulsivdyname  auf  A^  deren  Intensität  pro- 
portional HO  ist,  erzeugt  eine  Windungsgeschwindigkeit 
um  A\  die  proportional  ist  zu  H0\*^ 

Durch  diesen  Satz  löst  die  graphische  Methode  in  einfachster 
Weise  das  Fundamentalproblem  der  Kinetik  eines  starren  Körpers 
mit  Freiheit  zweiten  Grades. 

§25. 

Zur  Bestimmung  der  instantanen  Schraube,  die  zu  einer  gege- 
benen impulsiven  gehört,  giebt  es  noch  eine  andere  Methode,  welche 
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die  Punkte  0  und  0'  nicht  benutzt,  sondern  an  deren  Stelle  einen 
neuen  festen  Punkt  ü  treten  lässt,  der  übrigens,  wie  0\  auf  der 
Axe  der  Hauptträgheitsschraubeu  liegt. 


Fig.  37. 


In  der  That,  seien 
(Fig.  37)  -X,  y  die  beiden 
Hauptträgheitsschrauben. 
Sei  ferner  A  eine  impul- 
sive und  Ä  die  ent- 
sprechende instantane 
Schraube.  Dann  ziehen 
wir  die  Sehne  AH  durch 
A  parallel  zu  XY^  ver- 
binden U  mit  A  und 
verlängern -^^'  bis  zum  Schnittpunkt  Ä  mit  XY.  Endlich  wollen 
wir  mit  a  die  Windungsgeschwindigkeit  bezeichnen,  die  durch  eine 
Dyname  von  der  Einheit  der  Intensität  auf  X  hervorgerufen  wird; 
die  analoge  Bedeutung  für  Y  habe  ß. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  Dreiecke  AA'X  und  YAQ^ 
und  ebenso  die  Dreiecke  AA^Y  und  XA^Q  ähnlich  sind.  Daraus 
folgt  dann 


AX 
AX 
A'Y 
AY 


SiA' 

nY 

QA' 

hx 


Wenn  der  Kürze  halber  noch  angenommen  wird,  dass  die  In- 
tensität der  Dyname  auf  A  der  Einheit  gleich  sei,  so  sind  deren 
Componenten  auf  X  und   Y  gegeben  durch 

AY 

XY' 

AX 

-xf 

Diese  Componenten    erzeugen   Windungsgeschwindigkeiten,    denen 
beziehungsweise  die  Werthe  zukommen 

AY 


a 


ß 


XY 
AX 
XY 
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Wenn  nun  w  die  resultirende  Windungsgeschwindigkeit  um  A'  ist, 
dann  müssen  deren  Componenten  nach  X  und  Y  den  eben  ange- 
gebenen Werthen  beziehungsweise  gleich  sein.     Man  hat  also 

A'Y  _     ^Y 
m  ^Y   — «  XY 

A'X  _  ^  AX 
'"  XY  ~^  XY' 

woraus  .sicH  ergiebt,  mit  Rücksicht  auf  die  obigen  ersten  Gleichungen 

nA' 

-  ÜA' 

ß  =   (f) 


oder 

Daraus  folgt  nun  zunächst,  dass  der  Punkt  Si  in  seiner  Lage  auf 
XY  völlig  unabhängig  von  den  Lagen  von  A  und  A\  also  in  der 
That  ein  fester  Punkt  auf  XY  ist;  und  ferner,  dass  das  Rechteck 

(ß.SiA'  =  const. 

Wir  haben  daher  diesen  Satz,  der  zur  Bestimmung  von  cu  dient: 
„Um  die  zu  einer  gegebenen  impulsiven  Schraube  A 
gehörige  instantane  Schraube  zu  construiren,  ziehe  man 
die  zur  Axe  der  Hauptträgheitsschrauben  parallele  Sehne 
AH.  Verbindet  man  dann  den  Punkt  IT  mit  einem  festen 
Punkte  Q  auf  der  genannten  Axe,  so  schneidet  die  Ver- 
bindungslinie Hü  den  Kreis  in  einem  Punkte  ^\  welcher 
das  Bild  der  gesuchten  instantanen  Schraube  ist.  Die 
Windungsgeschwindigkeit  um  diese  Schraube  wird  dann 
umgekehrt  proportional  sein  zu  der  Strecke  SiA\^ 

Man  sieht  hier  sehr  leicht,  dass  das  umgekehrte  Problem  keine 
eindeutige  Lösung  besitzt.  Wenn  nämlich  die  Windungsgeschwin- 
digkeit bekannt  ist,  welche  ein  Körper  um  die  Schraube  A'  erlangt 
unter  dem  Einfluss  einer  Impulsivdyname  von  der  Einheit  der  In- 
tensität der  Schraube  A,  so  ist  die  Strecke  HA'  bestimmt.  Ein 
Kreis,  um  Q  mit  dem  Radius  QA'  construirt,  schneidet  aber  den 
Bildkreis  in  zwei  Punkten.  Es  giebt  also  zwei  Schrauben  A\  und 
somit  auch  zwei  Schrauben  A,  auf  deren  jeder  eine  Impulsivdyname 
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von  der  Einheit  der  Intensität  einem  Körper  eine  Windungsge- 
schwindigkeit w  um  eine  Cylindroidsschraube  ertheilt. 

Der  durch  i2  gehende  Durchmasser  des  Kreises  schneidet  diesen 
in  Punkten,  welche  die  Bilder  derjenigen  Schrauben  sind,  um  welche 
ein  Körper  den  grössten  oder  kleinsten  Werth  der  Windungsge- 
schwindigkeit erhält,  wenn  eine  gegebene  Impulsivdyname  auf  ihn 
wirkt. 

§26. 

Für  die  Grössen  a,  ß  des  vorigen  Paragraphen,  welche  die 
Windungsgeschwindigkeiten  waren,  die  durch  Impulsivdynamen  von 
der  Intensitätseinheit  auf  den  Hauptträgheitsschrauben  beziehungs- 
weise hervorgerufen  wurden,  findet  man  folgende  einfache  geome- 
trische Relation. 

Wenn  lo  wieder  die  Windungsgeschwindigkeit  bezeichnet,  welche 

um  A*  durch  die  Dyname  auf  ^  hervorgebracht  wird,  so  ist  nach 

§25 

a,AY=a).A'Y 

ß.AX=w,A'X, 
also 

Dieses  Doppelverhältniss  ist  aber  (Fig.  36)  auch  das  der  Punkte 
X,  y,  0,  0\  so  dass^wir  für  das  Verhältniss  der  Grössen  «,  ß  die 
Darstellung  gewinnen 


a 


=  (XYOO') 


ß 

a  _    O'Y      OY^ 

ß  ~  ~0'X~ '  ox  ' 

§27. 

Nehmen    wir   wieder   die   ersten   Gleichungen    des    §  26   auf, 

nämjich 

a,AY=w.A'Y 

ß.AX  =  w.A'X, 
so  folgt  aus  diesen 

aß.AX.AY  =  (o\A'X.A'Y, 
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Fällen  wir  nun  (Fig.  38) 

AP±XY,    A'P'±XY,    HQ±XY, 

so  ist  wegen  der  Gleichheit  der  Periphe- 
riewinkel über  demselben  Bogen 

AX.AY:A'X.A'Y=AP:A'P\ 

60  dass  zunächst 

aß.AP=o)\A'P\ 

welche  Formel  durch  Benutzung  der  ähn- 
lichen Dreiecke  der  Figur  übergeht  in 


aß 


AO    r,n         .   ^'Ö' 


HQ, 


woraus  folgt 


m^  =  aß 


AO       O'H 


AO'      OH 


Es  ist  aber  (§  24)  -ttttt    proportional     Yyfr 


also 


eo'   proportional 


m     proportional 


ö'Ir 

OH' 
O'H 
OH 


sodass  wir  auch  auf  diesem  Wege  zu  dem  Resultate  des  §  24  ge- 
langt sind. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass  es  nicht  nöthig 
ißt,  den  Punkt  H  als  Dnrchschnittspunkt  der  Geraden  AO^  AO' 
durch  die  ausgezeichneten  Punkte  0  und  0'  zu  bestimmen,  sondern 
dass  dieser  Punkt  auf  dem  Kreise  ganz  willkürlich  angenommen 


werden  kann.  Es  treten  dann  aller- 
dings an  Stelle  der  Punkte  0,  0' 
andere  Punkte  X},  Q\  welche  aber 
wie  jene  zur  Bestimmung  der  in- 
stantanen  Schraube  und  der  Win- 
dungsgeschwindigkeit verwandt  wer- 
den können.  Es  folgt  dies  daraus, 
dass  die  Punkte  -X  YA  A  von  irgend 
zwei  beliebigen  Punkten  des  Kreises 


Fig.  39. 
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durch  projective  Strahlbiiscliel  projicirt  werden.  Es  wird  also  auch 
immer  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  bestehen: 

(xnn'Y)  =  (XOO'Y), 

Und  wenn  die  Punkte  Ä,  Si'  demgemäss  bestimmt  sind,  so  liefert 
bei  gegebener  impulsiver  Schraube  A  der  Strahl  A  Q  den  Schnitt- 
punkt H  mit  dem  Kreise,  und  dann  der  Strahl  HSI'  den  Schnitt- 
punkt A\  d.  i.  das  Bild  der  zugehörigen  instantanen  Schraube, 
während  die  Windungsgeschwindigkeit  um  diese  proportional  ist 
dem  Quotienten 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  wir  den  Punkt  ins  Unendliche  rücken 
lassen,  ergiebt  sich  wieder  die  Construction  des  Paragraphen  25. 

§28. 

In  den  allgemeinen  Untersuchungen  des  vorigen  Kapitels  ist 
die  Frage  der  Permutabilität  der  impulsiven  und  instantanen 
Schrauben  bereits  erörtert  worden.  Dieselbe  gewinnt  besonderes 
Interesse  in  dem  hier  betrachteten  speciellen  Falle,  und  namentlich 
bei  Anwendung  der  graphischen  Methode. 

Wie  schon  a.  a.  ü.  festgestellt  wurde,  findet  die  Permutabilität 
im  Allgemeinen  nicht  statt.  Tritt  sie  aber  für  ein  Paar  cor- 
respondirender  Schrauben  ein,  so  tritt  sie  für  alle  dem  System 
zugehörenden  Paare  ein. 


Fig.  40. 


Seien  Ä,  H'  ein 
Paar  solcher  Punkte, 
wie  sie  im  vorigen  Pa- 
ragraphen eingeführt 
wurden.  Dann  kann 
also  immer,  wenn  die 
impulsive  Schraube  A 
gegeben  ist,  die  instan- 
tane  A'  gefunden  wer- 
den. Soll  nun,  wenn  i4' 
als  impulsive  Schraube  genommen  wird,  die  Construction  der  instan- 
tanen Schraube  zu  A  zurückführen,  dann  muss,  wie  die  Figur  un- 
mittelbar zeigt,  Si  auf  der  Polare  von  Si'  liegen,  die  beiden  Punkte 


Kap.  XX.     Graphische  Methoden  etc. 


429 


müssen  also  einander  harmonisch  conjugirt  sein  in  Bezug  auf  den 
Kreis,  oder  mit  andern  AV^orten,  der  constante  Werth  des  Doppel- 
verhältnisses (XQQ'Y)  muss  jetzt  gleich  — 1  werden.  Dies  gilt 
dann  für  jedes  Punktepaar  ÄÄ',  also  insbesondere  auch  für  0,  0', 
sodass  sich  der  folgende  Satz  ergiebt: 

„Wenn  die  Punkte  0,  0'  und  die  Durchschnitts- 
punkte der  Axe  der  Hauptträgheitsschrauben  mit  dem 
Kreise  eine  harmonische  Punktreihe  bilden,  dann  hat 
jedes  Paar  impulsiver  und  instantaner  Schrauben  die 
Eigenschaft  der  Permutabilität." 

In  diesem  Falle  steht  also  das  System  der  impulsiven  zu  dem 
der  instantanen  Schrauben  in  jener  Beziehung,  die  wir  als  Involu- 
tion bezeichnet  haben. 

Eine  Impulsivdyname  von  der  Intensitätseinheit  auf  einer  der 
Hauptträgheitsschrauben  bringt  jetzt  eine  Windungsgeschwindigkeit 
hervor,  die  gleich  und  entgegengesetzt  ist  jener,  w^elche  durch  die- 
selbe üyname  erzeugt  würde,  wenn  dieselbe  auf  der  andern  Haupt- 
trägheitsschraube wirkte. 

Die  Construction  der  einander  correspondirenden  Schrauben 
vereinfacht  sich  hier  wesentlich,  wie  aus  folgendem  Satz  hervorgeht: 

„wStehen  die  Systeme  der  impulsiven  und  instantanen 
Schrauben  in  involutorischer  Beziehung,  so  geht  die 
Sehne,  welche  eine  impulsive  Schraube  mit  der  zugehö- 
rigen instantanen  verbindet,  durch  den  Pol  der  Axe  der 
Hauptträgheitsschrauben.** 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  bereits  in  den  vorhergehenden 
Betrachtungen  enthalten. 


§29. 


Gehen  wir  auf  den 
allgemeinen  Fall  zu- 
rück, so  finden  wir, 
dass  die  Sehne  AA' 
die  Axe  der  Haupt- 
trägheitsschrauben in 
einem  Punkte  T  so 
schneidet     (Fig.  41), 
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dass    (las  Quadrat   der  durcli  den  Impuls    erlangten  Windungsge- 
schwindigkeit proportional  ist  dem  Quotienten 

AT 

A'T' 
In  der  That,  ziehen  wir  in  Verfolg  der  Construction  des  §  25 

JIQIAT, 

so  ist 

nQ:A'T=nä:A'ß 

AT  HQ 

also 


A'T         A'Q  ' 

AT 

riFrtnni'fi  An  Ol 

A'T 

urupUI  llUUcil                      .  ^ 

In  dem  angeführten  Paragraphen  ist  aber  gezeigt,  dass  Aü 
umgekehrt  proportional  ist  der  Windungsgeschwindigkeit  to.  Es  ist 
also,  wie  behauptet  wurde 

Ä,rp   proportional  oj'. 

Dies  ist,  wie  man  sieht,  die  einfachste  Construction,  die  zur  Kennt- 
niss  von  co  führt.  Denn  zu  ihrer  Durchführung  bedarf  es  nur  der 
Kenntniss  der  Sehne  AA^  und  der  Axe  der  Ilauptträgheitsschrauben. 
Diese  Sehne  AA  umhüllt  einen  Kegelschnitt,  der  mit  dem  Bild- 
kreise in  doppelter  Berührung  steht;  denn  diese  Eigenschaft  hat 
bekanntlich  jede  Kroissehne,  die  entsprechende  Punkte  zweier  pro- 
jectiven  Punktreihen  des  Kreises  verbindet.     Sei  J  der  Berührungs- 

Pig  42.  punkt     des    Kegel- 

schnitts und  der 
Sehne  ^^' (Fig.  42), 
dann  sind  A^  A\ 
J,  T  vier  harmo- 
nische Punkte,  und 
zwar  /l,  A  und«/,  T 

beziehungsweise 
einander     conjugirt. 
Denn,  wenn  wir  die 
Axe    X  Y   auf   die 
unendlich  ferne  Ge- 
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rade  projiciren,  so  gehen  die  beiden  Kegelschnitte  der  Figur  in  con- 
centrische  Kreise  über,  und  der  Berührungspunkt  einer  Tangente 
an  einem  derselben  ist  der  Mittelpunkt  einer  Sehne  im  andern. 
Das  Doppelverhältniss,  um  das  es  sich  hier  handelt,  ist  daher  har- 
monisch. Durch  Projection  wird  dasselbe  aber  bekanntlich  nicht 
geändert.     Wir  können  daher  schreiben 

AJ  _  AT 
A'J  ~  A'T' 
aber  der  letztere  Quotient  ist  proportional  dem  Quadrat  der  W'in- 
dungsgesch windigkeit,  wonach  sich  der  Satz  ergiebt: 

„Die  Sehne,  welche  den  Bildpunkt  A  einer  impul- 
siven Schraube,  mit  demjenigen  A'  der  correspondiren- 
den  instantanen  Schraube  verbindet,  umhüllt  einen  Ke- 
gelschnitt, derart,  dass  der  jew^eilige  Berührungspunkt  J 
die  Sehne  in  zwei  Abschnitte  so  theilt,  dass  das  Verhält- 
niss  AJiA'J  proportional  ist  dem  Quadrate  der  Win- 
dungsgeschwindigkeit, welche  eine  Impulsivdyname  auf 
A,  von  der  Einheit  der  Intensität,  um  A'  hervorruft." 

§30. 
W^enn  ein  Körper  gezwungen  ist,  sich  um  eine  Schraube  a 
zu  bewegen,    dann   ist   die  W^indungsgeschwindigkeit,    welche   er, 
unter  dem  Einfluss   einer  Impulsivdyname  auf  einer  Schraube  rj^ 
erlangt,  proportional  dem  Quotienten 

den  wir  schon  in  einem  früheren  Paragraphen  dieses  Kapitels  be- 
trachtet haben.  Wir  wollen  hier  eine  weitere  Darstellung  des- 
selben geben. 

Sei  (in  Fig.  43)  A'  das  Bild  der 
Schraube  a,  J  dasjenige  von  r/,  und 
endlich  A  das  Bild  derjenigen  impul- 
siven Schraube,  welche  A'  entsprechen 
würde,  wenn  der  Körper  Freiheit  hätte, 
seine  natürliche  instantane  Schraube 
auf  dem  durch  A  und  A'  definirten 
Cylindroid  auszuwählen.  Die  Schraube 
K  ferner  sei  reciprok  zu  A', 
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Nunmehr  zerlegen  wir  die  impulsive  Dynarae  auf  J  in  Com- 
ponenten  auf  K  und  A,  Die  erstere  dei"selben  wird  dann  durch 
die  Reaction  der  Widerstände  zerstört,  und  die  letztere  hat  die 
Intensität 

KA  ' 

Somit  ist,  unter  Beachtung  des  früher  erlangten  Resultats  die 
um  A  erlangte  Windungsgeschwindigkeit  co  proportional  dem  Aus- 
drucke 

KJ     HO' 

KA'   HO   ' 
Nun  folgt  aber  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  OAK  und  OA'H 

wonach,  wenn  X  einen  Proportionalitätsfactor  bezeichnet 

_        KJ.HO\OA' 
"^  —  ^^  HO,HA\OA    ' 

und  mit  Benutzung  einer  früher  erhaltenen  Proportion 

KJ.OA' 


O)  =  X' 


O'A'.HA' 


Es  ist  also  auch,  wenn  iti  einen  anderen  Proportionalitätsfactor  be- 
zeichnet 

Wg^    _  KJ.OA' 

ul    ~'*'  O'A'.HA  ' 

Diese  Darstellung  des  Quotienten  erscheint  deshalb  besonders 
bemerkenswerth,  weil  bei  ihr  auf  die  Schraube  der  impulsiven 
Reaction  Rücksicht  genommen  ist. 

§31. 

Nach  Kapitel  IX  §  11  ist  die  kinetische  Energie  eines  Körpers 
von  der  Masse  1,  welche  deraelbe  unter  der  Einwirkung  einer  Im- 
pulsivdyname  von  der  Intensität  1  bei  einer  Windung  um  eine 
Schraube  a  erlangt: 


W« 


WO  ri  die  Schraube  der  Impulsivdyname  bezeichnet. 
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Wir  erhalten  nun  folgende  graphische  Darstellung  für  T,    Es 
sei,    Fig.  44,    A  die  impulsive,   A  die  instantane  Schraube,   um 


welche  der  Körper  gezwungen  ist,  sich  zu  bewegen.  Ziehen  wir 
nun  die  Sehne  AOB,  so  wird,  wenn,  bei  festgehaltenem  A^  die 
Schraube  A'  variirt,  der  virtuelle  Coefficient  von  A  und  A'  sich 
immer  proportional  der  Sehne  A'H  ändern.  Das  Quadrat  dieser 
Sehne  ist  aber  proportional  der  Strecke  A^T^  nämlich  der  Länge 
des  Lothes  von  A'  auf  die  Tangente  in  H.  Wenn  nun  PQ  die 
kinetische  Axe  ist,  so  wird,  wie  wir  wissen,  der  Werth  von  u'i 
proportional  dem  Lothe  A'Q,  Ks  ist  somit  die  kinetische  Energie 
T  proportional  dem  Quotienten 

A'T 

A'Q  ' 
Und  wir  bemerken  sofort  noch,  dass  jeder  Strahl  durch  den  Schnitt- 
punkt P  der  kinetischen  Axe  mit  der  Tangente  in  11  den  Kreis  in 
zwei  Punkten  A\  A"  trifft,  den  Bildern  von  Schrauben,  um  die 
der  Körper  dieselbe  kinetische  Energie  erhält  unter  dem  Einfluss 
des  gegebenen  Impulses  auf  A. 

§32. 

Denken  wir  uns  von  P  aus  die  andere  Tangente  an  den  Kreis 
(Fig.  44)  gelegt,  und  sei  D  der  Berührungspunkt.     Dann  ist  offen- 

Ball,  Mechanik.  28 
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bar,  dass  für  diesen  Punkt  das  Verhältniss  seiner  Abstünde  von 
PH  und  PQ  ein  Maximum  sein  wird.  Der  Punkt  B  ist  also  das 
Bild  derjenigen  Schraube,  um  welche  der  Körper  unter  der  Ein- 
wirkung des  gegebenen  Impulses  den  grössten  Betrag  kinetischer 
Energie  erlangt.  Aus  dem  mehrfach  behandelten  Euler'schen 
Satze,  Kapitel  X  §  2,  folgt  dann,  dass  B  die  instantane  Schraube 
sein  wird,  welche  der  Körper  unter  der  Einwirkung  des  Impulses 
auf  A  als  seine  natürliche  instantane  Schraube  auswählen  wird. 
Nun  ist  BH  die  Polare  von  P  und  muss  somit  den  Pol  O'  von 
PQ^  der  kinetischen  Axe,  enthalten.  Durch  diese  Bemerkung  sind 
wir  aber  wieder  auf  die  frühere  Construction  der  instantanen 
Schraube  ö,  die  der  gegebenen  A  entsprechen  soll,  geführt.,  näm- 
lich zuerst  AOH  und  dann  HO'B  zu  ziehen. 

§33. 
Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  diejenige  Schraube  zu  be- 
stimmen, um  welche  unter  Einwirkung  einer  gegebenen  Impulsiv- 
dyname  von  der  Intensität  1  eine  gegebene  Windungsgeschwin- 
digkeit zu  Stande  kommt.  Nach  §  30  ist,  unter  Benutzung  der 
Figur  44.  die  Windungsgeschwindigkeit  proportional  dem  Quotienten 

A'H 
A'Q  ' 
Dieser  Quotient  soll  also  hier  einen  constanten  Werth  c  besitzen. 
Der  Ort  eines  Punktes  aber,  der  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Ge- 
rade und  einen  gegebenen  Punkt  ein  constantes  Abstandsverhält- 
niss  besitzt,  ist  bekanntlich  eine  Ellipse,  deren  einer  Brennpunkt 
der  gegebene  Punkt  ist,  während  die  gegebene  Gerade  eine  I)i- 
rectrix  der  Ellipse  ist.  Der  Punkt  A\  das  Bild  der  gesuchten 
Schraube,  liegt  also  auf  einer  Ellipse  mit  dem  Brennpunkt  H  und 
der  Directrix  PQ.  Diese  Ellipse  wird  im  Allgemeinen  den  Kreis 
in  vier  Punkten  schneiden.  Es  giebt  daher  für  einen  Körper  mit 
Freiheit  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  vier  Schrauben,  um  welche 
er  unter  der  Einwirkung  eines  gegebenen  Impulses  eine  gegebene 
AVindungsgeschwindigkeit  annimmt. 

§34. 

Die  Dyname,    welche   dadurch  hervorgerufen  wird,    dass  man 
einen  starren  Körper  durch   eine  kleine  Windung  aus  einer  Lage 
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stabilen  Gleichgewichts  entfernt,  kann  bekanntlich  immer  durch 
eine  Dyname  ersetzt  werden,  die  auf  einer  Schraube  des  Systems 
wirkt,  welches  die  Freiheit  des  Körpers  definirt. 

Wenn  also  insbesondere  hier  der  Punkt  A  das  Bild  einer 
Schraube  ist,  durch  eine  Windung  um  welche  ein  Körper  mit 
Freiheit  zweiten  Grades  aus  einer  Gleichgewichtslage  herausgeführt 
wird,  so  lässt  sich  immer  ein  Punkt  B  des  Kreises  so  bestimmen, 
dass  er  das  Bild  der  Schraube  der  hervorgerufenen  Dyname  ist. 

Und  zwar  ist  das  Entsprechen  der  Punkte  A  und  B  ein  ein-ein- 
deutiges,  insbesondere  projectives,  wie  wir  nun  nachweisen  wollen. 

Es  sei,  in  der  That,  E  (Fig.  45) 
die  Schraube,  eine  kleine  Windung, 
welche  den  Körper  aus  der  Gleichge- 
wichtslage herausführt;  und  £"  sei 
die  Schraube  der  hierdurch  hervorge- 
rufenen (reducirten)  Dyname,  deren 
Intensität  e  heissen  möge.  Die  Schrau- 
ben F  und  V  mögen  in  derselben  Be- 
ziehung zu  einander  stehen,  wie  E 
und  E^\  und  f  habe  analoge  Bedeu- 
tung wie  e. 

Nun  kann  eine  Windung  von  der  Einheit  der  Amplitude  um 
H  zerlegt  werden  in  Componenten  von  E  und  V^  nämlich 

HF         UE 
EF  '      EF ' 

Diese  werden  Dynamen  hervorrufen,  auf  £'  und  F\  von  den  resp. 
Intensitäten 

HF  HE^ 

^'  EF  '    ''  EF  ' 

Diese  beiden  Dynamen  aber  müssen  sich  zusammensetzen  lassen  in 
eine  einzige  um  eine  Schraube  W  des  Cvlindroids.  Die  Intensität 
dieser  Resultirenden  möge  dann  h  sein.     Dann  hat  man 

HF 


j     H'F' 
H'E' 


h- 


ET 


=  f- 


EF 

HE 
EF  ' 
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und  also 

HE     B'E'  _      . 

HF'  H'F'  ~^''^' 

Zerlegen  wir  in  derselben  Weise  eine  Windung  von  der  Einheit 
der  Amplitude  um  eine  Schraube  K  in  Componenteu  um  E  und 
F  und  bilden  auch  dann  wieder  die  resultirende  hervorgerufene 
Dvnanie.  die  mit  der  Intensität  k  auf  einer  Schraube  Ä''  wirken 
möge,  so  erhalten  vir  ganz  analog 

,     K'F'  KF 

E'F'  EF 

K'E'   _      KE 

E'F   ~''  EF 
KE     K'E' 


=  e'.f. 


KF  '.  K'F' 
und  somit  endlich 

HF    KJ[  _    H'F'      K'F' 

HE  '  KE  ~    H'E'  '  K'E'' 

d.  h. 

(HKFE)  =  (H'K'F'E'). 

Die  Bildpunkte  der  Verschiebungsschrauben  und  diejenigen  der 
Schrauben  der  zugehörigen  hervorgerufenen  Dynamen  bilden  also 
in  der  Tliat  zwei  projective  Punktreihen  auf  dem  Kreise. 

Nehmen  wir  zwei  einander  entsprechende  Punkte  dieser  beiden 
Reihen  zu  Tragern  zweier  Strahl biisch el ,  so  werden  diese  letzten 
sich  in  perspectiver  Lage  befinden.  Entsprechende  Strahlen 
schneiden  sich  also  in  einer  Geraden.  Diese  Gerade  trifft  den 
Kreis  in  zwei  Punkten,  welche  die  Doppelpunkte  der  in  einander 
liegenden  projectiven  Punktreihen  auf  dem  Kreise  sind.  Diese 
beiden  Punkte  sind  dann  die  Bilder  der  Hauptpotentialschrauben, 
d.  h.  eine  Windung  um  eine  dieser  Schrauben  ruft  eine  Djname 
auf  derselben  Schraube  hervor.  Es  ist  übrigens  wohl  zu  beachten, 
dass  diese  „Axe  der  Hauptpotentialschrauben"  verschieden  ist  von 
der  Axe  der  Hauptträgheitsschrauben,  wenn  sie  auch  ganz  analoge 
rein  geometrische  Bedeutung  besitzt.  Aber  es  ist  leicht  zu  be- 
merken, dass  beide  Axen  sich  im  Pol  der  Pararaeteraxe  schneiden 
müssen.  Denn  sowohl  die  beiden  Hauptträgheitsschrauben,  als  auch 
die  beiden  Hauptpofentialschrauben  sind  einander  reciprok. 
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§35. 

Die  hei  einer  Windung  von  der  Amplitude  a*  um  eine  Schraube 
a  geleistete  Arbeit  haben  wir  dergestalt  in  der  Form 

wo  Va  eine  Strecke  ist,  die  in  gewissem  Sinne  den  schon  behan- 
delten Strecken  pa  und  Ua  analog  ist.  Die  Grösse  vi  ist  nun  be- 
kanntlich eine  quadratische  Function  der  Coordinaten  der  Schraube 
a,  und  wir  können  daher  zu  ihrer  graphischen  Darstellung  bei  sinn- 
gemässer Aenderung  wörtlich  das  Verfahren  anwenden,  welches 
uns  zur  Darstellung  von  ul  führte.  Indem  wir  die  thatsäcbliche 
Herleitung  dem  Leser  überlassen,  bemerken  wir  nur,  dass  das  Re- 
sultat also  sein  wird,  dass  vi  für  jeden  Punkt  des  Kreises  (also 
für  jede  Schraube  des  Cylindroids)  proportional  ist  dem  senkrechten 
Abstand  des  Punktes  von  einer  bestimmten  Geraden,  die  wir  die 
Potentialaxe  nennen. 

Also  ist  z.  B.  in  Fig.  Kig.  46. 

46  für  den  Punkt  A  die 
Grösse  vi  propoilional  der 
Strecke  Al\  wenn 

AP±PT 

und  PT  die  Potentialaxe 
bedeutet.  Ganz  analog 
wie   für  p^   ergiebt  sich 

nun  noch,  dass,  wenn  0'' 
der  Pol  der  Potentialaxe 
ist,  wir  vi  auch  darstellen 
können  durch  das  Product 
AO'\AA\  also 

vl  =  c,Aa\AA\ 

wenn  c  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet. 

In  analytischer  Beziehung  nimmt  vi  bekanntlich  seine  ein- 
fachste, die  canonische  Form  der  Summe  zweier  Quadrate  an,  wenn 
die  Coordinatenschrauben  ein  Paar  conjugirter  Trägheitsschrauhen 
sind.  Man  sieht  leicht,  dass  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  zwei  Schrauben  conjugirte  Trägheitsschrauben 
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seien,  die  ist,  dass  die  Sehne  der  Bildpunkte  durch  den  Pol  0" 
der  Potentialaxe  geht. 

Sind  nun  A.  A'  zwei  solche  Schrauben,  so  wird,  wenn  eine 
Windung  um  A  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  5  hervorruft,  | 
reciprok  sein  znA']  und  ebenso,  wenn  eine  Windung  um -4'  eine 
Dyname  auf  einer  Schraube  r^  hervorruft,  ist  rj  reciprok  2A. 

Mit  Flnlfe  dieses  in  Kapitel  IX  bewiesenen  Satzes  lässt  sich 
nun  sehr  einfach  die  Dyname  finden,  welche  durch  eine  gegebene 
Windung  um  eine  gegebene  Schraube  hervorgerufen  wird. 

In  der  That,  es  sei,  Fig.  47, 
A  die  gegebene  Schraube.  Der 
Strahl  AO"  trifft  den  Kreis  in 
einem  Punkte  -ff,  dem  Bilde  einer 
Schraube,  die  zu  der  gesuchten 
reciprok  sein  muss.  Um  die  letz- 
tere aber  zu  finden,  haben  wir 
nur  den  Strahl  HO  zu  ziehen, 
der  den  Kreis  in  dem  Bildpunkt 
A^  der  gesuchten  Schraube  trifft. 
Aus  der  Figur  ist  wieder  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Punkt- 
reihe (A)  projectiv  zur  Punktreihe  (^4')  ist.  Die  Gerade  00'*  ist 
offenbar  die  im  vorigen  Paragraphen  als  „Axc  der  Hauptpotential- 
schrauben" bezeichnete  Gerade.  Es  lassen  sich  nun  mutatis  rau- 
tandis  die  für  w«  mit  Hülfe  der  Axe  der  Hauptträgheitsschrauben 
geführten  Entwicklungen  wieder  auf  v«  übertragen.  Insbesondere 
bemerken  wir,  dass  das  Verhältniss  der  Intensität  der  durch  eine 
Wendung  hervorgerufenen  Dyname  zur  Amplitude  der  Windung 
wieder  durch  den  Quotienten 

HO 
HO" 

dargestellt  wird.     Analog  sind  alle  übrigen  Ergebnisse  für  u  auf  v 
zu  übertragen. 

§36. 

Eine  gerade  Linie,  die  den  Pol  0'  der  kinetischen  Axe  mit 
dem  Pol   0"  der  Potentialaxe  verbindet,   schneidet  den  Kreis  in 
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zwei  Punkten,  X,  F  (Fig.  48),  welche  die  Bilder  von  zwei  Schrauben 
sind,  die  gleichzeitig  conjugirte  Trägheits- 
und   conjugirte  Potentialschrauben   sind.  ^^o*  '*^- 
Wenn  also  ein  Körper  durch  eine  kleine 
Windung  um  eine  solche  Schraube  aus 
der  Ruhelage  herausgeführt,    und   wenn 
ihm  dann  eine  Windungsgeschwindigkeit 
um  dieselbe  Schraube  ertheilt  wird,    so 
wirkt    auch  die  hervorgerufene  Dyname 
auf  dieser  selben  Schraube  und  der  Kör- 
per wird  um  diese  Schraube  oscillatori- 
sche  Windungen  ausführen.    Die  so  ge- 
fundenen Schrauben    sind   eben   die  harmonischen  Schrauben   des 
Systems  zweiter  Stufe. 

Wie  nun  auch  die  anfängliche  Verschiebung  und  die  anfäng- 
liche Windungsgeschwindigkeit  des  Körpers  beschaffen  sein  mögen, 
man  wird  sie  immer  in  Componenten  auf  X  und  Y  zerlegen  können. 
Es  kann  also  jede  Bewegung  auch  umgekehrt  als  Resultirende  os- 
cillatorischer  Windungen  aufgefasst  werden. 

Sollten  insbesondere  die  Pole  0'  und  0"  zusammenfallen,  so 
sind  sämmtliche  Schrauben  des  Cylindroids  harmonische  Schrauben. 
Fällt  0  mit  O'  zusammen,  so  sind  alle  Schrauben  Ilauptträgheits- 
schrauben,  und  im  Falle  der  Coincidenz  von  0  mit  0"  besteht 
das  Cylindroid  aus  lauter  Hauptpotentialschrauben. 

§37. 

Die  graphische  Methode  hat  uns  in  sehr  einfacher  Weise  zu 
den  Ergebnissen  des  Kapitels  XIV  geführt,  aber  auch  den  Zusammen- 
hang der  einzelnen  Sätze  stets  in  besonders  klare  Beleuchtung  ge- 
bracht. Man  hat  in  ihr  ein  expeditives  Mittel  zur  Lösung  jeder 
Aufgabe,  die  die  Theorie  eines  Körpers  mit  Freiheit  zweiten  Grades 
betreffen  kann. 

Das  geometrische  Interesse,  welches  diese  Methode  bietet,  liegt 
freilich  wesentlich  darin,  dass  wir  den  allgemeinen  Fall  der  Frei- 
heit zweiten  Grades  der  Betrachtung  zu  Grunde  legten.  In  Special- 
iallen,  in  denen   das  definirende  Cylindroid  degeuerirt,   kann  die 
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Sache  geometrisch  völlig  interesselos  werden  und  auch  ihren  prac 
tischen  Werth  ganz  verlieren. 


Kapitel  XXI. 
Die  ebenen  Sehnltte  des  CyUndroids. 

§1. 

Die  im  vorigen  Kapitel  benutzte  Abbildungsmethode  erscheint 
zunächst  als  eine  ganz  willkürlich  aufgestellte.  Es  lässt  sich  aber 
leicht  zeigen,  wie  man  auf  Grund  einer  eingehenderen  Unter- 
suchung des  Cylindroids  ganz  naturgemäss  gerade  zur  Wahl  des 
Kreises  von  Kapitel  XX  als  Basis  der  ebenen  Abbildung  des 
Schraubensystems  zweiter  Stufe  geleitet  wird. 

Wir  gelangen  zu  diesem  Ziele  durch  Betrachtung  der  ebenen 
Schnitte  des  Cylindroids.  Indem  wir  uns  daher  nun  zu  diesen  Ge- 
bilden wenden,  werden  wir  drei  besondere  Fälle  zu  unterscheiden 
haben,  neben  dem  ganz  allgemeinen,  in  dem  die  schneidende 
Ebene  eine  ganz  beliebige  Lage  zur  Fläche,  und  namentlich  zu 
deren  Doppellinie  hat.  Und  zwar  sind  dies  die  folgenden  drei 
Fälle:  1)  Die  schneidende  Ebene  geht  durch  den  Mittelpunkt  der 
Fläche;  2)  die  schneidende  Ebene  ist  parallel  der  Doppellinie;  und 
endlich  3)  die  Schnittebene  tangirt  die  Fläche. 

§2. 

Der  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  dem  Cylindroid  Ist  eine 
ebene  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  reellen  oder  imaginären 
Doppelpunkte.  Da  nun  jede  Erzeugende  des  Cylindroids  Träger 
einer  Schraube  ist,  so  wird  zwischen  den  Punkten  der  erwähnten 
cubischen  Curve  und  den  Schrauben  des  Cylindroids  eine  Correspon- 
deuz  bestehen  der  Art,  dass  jedem  Curvenpunkte  eine  Schraube, 
nämlich  die  durch  ihn  hindurchgehende,  zugeordnet  ist.  Somit 
kann  hier  wieder  jeder  Punkt  P  der  cubischen  Curve  als  Bild  einer 
Schraube  des  Cylindroids  betrachtet  werden.  Wir  werden  uns  hier 
wieder  der  abkürzenden  Ausdrucksweise  bedienen,  indem  wir  kurz 
von  der  Schraube  P reden,  wenn  wir  vollständig  sagen  sollten:  die 
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Schraube,  deren  Bild  der  Curvenpunkt  P  ist.  Endlich  wollen  wir 
noch,  um  den  Ausdruck  abzukürzen,  die  Curve  dritter  Ordnung, 
in  der  das  Cylindroid  durch  eine  Ebene  geschnitten  wird,  durch  C, 
bezeichnen. 

Damit  wenden  wir  uns  nun  zur  Aufstellung  der  Gleichung  der 
C, ,  wenn  die  Schnittebeue  eine  ganz  beliebige  Lage  zum  Cylin- 
droid hat. 

In  der  That,  seien  Fig-  40. 

(Fig.  49)  OX,OF  die 
beiden  Hauptschrau- 
ben des  Cylindroids 
und  OSi  dessen  Dop- 
pellinie. Diese  drei 
Geraden  bilden  dann 
das  orthogonale  Co- 
ordinatensystem,  von 
dem  wir  ausgehen. 
Ist   nun  XYQ    eine 

beliebige  Schnitt- 
ebene, so  wird  deren 
Lage  definirt  durch 
die  drei  Grössen  A, 
a,  j9,  von  denen  A  die  Länge  des  Lothes  von  O  auf  die  Spur  XY 
der  Schnittebene,  a  der  Winkel  zwischen  OR  =  h  und  OX,  und 
ß  der  Winkel  ORQ  oder  die  Neigung  der  Schnittebene  gegen  die 
Hauptebene  des  Cylindroids  ist. 

Wir  führen  nun  ein  neues  Coordinatensystem  ein,  dessen 
ay-Ehene  die  Schnittebene  selber  ist.  Zu  dem  Zwecke  ziehen  wir 
ÄiV  parallel  zu  XY.  Diese  Gerade  SiN  ist  dann  die  neue  .r-Axe 
und  SiR  die  neue  j/-Axe,  sodass  also  wenn  P  ein  Punkt  dos  Cy- 
lindroids ist. 

Die  neue  ^-Axe  ist  das  Loth  auf  der  Schnittebene  im  Punkte  i2. 
Die  Coordinaten  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das '  ursprüngliche 
Coordinatensystem  bezeichnen  wir  mit  x\  y\  z\  Wenn  dann  T 
der  Fusspunkt  der  s'-Coordinate  von  P  und  TM ±  XY  ist,  so 
haben  wir  MN  =i  RSi,  d.  h. 
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y-l-r'  cosec^  =  h  sec/9, 
und  ferner,  wenn  wir  setzen 


I) 


Fig.  50. 


Z.XOT=»,     OT=r 
(Fig.  50), 

j?  =  rsin(^ — d) 

oder 

j;  =  y'cosa — x'sma.    II) 

Aber  es  ist  auch  sofort 
aus  der  Figur  zu  ersehen 

OR  =  ;cos(^— a)+A/jP, 


d.  h. 


h  =  ^'cosa-l-^'sina  +  ^'cotang/?.  Jll) 

Aus  den  Gleichungen  I),  II),  III)  ergeben  sich  nun  folgende  Aus- 
drücke der  alten  Coordinaton  u^'y^z'  durch  die  neuen  j:i/zi 

x^  =  — ujsina-hycosjScosa 

y  =      ^cosa+ycos/9sina 

2'  =      Ätangj? — ?/sin/?. 

Damit  erhält  man 

a;'»+y' =  ^'+i/'cos»j^ 

£\f  =  a:«/cosj9cos2a+(y'cos*^/? — u;')sinacosa, 

mit  welchen  Ausdrücken  dann  wegen  der  Cylindroidgleichung  in 
Bezug  auf  die  ui'spr anglichen  Coordinaten 

die  Gleichung  der  durch  die  Ebene  (A, «,  /?)  erzeugten  Schnittcurve 
Cg  wird: 

(Atang/9 — ysin/?)(a?'+^'cos''j:^) 

=  2w.2:ycos/?cos2a-h27wsinacosa(y'cos'j!? — j?'), 

oder  geordnet: 

sin/9cos'/9^'-t-sin^3/.r^ — (?/isin2a+Ätang|9)a;'-h2?Ma;^cos/:?cos2a 

H-(wsin2acüs*j9 — hs\nßco^ß)i/^  =  0. 

An  Stelle   dieser  Gleichung  wird  man   sich  bei  Construction   der 
Curve  voi-theilhafter  der  Darstellung  beider  Coordinaten  durch  die 
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einzige  unabhängig  Veränderliche  ^  bedienen: 

X  =  Atang(^ — a)  —  wsin2^cotang/?tang(^ — a) 

yz=hsecß  — m8in2v^cosec/:?, 

oder  noch  besser 

X  =  ycos/?tang(^ — d) 

y  =  hsecß — 7/i8in2^cosec/9, 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  i^  stets  wieder  zur  Curven- 

gleichuDg  zurückkehren  kann. 

Diese  C,  hat  eine  reelle  Asymptote,  deren  Gleichung,  wie  man 

sofort  sieht: 

ysin/?  =  wsin2aH-Atangj:? 

ist,  und  die  die  Curve  in  dem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte 
schneidet,  dessen  Abscisse 

X  =  — tang2a(Ä-4-w8in2acotang/J), 

oder,  was  dasselbe  ist,  für  den  die  unabhängig  Veränderliche  x^ 
den  Werth  — a  besitzt. 

In  Figur  51  (siehe  umstehend)  ist  diese  Curve  unter  Zugrunde- 
legung der  Constanten 

a  =  25°,    j9  =  26°,    A  =  9™™,    w=14'»».45 

nagh  den  Gleichungen 

^  =  0,9.ytang(^— 25") 

tj  =  10— 33sin2;> 

construirt  werden. 

Da  die  Erzeugenden  des  Cylindroids  nicht  rein  geometrische 
Geraden  sondern  Schrauben  sind,  so  ist  es  insbesondere  von  Wich- 
tigkeit auch  die  Parametervertheilung  auf  der  Curve  dritter  Ord- 
nung zu  untersuchen.  In  dieser  Beziehung  ergiebt  sich  nun  ohne 
Mühe  folgendes  Resultat.  Wir  setzen  den  Parameter  einer  belie- 
bigen Schraube  des  Cylindroids  zusammen  aus  einem  constanten 
und  einem  variabeln  Theile,  wie  in  Kapitel  XX, 

p  =Po-4-wcos2^. 

Der  durch  ^  gegebenen  Schraube  des  Cylindroids  entspricht  ein 
(ebenfalls  durch  i})  bestimmter  Punkt  der  6,,  sodass  wir,  unter 
Anwendung  der  Coordinaten   dieses  Punktes  die  letzte  Gleichung 
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so  schreiben  können: 

(ä'— y'co8'/9)cos2a4-2Ärj/cos/Jsin2a 

Hiernach  lässt  sich  also. zu  jeder  Schraube  des  Cylindroids  der 
Parameter  berechnen  mit  Hülfe  der  Coordinaten  des  zugehörigen 
Punktes  der  ^3. 

§3. 

Die  Parameter  der  beiden  durch  die  Winkel  ^-v^  und  — ^ 
deiinirten  Schrauben  sind  bekanntlich  einander  gleich.  Die  Sehne 
der  C,,  welche  die  zwei  entsprechenden  Punkte  verbindet,  geht 
also  durch  die  Punkte 

a!  =y'cosjJtang(^ — a) 

\f  z=  hsGcß  —  mcosecjSsin2i^; 

x"  =  j/"cosjStang(— ^— •«) 
y  =  /isecj?+wcosec^sin2^. 

Die  Gleichung  dieser  Sehne  findet  sich  so  nach  einigen  einfachen 
Reductionen 

w(cos2^+cos2a)ir-|"(Asinj94-w?cosj?sin2«)/y 

— A'tang^-hw'cotangj9sin*2^  =  0. 

Diese  Gerade  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  wenn 
das  Absolutglied  verschwindet,  d.  h.  wenn 

—  A'tangj94-w'cotangiJsin»2^  —  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  äquivalent  den  beiden  in 

Atang/9±7?*sin2^  =  0 

enthaltenen.  Es  ist  übrigens  auch  geometrisch  leicht  einzusehen 
(Figg.  49,  50),  dass  beim  Bestehen  dieser  Gleichungen  der  durch 
das  Azimuth  v>  bestimmte  Strahl  die  Ebene  im  Anfangspunkt  trifft. 

Man  kann  zu  der  zwei  Punkte  gleichen  Parameters  verbin- 
denden Sehne  auch  noch  durch  ein  zwar  längeres,  umständlicheres 
Verfahren  gelangen,  welches  indessen  den  Vorzug  hat,  nebenher 
einige  für  später  wichtige  Ergebnisse  zu  liefern. 

In  der  That,  sei  ü=0  die  Gleichung  der  63,  wie  sie  oben 
gegeben  wurde,  F=0  die  Gleichung  der  beiden  Strahlen  vom 
Nullpunkt  bis  zu  den  Punkten,  die  zwei  Schrauben  gleichen  Para- 
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meters  entsprechen  (Strahlen  von  den  Azirauthen  ±^).  Ferner 
sei  L  =  0  die  Sehne,  welche  die  beiden,  vom  Anfangspunkte  ver- 
schiedenen, Durchschnitte  von  U=0  und  V=0  verbindet.  Es 
ist  dies  eben  die  Sehne,  um  die  es  sich  hier  handelt.  Dann  lässt 
sich,  wenn  c  irgend  eine  Constante  bedeutet,  eine  Identität  von 
dieser  Form  aufstellen: 

cU=  VX+LY. 

In  der  That  ist  C7=0  für  F=0,  L  =  0.  Die  Gerade  L 
schneidet  die  Curve  U  in  drei  Punkten,  von  denen  zwei  auf  V 
liegen,  während  der  dritte,  J,  auf  der  Geraden  X  liegen  muss. 
Diese  letztere  Gerade  ist  aber  ganz  willkürlich.  Wir  wählen  da- 
her für  sie  den  Strahl  ßJ  vom  Ursprung  bis  zum  Schnittpunkt 
von  L  und  U.  Dann  enthält  aber  das  Produkt  VX  nur  Glieder 
dritter  Dimension.  Die  Glieder  zweiten  Grades  in  der  Gleichung 
(7=0  können  daher  alle  nur  aus  dem  Produkte  LY  entspringen. 
Es  sei 

wo  Wj,  w.,  Ausdrücke  beziehungsweise  vom  dritten  und  zweiten 
Grade  sind.  Dann  muss  cu,  der  quadratische  Theil  des  Produktes 
LY  sein.  Da  nun  L  nicht  durch  den  Uraprung  geht,  so  enthält 
die  Gleichung  L  =  0  ein  constantes  Glied.  Dann  darf  Y  weder 
ein  constantes  Glied  noch  ein  solches  vom  ersten  Grade  enthalten. 
AVählen  wir  daher  insbesondere  die  Constante  r  so,  dass  sie  gleich 
dem  Absolutgliede  von  L  ist,  so  ist  offenbar  Y  einfach  gleich  «,. 
und  wir  haben 

c(u^-\-u.J=  VX-i-(L'-hc)u,, 

wo  nun  L'  homogen  vom  ersten  Grade  in  .r,  y  ist.  Wir  haben 
somit  die  Identität 

cu^  =  VX-i-Uu.j^.  (m) 

Hierin  kennen  wir  2/3,  w.^,  Fund  haben  nun  also  X  und  L'  zu 
bestimmen.     Wenn  wii*  nun  substituiren 

a  =  — ycosj9tang(a±^), 

so  verschwindet   F,  und  wenn  wir  uns  L'  so  dargestellt  denken 

L'  =  A.r-|-/ny, 
so  kommt  jetzt 
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Acos5tang(a±^)— /«  =  C'-j-- iziß—^—^rTT' 

^      ^^         ^     '^  Ätangj:^±msin2v^ 

Hieraus  ergeben  sich 

X  wcos2a+wcos2v^ 


c         — A'tangj9-f-w'cotangj5sin'2^ 
/t  AsinjS+^cosjJ9in2a 

-  -  ZmmS  ■■■■■■         ■      I         ■       ■■  I ■-—    -— ■   1^    ■  ■     --  a 

c         — A'tang/?+?w'cotang/9sin'2^ 

Ganz  analog  können  wir  X  bestimmen.     Denn  es  ist  nach  Vor- 
aussetzung von  der  Form 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  x^  undy'  auf  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (u)  liefert  dann  nach  einigen  Reductionen 

P=  w8in2a+AtangjS 

Q  =  — 7wcosjS(cos2a+cos2^). 

Damit  haben  wir  denn  für  die  in  der  Identität 

cU=-  VX+LY 

auftretenden  Grössen  diese  Ausdrücke 

c  =  — A*tangjS-|-m'cotangj?sin'2^, 

17=  sin/Jcos'j9y'-hsinj?y;r' 

—  (?nsin2a-f-Atang/9).r'+2m.T^coS|5cos2a 

4-(?wsin2acos'j!? — hs\nßcosß)y*, 

F=  w^"(cos2a-|-cos2^)-f-27/i^ysin2acos/? 

-+-wy'cos'/?(cos2^ — cos2a) 

X  =  ;r(msin2a4-Atangj9)4-y(Asin^-h?wcosjSsin2a) 

— A'tang/J-f-w'cotangjSsin'2^ 

Y  =  x^(hi&ngß — w»sin2a)-|-2w^j/cosj9cos2a 

H-y'(?wsin2acos'j9 — hsinßcosß) 

§4. 

Es  Ist  uns  aus  unseren  früheren  Untersuchungen  bekannt,  dass 
jede  einem  Cylindroid  reciproke  Schraube  zwei  Schrauben  gleichen 
Parameters  der  Fläche  schneidet.  Daher  wird  also  jede  solche 
Sehne  der  C\^  welche  diese  in  zwei  Punkten  gleichen  Parameters 
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trifft,  Träger  einer  dem  Cylindroid  reciproken  Schraube  sein.  Der 
Parameter  jeder  der  beiden  »Schrauben,  welche  den  Durchschnitts- 
punkten einer  solchen  Sehne  mit  der  6^  entsprechen,  ist  gegeben 

durch 

i>o-hwcos2^; 

wenn  wir  daher  der  Sehne 

7n.r(cos2a-|-cos2^)-f-y(Ä8in/J-h-wcos^sin2a) 
~-Ä'tangiS-hw»'cotangjJsin*2i^  =  0 
den  Parameter 

— Po  —  ^0082^ 

ertheilen,  so  wird  sie  eine  dem  Cylindroid  reciproke  Schraube  voll- 
ständig darstellen. 

In  Kapitel  XVI  §  3  (pag.  325)  wurde  bereits  nachgewiesen, 
dass  alle  Schrauben  einer  Ebene,  die  einem  Cylindroid  reciprok 
sind,  eine  Parabel  umhüllen.  Die  Gleichung  der  letzteren  lässt  sich 
nun  auch  leicht  aufstellen.  Die  Differentiation  der  Sehnenglei- 
chung nach  i>  ergiebt 

.T  =  2wcotang/9cos2i^, 

sodass  durch  Elimination  von  ^  die  Gleichung  der  Enveloppe  ge- 
funden wird  in  der  Gestalt: 

a?'+4w»rcotang/9cos2a-f-4y(Acos/9+wcos^cotangj9sin2a) 

—  4Ä'-|-4m'cotangV  =  0. 
Diese  Curve   stellt    nun   in    der  That  offenbar   eine  Parabel    dar, 
deren  Scheitel  im  Punkte 

^  =  — 2wcotangj9cos2a 

y  =      hsecß — mcosec^sin2a. 

Der  Parameter  der  Curve  ist 

2cosj5(A+7?icotangjSsin2a). 

Die  Werthe  der  beiden  gleichen  Parameter,  welcher  der  einhüllen- 
den Sehne  entsprechen  werden  sehr  einfach  erhalten,  mit  Hülfe 
der  Abscisse  .r  des  Berührungspunktes  dieser  Sehne.     Denn  es  ist 

p  =  p^4-wcos2^, 

somit  also,  siehe  oben, 

j  =  2(p—p^)coiangß 
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oder  endlich 

Auf  diese  Weise  wird  also  jeder  Punkt  der  Parabel  einem  Paar 
parametergleicher  Schrauben  des  Cylindroids  entsprechen.  Von 
jedem  Punkte  P  der  63  können  zwei  Tangenten  an  die  Parabel 
gezogen  werden.  Jede  dieser  Tangenten  muss  dann  die  cubische 
Curve  in  einem  Paar  von  Punkten  schneiden,  die  parametergleichen 
Schrauben  des  Cylindroids  entprechen.  Eine  dieser  Tangenten 
wird  dann  die  zwei  Punkte  enthalten,  die  dem  Parameterwerth 
im  Punkt  P  entsprechen.  Die  andre  Tangente  geht  durch  zwei 
Punkte  (Schrauben)  gleichen  Parameters,  welche  mit  P  zusammen 
die  drei  Schnittpunkte  dieser  Geraden  und  der  6^  sind. 

Da  die  Hauptschrauben  des  Cylindroids  diejenigen  sind,  denen 
Maximal-  und  Minimalwerthe  des  Parameters  entsprechen,  so  müssen 
offenbar  die  Tangenten  an  die  diesen  Schrauben  entsprechenden 
Punkte  der  cubischen  Curve  auch  die  Parabel  berühren.  Wir 
haben  die  gemeinscliaftlichen  Tangenten  beider  Curven  in  Fig.  51 
auch  dargestellt. 

§5. 
Aus  der  ursprünglichen  Gleichung  des  Cylindroids 

besonders  wenn  man  dieselbe  homogen  macht,  erkennt  man,  dass 
die  unendlich  ferne  Ebene  die  Fläche  in  drei  Geraden  schneidet, 
die  beziehungsweise  in  den  Ebenen 

2  =  0 
xzizyi  :=  0 

liegen.  Die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  z  =  0  wird  von 
allen  reellen  Eraeugenden  des  Cylindroids  geschnitten,  soferne  die- 
selben eben  alle  parallel  sind  zu  dieser  Ebene.  In  jeder  der 
Ebenen  x±yi  =  0  giebt  es  einen  unendlich  fernen  Punkt,  der 
das  Bild  einer  imaginären  Schraube  des  Cylindroids  ist.  Die  Para- 
meter dieser  beiden  Schrauben  sind  unendlich  gross. 

Man  kann  zu  ihnen  auch  noch  in  anderer  Weise  gelangen. 
Die  Gleichungen  einer  Schraube  des  Cylindroids  sind 

y  =  ^tang^ 

Ball,  Mechanik.  29 
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mit  der  Pararaeterbestimraung 

p  =  j[>y4-?wcos2i^. 
Wenn  wir  setzen 

tang^  =  ±? 
so  folgen,  wegen 


sin^-yiH-tang'^  =  tang^ 

1 


cos  9"  = 


yi+tang'^ 

sowohl  für  z^  wie  für  p  unendlich  grosse  Werthe  aus  obigen  Glei- 
chungen. Es  können  also  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  J  auf 
der  Doppellinie  des  Cylindroids  so  gut  zwei  Erzeugende  der  Flüche 
gezogen  werden,  wie  durch  jeden  im  Endlichen  gelegenen  Punkt. 
Diese  beiden  Schrauben  haben  aber  die  besondere  Eigenschaft,  das.s 
ihre  Parameter  als  gleich  zu  betrachten  sind*,  während  .sonst  bei 
keinem  anderen  Paar  sich  schneidender  Schrauben  des  Cylindroids 
die  Parametergleichheit  eintritt. 

Es  wird  nun  auch  rein  geometrisch  klar,  warum  die  im  vo- 
rigen Paragraplien  betrachtete  Enveloppe  eine  Parabel  sein  muss. 
In  der  That  ist  für  jeden  ebenen  Schnitt  des  C3lindroids  die  un- 
endlich ferne  Gerade  eine  Transversale,  die  zwei  parametergleiche 
Schrauben  verbindet.  Die  Enveloppe  aller  dieser  Transversalen 
muss  .somit  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Tangente  haben,  d.  h. 
eine  Parabel  sein. 

Durch  den  Nachweis  dieser  beiden  ausgezeichneten  imaginären 
Schrauben  des  Cylindroids  wird  die  Theorie  dieser  Fläche  wesent- 
lich vervollständigt. 

§6. 

Die  Parabel  der  Figur  51  hat  die  Gleichung 

Es  gilt  nun  allgemein  der  Satz: 

Die  Parabel,  welche  die  die  Punkte  gleicher  Schrau- 
benparameter   der    L\    verbindende    Sehne    umhüllt,    be- 


Kap.  XXI.     Die  ebenen  Schnitte  des  Cylindroids.  451 

rührt  die  6^  dreimal.  Von  den  Berührungspunkten  ist  in- 
dessen nur  einer  reell. 

Es  ist  dies  leicht  zu  sehen.  Um  die  Durchschnittspunkte  der 
beiden  Curven  zu  finden  substituiren  wir  in  der  oben  gegebenen 
allgemeinen  Gleichung  der  Parabel  (§  4)  die  Werthe 

a;  =  Atang(^ — a) — wcotangj?sin2^tang(i> — a) 

y  =  Äsec/9 — wcosec/?sin2^. 

Damit  erhält  man  der  Form  nach  zunächst  eine  Gleichung  vom 
sechsten  Grade  für  tang^.  Bei  wirklicher  Durchführung  der  Rech- 
nung überzeugt  man  sich  indessen,  dass  der  erhaltene  Ausdruck 
ein  vollständiges  Quadrat  wird,  sodass  also  die  sechs  Punkte,  in 
denen  Parabel  und  63  sich  treffen,  zu  je  zweien  in  drei  zusammen- 
fallen. Die  diesen  Punkten  entsprechenden  Werthe  von  ^  zieht 
mau  aus  der  Gleichung 

Atang(^  —  a)—wcotangj5(sin2^tang(^ — a)-h2cos2^)  =  0, 

nur  einer  derselben  ist  reell,  die  beiden  andern  conjugirt  imaginär. 

Es  lässt  sich  auch  rein  geometrisch  nachweisen,  dass  die 
Parabel  die  C^  in  jedem  Punkte,  wo  sich  beide  Curven  treffen,  be- 
rühren muss. 

In  der  That  wissen  wir,  dass  es  für  jeden  Punkt  0  des 
Raumes  im  Allgemeinen  einen  Kegel  zweiten  Grades  giebt,  dessen 
Erzeugende  Träger  von  Schrauben  sind,  die  dem  Cylindroid  reci- 
prok  sind.  Wenn  dieser  Punkt  0  auf  der  Fläche  selber  liegt,  so 
degenerirt  jener  Kegel  in  zwei  Ebenen.  Der  geometrische  Cha- 
rakter dieser  Ebenen  ist  leicht  zu  erkennen.  Die  eine  derselben, 
sie  möge  A  heissen,  ist  die  Normalebene  zu  der  durch  0  gehenden 
Cylindroidschraube.  Die  andere,  ß,  enthält  den  Punkt  0  und  die- 
jenige Schraube  des  Cylindroids,  welche  gleichen  Parameter  mit 
der  durch  0  gehenden  hat.  Diese  beiden  Ebenen  werden  sich  in 
einer  Geraden  L  schneiden,  von  der  wir  zeigen  wollen,  dass  sie 
Tangente  am  Cylindroid  ist. 

Zunächst  ist  aus  dem  eben  Gesagten  klar,  dass  h  normal  ist 
zu  der  Erzeugenden  des  Cylindroids  durch  0.  Eine  jede  Gerade 
aber,  die  zu  einer  Cylindroidschraube  normal  ist,  trifft  die  Fläche 
in  noch  zwei  Punkten,  durch  welche  Schrauben  gleichen  Para- 
meters hindurchgehen.     Als  Durchschnitt  der  Ebenen  A^  B  muss 

29* 


452  Geometrische  Methoden. 

die  (ierade  L  also  die  Fläche  in  zwei  Punkten  treffen,  zu  deren 
jedem  der  Parameter  der  durch  O  gehenden  Schraube  gehört.  Da- 
her schneidet  diese  (ierade  die  Fläche  in  0  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten,  d.  h.  sie  ist  Tangente  im  Punkte  0  an  die 
Fläche.  Ii-gend  eine  Ebene  durch  0  wird  die  Ebenen  A^  B  in 
zwei  verachiedenen  Geraden  schneiden.  Dies  sind  dann  die  in 
dieser  Ebene  enthaltenen  Schrauben  dos  Punktes  0,  die  reciprok 
sind  zu  dem  Cylindroid.  Sie  müssen  daher  die  beiden  durch  0 
gehenden  Tangenten  an  die  Parabel  sein,  die  im  §4  gefunden 
wurde.  Diese  beiden  Tangenten  werden  nur  dann  zusammenfallen 
können,  wenn  die  Schnittebene  durch  L  geht.  Aber  zwei  Parabel- 
tangenten fallen  wiederum  nur  dann  zusammen,  wenn  der  Punkt, 
von  dem  aus  sie  gezogen  werden,  auf  der  Curve  selber  liegt.  Für 
einen  Punkt,  in  dem  die  Parabel  die  C\  trifft,  muss  L  nothwendig 
zugleich  die  Parabel  und  die  i\  berühren,  was  nur  möglich,  wenn 
beide  Curven  sich  in  jenem  Punkte  selber  berühren. 

Die  Parabel  muss  daher  nothwendig  in  dreifacher  Berührung 
mit  der  cubischen  Curve  stehen. 

Es  giebt  somit  drei  Punkte  auf  letzterer  Curve,  die  die  Eigen- 
sdiaft  besitzen,  djiss  die  Tangente  in  ihnen  die  Curve  in  einem 
weiteren  Punkte  schneiden,  der  mit  dem  Berührungspunkt  gleichen 
Parameter  hat. 

Hiermit  wird  der  Satz  von  Seite  325  dahin  vervollständigt: 

Alle  Schrauben  eines  Systems  vierter  Stufe,  die  in 
einer  Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Parabel,  welche 
mit  dem  reciproken  Cylindroid  in  dreifacher  Berüh- 
rung steht. 

§7- 

Wenn  ^,  x^'  die  Winkel  sind,  welche  zwei  Punkte  der  C,  be- 
stimmen, so  haben  in  der  Gleichung  der  Verbindungssehne 

die  Coefficienten  die  Werthe 

A  =  2wcos(;>'— a)cos(y  — a)cos(^'+^") 

B  =  Äsinj?+wcos^cos(y+^")sin(2a— ^'— ;>") 

—  ?;icos^sin(^'-h^")cos(^'— ^") 
C^=  — tang/^(Ä— 7«cotangp?sin2y)(A— 7/^cotangjJsiu2^"). 
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Wenn  wir  hierin 

setzen,  so  kommen  wir  wieder  zu  der  Punkte  (Schrauben)  gleichen 
Parameter  verbindenden  Sehne,  die  schon  behandelt  wurde. 

Für  einige  Schnitte  von  besonderer  Lage  lassen  sich  die  erhal- 
tenen Ausdrücke  von  A^  B^  C  wesentlich  vereinfachen.  Nehmen 
wir  zum  Beispiel  an,  die  Schnittebene  berühre  das  Cylindroid. 
In  diesem  Falle  wird  die  C^  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt 
zerfallen.  Die  analytische  Bedingung  hierfür  ergiebt  sich  sofort 
aus  der  Gleichung  der  (7,  in  dem  Verschwinden  des  Coeflicienten 
von  .r',  denn  alsdann  hat  die  Curvengleichung  den  Factor  y. 
Diese  Bedingung  erscheint  also  in  der  Form 

wsin2«-|-Ätang/?  =  0, 

und  das  Bestehen  dieser  Gleichung  ist  nothwendig  und  hinreichend 
für  das  in  Rede  stehende  Zerfallen  der  C\.  Die  Coefficienten  A^ 
/?,  C  enthalten  in  diesem  Falle  den  gemeinschaftlichen  Factor 

27ncos(^'— a)cos(^"— a), 

und  wir  haben,  unter  Weglassung  dieses  Factors 

A  =  cos(;^'H-;:^") 

ß==_cos/9sin(;>'4-^") 

C  =  — 27wcotang/?sin(a-hy)sin(tf-f-;>")- 
Was  den  quadratischen  Factor  anbelangt,  den  die  Gleichung  der  Cj 
in  diesem  Falle  besitzt,  so  findet  man  leicht,  dass  derselbe  eine 
Ellipse  darstellt,  deren  eine  Axe  der  y-Axe  parallel  ist.  Dieser 
Axe  sind  jetzt  auch  alle  die  Sehnen  parallel,  für  die  i^'-hi^"  ==  0 
ist,  weil  dann  B,  der  Coefficient  von  y  in  der  Sehnengleichung, 
verschwindet.     Und  zwar  wird  diese  Gleichung  nun 

(cos2a-Hcos2^)(aj-hW'Cotang/3(cos2a — cos2i*^))  =  0. 

Für  ein  gegebenes  x  folgt  hieraus  ein  Werth  ^,  bestimmt  durch 

j;4-?wcotangj9(cos2a  —  cos2^)  =  0, 

die  zugehörige  Sehne  ist  parallel  zu  y.  Die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  ist  unabhängig  von  a-,  und  zwar 
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aus  der  Gleichung 

cus2aH-cüs2^  =  0. 

Durch  diese  beiden  ^  sind  die  beiden  Sehnen  durch  den  gegebenen 
Punkt  J!  bestimmt.  Dass  die  eine  derselben  von  u;  unabhängig  if<t, 
konnte  auch  ohne  Kcchnung  eingesehen  Averden.  Denn  in  diesem 
Falle  geht  eben  die  eine  der  beiden  Schrauben  gleichen  Parameters 
durch  einen  bestimmten  Punkt  der  Schnittebene  und  alle  Sehnen 
durch  diesen  Punkt  müssen  die  Schnittcurve  in  zwei  Punkten  .glei- 
chen Parameters  treffen. 

§8. 

Um  zu  einer  Darstellung  der  reciproken  Schrauben  zu  ge- 
langen betrachten  wir  zunächst  folgendes  Problem.  Von  einem 
gegebenen  Punkte  P  ziehen  wir  nach  jedem  Paar  reciproker 
Schrauben  des  Cylindroids  die  Transversalen.  Alle  diese  Strahlen 
sind  Erzeugende  eines  Kegels,  den  wir  bestimmen  wollen,  wobei 
sich  zeigen  wird,  dass  derselbe  vom  zweiten  Grade  ist. 

Seien  «,/:?,  y  die  Cuordinaten  von  P.  Dann  ist  die  Ebene 
durch  diesen  Punkt  und  durch  die  Erzeugende  des  Cylindroids, 
welche  durch  die  Gleichungen  definirt  ist 

y  =  a?tang^ 

gegeben  durch 

(y — »rtang^)(y — wsin2^)  =  (ß — atang^)(2 — »isin2^). 

Ordnen  wir  diese  Gleichung  nach  Potenzen  von  tang^  mit  Hülfe 
der  Relation 

sin2^  =  2tangi^(l  +  tang'^)'S 

so  erhalten  wir 

it/tang'^4- JVtang';i^+Qtang^4-Ä  =  0,  (^) 

wo 

A/  =  az — yx,    R  =  yy — ßz 

N  =  yy — ßz+2ma — 2ma,     Q  =  az — yj;-{-2mß — 2my. 

Und  wenn  dieselbe  Transversale  auch  die  durch  d^'  defiuirte 
Schraube  des  Cylindroids  trifft,  so  ist  auch 

Mang';>'+iVtang'i^'-hQtangy-^i?  =  0.  (i>') 
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Wenn  nun  die  beiden  Schrauben  (^)  und  (^')  rcciprok  sind,  so 
hat  man 

tang^.tang^'  =  i/, 

wo  U  eine  Constante  ist,  deren  Bedeutung  aus  Kapitel  V  §  13  zu 
entnehmen  ist.  Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieser  Relation  aus  den 
Gleichungen  (^)  und  (^')  die  Winkel  ^  und  i>\  so  ergiebt  sich 
unter  W'eglassung  des  Factors 

tang^' — tang^' 
als  Resultat 

Diese  Gleichung  ist  aber,  wie  aus  den  für  M,  xV,  Q^  R  gegebenen 
Ausdrücken  folgt,  vom  zweiten  Grade  in  den  Cuordinaten  xf/z, 
und  das  durch  sie  bestimmte  Gebilde  enthält  den  Punkt  («,  p^,  y). 
Ihre  linke  Seite  lässt  sich  in  der  That  als  homogene  Function 
zweiten  Grades  der  Grössen 

ausdrücken*).    Sie  stellt  somit  wirklich  einen  Kegel  zweiten  Grades 
durch  P(a,  ^,  y)  dar. 
Da  für 

j;  =  0,    ,y  =  0,    z  =  0 
auch 

3/=0,    Ä  =  0, 

so  enthält  dieser  Kegel  auch  den  Mittelpunkt  des  Cylindroids,  was 
ohnehin  evident  ist,  da  die  beiden  llaupi«5chrauben  des  Cylindroids 
(jc-Axe  und  y-Axe)  reciprok  sind.  Wenn  wir  nun  die  Para- 
meter aller  Cylindroidschrauben  um  dieselbe  Grösse  wachsen  oder 
abnehmen  lassen,  dann  wird  auch  //,  welche  Grösse  ein  Para- 
meterquotient ist,  sich  ändern.  Damit  wird  auch  der  Kegel  des 
Punktes  P  ein  anderer  werden,  sodass  also  durch  jeden  Punkt  P 
des  Raumes  eine  ganze  Schaar  solcher  Kegel  gedacht  werden  muss. 
Alle  diese  Kegel  haben  aber  als  eine  Erzeugende  den  Strahl  von 
P  nach   dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  (Mittelpunkt  des  Cy- 

*)  Es  ist  nämlich  auch 

.V=a(r-y)-Y(x-a),     Ä  =  y(^_p)_ß(^_y) 
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lindroids),  die  ihnen  also  gemeinschaftlich  ist.  Zur  vollständigen 
Bestimmung  eines  solchen  Kegels  ist  also  nothwendig,  dass  ausser 
dem  Cylindroid  selber  auch  noch  der  Parameter  irgend  einer  be- 
stimmten Schraube  desselben  gegeben  sei.  Dieser  Umstand  unter- 
scheidet denn  auch  den  jetzt  betrachteten  Kegel  von  dem  Reci- 
procalkegel,  der  bekanntlich  für  jeden  Punkt  des  Raumes  voll- 
ständig bestimmt  ist,  sobald  nur  das  Cylindroid  gegeben  ist,  der 
also  nur  von  der  Fläche  abhängt.  Eine  Parameteränderung  der 
hier  betrachteten  Art  hat  auf  den  Reciprocalkegel  keinen  Einfluss. 
Die  Discriminante  der  cubischen  Gleichung  für  U; 

—  M'ir-^-MQH'—NRH+R'  =  0 
ist 

Unter  Weglassung  des  Factors  A/'Ä*  finden  wir  somit  als  Enve- 
loppe  des  durch  die  verschiedenen  Werthe  von  H  definirten  Sy- 
stems von  Kegeln  den  Kegel  vierten  Gradas 

ÄPR'+^N'R-h^AIQ'~-^N'Q'—iMNQR  =  0, 

der  übrigens,  wie  man  leicht  nachweist,  auch  die  Enveloppe  der 
Ebenen 

ist. 

§9. 

Auf  Grund  dieser  Ergebnisse  können  wir  uns  nun  der  Be- 
trachtung reciproker  Punkte  unserer  C\  zuwenden,  d.  i.  solcher 
Punkte,  welche  reciproken  Schrauben  des  Cylindroids  entsprechen. 
Nun  haben  wir  eben  gesehen,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Schnitt- 
ebene ein  Kegel  zweiten  Grades  geht,  so  beschaffen,  dass  jede 
seiner  Erzeugenden  ein  Paar  reciproker  Schrauben  trifft.  In  der 
Schnittebene  selber  werden  also  zwei  dieser  Erzeugenden  liegen, 
sodass  wir  erkennen,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  der  C^ 
zwei  Sehnen  gehen,  die  durch  ein  Paar  reciproker  Punkte  gehen. 
Die  wirkliche  Construction  dieser  Strahlen  wird  mit  Hülfe  einer 
gewissen  Hyperbel,  resp.  deren  Tangenten,  geleistet,  wie  wir  nun 
zeigen  wollen. 

Die  Winkel  i>,   ^'   welche  ein  Paar  reciproker  Punkte  defi- 


L 
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Diren,  genügen  der  Relation 

tang^.tangy  =  H 
des  vorigen  Paragraphen.     Daraus  leiten  wir  ab 

cos(^— lif')  =  ;icos(^-f-^') 
mit 

1—// 

Der  Kürze  halber  schreiben  wir  \p  statt  ^+i>\    Dann  ergiebt  sich 
die  Gleichung  der  die  beiden  reciproken  Punkte  verbindenden  Sehne 

mit  folgenden  Werthen  der  Coefficienten: 

A  =  -Y-(^+co82a)+-s-8in2asin2^-h-ö-(^H-co82a)co92e// 

n  »     .       «  ^  /i    •      r»  WCOS/9     ,,  V     .      « 

J?  =  A8in/3-4--ö-  cos/9sin2a 2-^(A+cosa)sin2(// 

m 


ö-  cos/?8in2acos2  ip 


m' 


C=  — Ä'tang/9 ^(X*—l)coisingß-h^hmsm2ilJ 


m' 


-^  (A' — l)cotangj^cos2 1/;. 

Diese  Gerade  umhüllt  den  Kegelschnitt 

0=       a:'|im'sin'2a| 

-4-y^lT^'cos'^cos'2a — Awsin^cosj9sin2a — A'sin'/9 

-|-iw'Acos2aco8'^H-|mU'cos'/9| 

-{-ayl ^sin2acos2acos/9 — ?nAcos2asin/9 

— ^m*XBm2aco9ß — mhXsinß\ 
+  j?|r/iA'co82atang/9-f-A7w'A8in2a-t-??iA'Atangj5| 
-f-  y\ — w'Äco8/J-f-7»A'8in/?sin2a-f-2A'8in/?tang/9 

— m'AAcosj?co82a| 
4-^'A'— A*tang'/?. 

Die  Untersuchung  der  Coefficienten  ergiebt,  dass  diese  Curve 
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eine  Hyperbel  ist.     Mit  den  früheren  Coustantcn  und  der  Annahme 

ist  dieselbe  in  Figur  51  gezeichnet  worden.  Die  Gleichung  der 
daselbst  dargestellten  Hyperbel  ist 

122^'— 203/— 161^7/  — 1208,5  c/;— 2501,5^-4-61359  =  0. 

Für  die  practischc  Ausführung  der  Zeichnung  verwendet  man  vor- 
theilhaft  die  folgende  Paramcterdarstelluug  der  rechtwinkligen  Co- 
ordinaten : 

x  =      0,8 -f- 10,8  secy±  23,75  tang^ 

y  =  — 6,4H-16,4sec(/. 

Wir  haben  also  zunächst  den  Satz: 

Die  Verbindungssehne  reciproker  Punkte  der  (\  um- 
hüllt eine  Hyperbel. 

§10. 

Wir  wollen  den  im  §  8  gefundenen  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Erzeugende  Tran.sversalen  zu  Paaren  reciproker  Schrauben 
des  Cylindroids  kurz  als  den  Transversalkegel  bezeichnen.  Der- 
selbe ist,  wie  zum  Ueberfluss  noch  bemerkt  sein  möge,  wesentlich 
verschieden  von  dem  ReciprocalkegeL 

Wenn  nun  der  Scheitel  P  dieses  Kegels  auf  dem  Cylindroid 
liegt,  so  zerfällt  der  Kegel  in  zwei  Ebenen.  Dies  ist  leicht  zu  sehen. 
Denn  man  betrachte  die  Schraube  a  des  Cylindi'oids,  welche  reci- 
prok  ist  zu  der  durch  P  gehenden.  Dann  ist  offenbar  die  Ebene 
X^  die  durch  P  und  a  geht  ein  Theil  des  zerfallenden  Kegels, 
denn  alle  Strahlen  durch  P  nach  a  sind  ja  Transverealen  eine^s 
Paares  reciproker  Schrauben.  Der  andere  Theil  des  degenerirten 
Kegels  wird  gefunden,  wenn  man  eine  Transversale  durch  P  zu 
irgend  einem  Paar  reciproker  Schrauben  des  Cylindroids  zieht,  und 
durch  diese  Transversale  und  den  Mittelpunkt  des  Cylindroids  eine 
Ebene  Y  legt.  Es  geht  dies  daraus  hervor,  dass  alle  Transversal- 
kegel des  Punktes  P  den  Strahl  von  P  nach  dem  Mittelpunkt  des 
Cylindroids  zur  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  haben. 

Liegt  also  P  auf  dem  Cylindroid,  so  zerfällt  der  Transversal- 
kegel des  Punktes  P  in  die  Ebenen  -X  und   Y, 
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J)ie  Gerade,  in  der  beide  Ebenen  einander  schneiden,  wollen 
wir  mit  M  bezeichnen. 

Irgend  eine  andere  Ebene  E  durch  P  wird  nun  die  beiden 
X,  Y  je  in  einer  Geraden  schneiden.  Und  jede  dieser  Geraden 
wird  dann  Transversale  eines  Paares  rcciproker  Schrauben  sein. 
Wenn  aber  die  Ebene  E  durch  die  Gerade  M  geht,  so  wird  es 
nur  eine  solche  Transversale  durch  P  geben,  und  dies  ist  eben 
dann  der  Strahl  M,  Man  erkennt  nun  leicht,  dass  M  Tangente 
des  Cylindroids  sein  muss.  In  der  That,  jede  Transversale  durch 
P  in  der  Ebene  Y  wird  das  Cylindroid  in  einem  Paar  von  Punkten 
schneiden,  die  reciproken  Schrauben  angehören.  Es  muss  dies  also 
auch  der  Fall  sein  für  die  Transversale  AL  Und  da  diese  auch  in 
der  Ebene  X  liegt,  so  trifft  sie  die  Schraube  des  Cylindroids,  welche 
reciprok  ist  zu  der  durch  den  Punkt  P  gehenden.  Daher  muss 
also  der  dritte  Durchschnitt  dieser  Geraden  M  mit  der  Fläche 
ebenfalls  in  den  Punkt  P  fallen,  d.h.  AI  ist  Tangente  des  Cylin- 
droids im  Punkte  P. 

Wenn  also  zwei  Erzeugende  eines  Transversal  kegeis  durch 
einen  Punkt  P  der  6^  in  eine  zusammenfallen,  so  ist  diese  Gerade 
Tangente  der  C,  im  Punkte  P. 

Aber  aus  §  9  geht  hervor,  dass  zwei  solche  Transversalen  nur 
dann  zusammenfallen,  wenn  ihr  Schnittpunkt  auf  der  dort  gefun- 
denen Hyperbel  liegt.  Und  in  diesem  Falle  ist  der  aus  der  Coin- 
cidenz  der  beiden  Transversalen  resultirende  Strahl  eine  Tangente 
der  Hyperbel. 

Sei  nun  P  ein  Punkt,  in  dem  die  Hyperbel  und  die  (.\  ein- 
ander treffen.  Sofern  nun  P  auf  der  Hyperbel  liegt,  fallen  die 
beiden  durch  diesen  Punkt  zu  ziehenden  Transversalen  nach  Paaren 
reciproker  Schrauben  in  eine  einzige  zusammen,  die  die  Hyperbel 
in  P  berührt.  Andererseits  müssen  sie  nun  aber  auch,  weil  sie 
zusammenfallen,  eine  Tangente  der  6',  im  Punkte  P  sein,  nach 
obigem.  So  oft  also  die  Hyperbel  und  die  Cg  einander 
treffen,  müssen  sie  eine  gemeinschaftliche  Tangente  haben, 
d.  h.  mit  andern  Worten,  so  oft  dieses  Treffen  stattfindet,  müssen 
beide  Curven  einander  berühren.  Die  sechs  Schnittpunkte,  welche 
eine  Hyperbel  und  eine  6^   im  Allgemeinen  haben,  müssen  also 
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hier  zu  je  zweien  in  drei  Punkten  zusammenfallen.  Somit  haben 
wir  den  Satz  erlangt: 

„Die  Hyperbel,  welche  von  den  Vorbindungssehnen 
reciproker  Punkte  der  cubischen  Curve  umhüllt  wird, 
steht  mit  dieser  letzteren  Curve  in  dreifacher  Berüh- 
rung." 

§11. 

Die  Gleichung  dieser  Hyperbel  hängt  von  dem  Parameter  A, 
der  in  der  Gleichung  der  C^  nicht  vorkommt,  in  der  Weise  ab, 
dass  sie  geschrieben  werden  kann 

A-\'XB-\'X^C  =  0, 

aus  welcher  Form  man  erkennt,  dass  sie  für  ein  variables  A  eine 
Schaar  von  Hyperbeln  dai*stellt.  Alle  diese  Hyperbeln  haben  in- 
dessen dreifache  Berührung  mit  der  6',,  und  es  giebt  eine  feste 
Gerade,  welche  jede  derselben  berührt.  Diese  Gerade  ist  diejenige 
Sehne  der  C,,  welche  die  den  Hauptschrauben  des  Cylindroids 
entsprechenden  Punkte  verbindet.  Denn  da  diese  beiden  Schrauben 
auch  dann  reciprok  bleiben,  wenn  die  Parameter  aller  Cylindroid- 
schrauben  um  denselben  Betrag  geändert  werden,  so  muss  die  Ver- 
bindungslinie der  entsprechenden  Punkte  immer  die  Hyperbel  be- 
rühren, d.h.  unabhängig  von  der  Variabein  A,  welche  eben  im 
wesentlichen  ein  ParameterverhäJtniss  ist,  das  also  im  Allgemeinen 
durch  additive  Aenderungen  der  Parameter  wol  geändert  wird. 
Die  Hyperbelschaar  ist  somit  geometrisch  definirt  dadurch,  dass  jede 
Hyperbel  eine  feste  Gerade  berühren  und  mit  einer  festen  Curve 
in  dreifacher  Berührung  stehen  muss.  In  der  That  sind  dies  vier 
Bedingungen,  die  zur  Bestimmung  einer  Kegelschnittschaar  noth- 
wendige  Anzahl. 

§12. 

Die  Gleichung  der  Hyperbeltangenten,  also  der  Verbindungs- 
linie reciproker  Punkte  der  63  kann  nach  §  9  in  die  Form  ge- 
bracht werden 

L  cos2 1/; -f- A^sin  2  i/;-f-iV  =  0, 
wo  L,  M^  N  linear  von  o*,  y  abhängen.     Wenn  nun  ein   solches 
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Wertlisystem  .t,  y  gefunden  werden  kann,  dass  gleichzeitig 

L  =  0,     A/==:0,     iV=0, 
dann  muss  jede  CJerade 

L  co.s2  J//+ A/sin  2  (//+ iV  =  0 

durch  diesen  Punkt  .y,  y  gehen.  Die  analytische  Bedingung  für 
das  Eintreten  dieses  Falles  ist  die,  dass  die  Discriminante  der 
Hyperbel  verschwindet.     Diese  Discriminante  ist 

A  =  |m'Asin/9(A' — l)(Atangji?-|-??isin2a). 

Es  wird  dieser  Ausdruck  nun  erstens  dann  Null,  wenn 

Ätangj9H-wsin2a  =  0, 

in  welchem  Falle  die  Ebene  der  (\  das  Cylindroid  berührt,  wie 
wir  oben  sahen,  und  den  wir  nachher  noch  ausführlich  behandeln 
werden. 

Die  Discriminante  A  verschwindet  aber  auch  noch  für 

Ä  =  0, 

d.  h.  wenn  die  Schnittebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Cylindroids 
geht. 

Dieser  letztere  Fall  konnte  aber  aus  den  Ergebnissen  des 
Paragraphen  10  rein  geometrisch  erkannt  werden.  Denn  die 
dort  betrachtete  Ebene  Y  ist  ein  Schnitt  durch  das  Centrum  des 
Cylindroids.  Und  in  ihr  artet  die  Hyperbel  offenbar  aus.  Denn 
es  gehen  hier  alle  Verbindungssehnen  reciproker  Punkte  durch  den 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  P,  anstatt  dass  sie  eine  Hyperbel 
berühren. 

In  der  That  geht  für 

A=0 
die  Hyperbelgleichung  über  in 

I  r^  9\n2a,a; —    -  cos /? (A+ cos 2 a)^|   =0, 

die  zwei  zusammenfallende  Geraden,  welche  die  6,  berühren,  dar- 
stellt. Der  Berührungspunkt  ist  der  Punkt  P,  der  Strahlungspunkt 
der  Verbindungssehnen  der  reciproken  Punkte  der  C\, 
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§13. 

Diesen  Fall  eines  „Centralschnittes",  also  eines  Schnittes, 
dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  des  Cylindroids  geht,  wollen 
wir  nun  eingehender  betrachten.  Die  Gleichung  der  cubischen 
Curve  wird  jetzt 

3/'8in/?cos'^4-y^'sinj9 — w.a;'sin2a-f-2w^ycosj9cos2a 

4-77^y'sin2acos''j9  =  0. 

Die  Sehne,  welche  Punkte  gleichen  Parameters  ^  verbindet,  wird 

^(cos2^-hcos2a)+ycosj9sin2«-hmcotangjSsin'2^  =  0. 

Der  Strahlungspunkt  P  der  Verbindungssehnen   reciproker  Punkte 
hat  die  Coordinaten 

?w(A' — l)cotangj9(A-hcos2a) 

^  ~  l+2AcosäTr 

m{V — l)cosec/?sin2a 

^  ~  "~  i+'2Acösä+r        ' 

und  die  Parameterdarstellung  der  Coordinaten  eines  beliebigen  an- 
deren Punktes  der  (\  wird 

,T  =  ycosj5tang(^ — a) 
y  =  — wcosec/5sin2^. 

In  Figur  52  ist  diese  Curve  construii-t  auf  Grund  der  Gleichungen 

X  =  0,9tang(6^— 25°) 

y  =  —  33sin2;!^, 

die  Parabel,  welche  von  den  Verbindungssehnen  der  Punkte  gleichen 
Parameters  umhüllt  wird,  hat  hier  die  Gleichung 


y  =  -2ö,ö-{f,+  {-^J. 


Die  Hauptschrauben  des  Cylindroids  gehen  beide  durch  den  Doppel- 
punkt 0  der  63;  die  beiden  Tangenten  der  (.\  in  diesem  Punkte 
müssen  daher  auch  die  Parabel  berühren. 

Die  Betrachtung  der  reciproken  Punkte  ist  hier  von  beson- 
derem Interesse.  Wenn  wir  alle  Schraubenparameter  um  denselben 
Betrag  additiv  ändern,  so  variirt  auch  A,  und  der  Strahlungspuukt 
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Fig.  52. 


Azymptoie 


Sehnm  dtr  Stu/pUbene 


JBnnf^mn^t 


P  der  Verbiodungssehnen  reciproker  Punkte  bewegt  sich  entlang 
der  C;. 

Die  Tangente  in  P  an  die  cubische  Curve  trifft  diese  noch 
einmal  in  einem  Punkte,  der  zu  P  reciprok  ist.  V^on  P  aus  können 
zwei  reelle  oder  imaginäre  Tangenten,  an  die  6!,  gezogen  w'erden, 
welche  diese  beziehungs\veise  in  den  Punkten  1\ ,  T,  berühren. 
Jeder  dieser  Punkte  ist  sich  selber  reciprok,  wie  aus  der  allge- 
meinen Darstellung  hervorgeht,  angew^andt  auf  diesen  speciellen 
Fall.  Die  Punkte  7',,  1\  stellen  daher  die  Schrauben  vom  Para- 
meter Null  des  Cylindroids  dar.  Im  Allgemeinen  berühren  die 
beiden  Tangenten,  die  man  von  einem  Punkte  der  63  an  diese 
ziehen  kann,  diese  in  Punkten  gleichen  Parameters. 

Es  seien  nun  a,  j5  zwei  Schrauben  (Punkte  der  C,),  y,  S  ein 
anderes  Paar,  so  gewählt,  dass  die  Strahlen  aß  \xnA  yS  sich  auf 
der  tj  schneiden.  Ferner  seien  t/,  i^  kürzester  Abstand  und  Winkel 
der  Schrauben  a,  ß  auf  dem  Cylindroid;  d\  i^'  mögen  analoge  Be- 
deutung für  y,  d  haben.     Es  wird    nun  möglich  sein,   eine  Grösse 
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tu  so  zu  bestimmen,  dass  bei  Vermelirung  der  Parameter  aller 
Schrauben  des  Cylindroids  um  o),  sowohl  a,  ß,  als  auch  y,  S  ein 
Paar  reciproker  Schrauben  werden*).     Dann  ist 

(Pa+Pß-\-2co)coi^O' — dHinO-  =0 

(p.^-hPs+2o))coi^y—cVHini>'  =0, 

aus  welchen  beiden  Gleichungen  sich  ergiebt: 

p^-hp^—di^ngO^  =  p^+p^—d'tm^ir'. 

Zieht  man  also  von  einem  Punkte  eines  ('ylindroids  aus  Trans- 
versalen, so  wird  jeder  dieser  Strahlen  die  Flache  noch  in  zwei 
Punkten  so  schneiden,  dass  für  die  beiden  durch  diese  Punkte  ge- 
henden Schrauben  des  Cylindroids  der  Aasdruck 

p^+p^—dimgO- 

einen  constanten  Werth  hat,  solange  der  Strahlungspunkt  jener 
Transversalen  nicht  geändert  wird.  Die  Bedeutung  dieses  constanten 
Welches  ist  die,  dass  er  den  doppelten  Parameter  jener  beiden, 
bekanntlich  parametergleichen.  Schrauben  ergiebt,  welche  den  Be- 
rührungspunkten der  beiden  von  P  an  (\  noch  zu  legenden  Tan- 
genten entsprechen. 

§14. 

Die  conjugirten  Trägheitsschrauben  nehmen  in  unserer  Theorie 
einen  so  wichtigen  Platz  ein,  dass  wir  auch  nach  den  entspre- 
chenden Punkten  auf  der  6,  eines  ebenen  Schnittes  des  Cylin- 
droids fragen  müssen.  Um  in  einfacher  Weise  schnell  zum  Ziel 
zu  kommen,  wollen  wir  aus  vorigem  Kapitel  erinnern,  dass  bei 
der  graphischen  Darstellung  des  Cylindroids  mit  Hülfe  des  Bild- 
kreises die  Sehne  zweier  conjugirten  Trägheitsschrauben  durch  einen 
festen  Punkt  geht.  Diese  Bemerkung  ermöglicht  es,  zu  einer  Re- 
lation zwischen  den  Winkeln  y,  xf  zu  gelangen,  durch  welche 
zwei  solche  Schrauben  auf  dem  Cylindroid  definirt  sind. 


•)  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  aß,  78  ist  jetzt  ein  Punkt  P,   dem  der 
Werth  X  entspricht: 
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Es  seien  also,  Fig.  53,  ^,  ß 
die  Bilder  der  Hauptschrauben  des 
Cylindroids  auf  dem  Kreise  des 
Kap.  XX,  und  0  sei  der  feste 
Punkt,  durch  welchen  die  Sehne 
von  irgend  zwei  conjugirten  Träg- 
heitsschrauben gehen  muss.  Dann 
wird  also  X,  Y  ein  solches  Paar 
sein.     Fällen  wir 

6T_LXy, 

so  findet  sich  leicht,  wenn  man 
beachtet,  dass  nach   Kapitel  XX 

§5 

Z-XC^  =  2y 

Z.  YCA  =  2^, 
und 

^  OCA  =  o} 

setzt,  die  Gleichung 

6'Xcos(y--^)  =  COcos(y4-^ — w). 
Nun  ist 

CO  _ 

ex'  ~  ^ 

eine  Constante,  die  nur  von  dem  Bildkreise  abhängt.  Substituirt 
man  also  den  Werth  von  cos(y — ^)  der  sich  aus  der  obigen  Glei- 
chung ergiebt  in  die  Gleichung  der  Verbindungssehne  zweier  Punkte 
der  6,  in  §7,  so  findet  man,  dass  die  Verbindungssehne  zweier 
Punkte  jener  Curve,  welche  conjugirten  Trägheitsschrauben  ent- 
sprechen, einen  Kegelschnitt  umhüllt.  Dieser  Kegelschnitt  in  Ver- 
bindung mit  dem  Punkte  P  der  63,  durch  den  die  Verbindungs- 
sehne der  reciproken  Punkte  gehen,  wird  stets  die  Construction 
der  impulsiven,  zu  einer  gegebenen  instantanen  gehörenden,  Schraube 
ermöglichen. 

Denn  nachdem  mit  Hülfe  des  eben  gefundenen  Kegelschnitts, 
durch  Construction  der  Tangente,  zu  einer  Schraube  (Punkt  der 
63)  die  conjugirte  Trägheitsschraube  S'  gefunden  ist,  wird  der 
Strahl   PS\    wo    P   der    Strahlungspunkt    der    Sehnen    reciproker 

Ball,   Mechanik.  30 
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Punkte  ist,  die  6,  in  dem  Punkte  treffen,  welcher  die  gesuchte 
impulsive  Schraube  giebt. 

Man  mu.ss  hierbei  folgendes  beachten.  Durch  jeden  Punkt  S 
der  (\  können  zwei  Tangenten  an  den  in  diesem  Paragraplien  ge- 
fundenen Kegelschnitt  gezogen  werden.  Auf  jedem  dieser  Strahlen 
liegen  dann  drei  Punkte  der  (\^  nämlich  auf  dem  ei>»ten 

auf  dem  zweiten 

S     ^'      ^" 

Wenn  nun  S,  iS  conjugirte  Trägheitsschrauben  sind  auf  der  ersten 
Tangente,  so  sind  .^',  J!?"  conjugirte  Trägheitsschrauben  auf  der 
zweiten.  Man  muss  also  bei  der  Construction  der  impulsiven 
Schraube  diese  beiden  Tangenten  wol  unterscheiden.  Wir  wollen 
zur  Erleichterung  des  Ausdrucks  diejenige  durch  einen  Punkt  *S' 
der  t,  an  jenen  Kegelschnitt  gehende  Tangente,  welche  den  zu  & 
selber  conjugirten  Punkt  &  enthält,  kurz  als  Tangente  I  des 
Punktes  8  oder  I,s  bezeichnen;  die  andere  Tangente  heisst  dann 
entsprechend  II.s.    Auf  ihr  liegen  also  die  beiden  conjugirten  Punkte 

Zieht  man  von  dem  Strahlungspunkt  P  der  Verbindungssehnen 
reciproker  Punkte  die  Tangente  IIp,  so  sind  die  auf  diesen  Strahlen 
liegenden  Punkte  2,\  2"  diejenigen,  w^elche  den  Haupt trägheits- 
schrauben  des  Cylindroids  correspondiren;  was  leicht  einzusehen  Lst. 

§15. 

Man  kaim  mit  Hülfe  der  6,  irgend  eines  ebenen  Schnittes 
überhaupt  die  Beziehung  zwischen  impulsiven  und  instautaneu 
Schrauben  herleiten  und  näher  untersuchen. 

Wir  haben  dabei  zwei  Kegelschnitte  in  ihren  Beziehungen  zur 
6',  zu  untersuchen.  Wir  wollen  für  diese  Curven  kurze  Bezeich- 
nungen einführen.  Es  Lst  dies  erstens  die  Hyperbel,  welche  von 
den  Verbindungssehnen  reciproker  Punkte  umhüllt  wird;  sie  werde 
als  Äj  bezeichnet,  üer  andere  Kegelschnitt  ist  der  des  vorigen 
Paragraphen,  dessen  Tangenten  Punkte  conjugirter  Trägheitsschrauben 
auf  der  C\  ausschneiden.  Er  werde  als  jP,  bezeichnet.  Für  die 
von  einem  Punkte  P  der  6',   an  die  C'urve  T^  zu  legenden  Tan- 
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genten  behalten  wir  die  Bezeichnung  des  vorigen  Paragraphen  in 
der  dort  angenommenen  Bedeutung  bei.  Ganz  analog  bezeichnen 
wir  mit  Vp  diejenige  von  P  an  Ä,  gelegte  Tangente,  auf  welcher 
der  zu  P  selber  reciproke  Punkt  liegt,  den  es  auf  diesem  Strahle 
giebt.     Die  andere  Tangente  durch  P  an  Ä,  heisst  wieder  11/». 

Wir  wollen  nun  zu  einer  gegebenen  instantarjen  Schraube 
P  (Punkt  der  C^)  die  correspondirende  impulsive  Schraube  con- 
struiren.  Wir  ziehen  durch  P  die  Tangente  I/>,  so  schneidet  diese 
auf  der  63  den  Punkt  P'  aus,  der  auf  der  mit  P  ein  Paar  con- 
jugirter  Trägheitsschrauben  bildenden  Schraube  liegt.  Von  P'  aus 
ziehen  wir  die  Tangente  Vp*  (die  also  die  R.^  berührt).  Der  reci- 
proke Punkt  Q  von  P'  ist  dann  derjenige,  der  die  Aufgabe  löst, 
d.  h.  die  durch  Q  gehende  Cylindroidschraube  ist  die  der  instan- 
tanen  Schraube  P  correspondirende  impulsive  Schraube. 

Es  giebt  im  Allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  an 
zwei  Kegelschnitte  /?,,  7\,  Unter  diesen  ist  nur  eine,  von  deren 
drei  Schnittpunkten  mit  der  6^  dieselben  zwei  gleichzeitig  so- 
wohl in  Bezug  auf  Ä.^,  wie  auf  T^  in  den  in  der  letzten  Con- 
struction  benutzten  characteristischen  Beziehungen  stehen.  Diese 
beiden  Schnittpunkte  geben  dann  wieder  die  beiden  Hauptträg- 
heitsschrauben. 

§16. 

Es  ist  noch  ein  dritter  Kegelschnitt  zu  erwähnen,  P,,  dessen 
Tangenten  Verbindungssehnen  conjugirter  Potentialschrauben  sind. 
Man  leitet  denselben  in  analoger  Weise  her,  wie  die  Hyperbel  Ä, 
und  zeigt  auch  ebenso  wie  für  diese,  dass  sowohl  P^,  wie  auch 
jTj  die  6',  dreifach  berühren. 

Tnter  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  P*  und  T^  giebt 
es  eine,  von  deren  drei  Schnittpunkten  mit  C\  zwei  so  beschaffen 
sind,  dass  sie  sowohl  in  Bezug  auf  P^  wie  auf  T!,  conjugirt  sind. 
Sie  bestimmen  die  beiden  harmonischen  Schrauben  des  Gylindroids. 

§17. 
Der  Sonderfall,   dass  die  Ebene  des  durch  das  Cylindroid  ge- 
führten Schnittes  der  Doppellinie  parallel  ist,  bietet  durchweg  sehr 
einfache  Relationen  dar. 

30* 
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Der  Doppelpunkt  der  6^  liegt  jetzt  im  ÜDendlichen.     Um  die 
Gleichung  der  Curve  zu  erhalten,  nehmen  wir  eine  einfache  Coor- 

dinatentransformation  vor. 
^''^'  ^**-  Es  seien  OA,  OB  (Fig.  54) 

die  Hauptschrauben  des  Cy- 
lindroids.  Die  Schnittebene 
schneide  dieselben  in  den 
Punkten  A^  B  und  ihr 
Abstand  vom  Mittelpunkt 
0  sei  gleich  /und  bilde 
mit  OA  den  Winkel  »;. 
Nun  wählen  wir  OA  als 
.r-Axe  und  die  Doppellinie  als  y-Axe.  Dann  ist  jeder  Punkt  des 
Cvlindroids,  der  auf  der  Schnittebene  liegt,  gegeben  durch 

X  ==  Ztang(»/  —  d-) 

y  =  W8in2^, 

wo  ^  die  frühere  Bedeutung  hat. 

Die  Elimination  von  ^  ergiebt  die  Gleichung  der  Schuittcurve 

yx^-\'Vix^m\\2r^-\-V^y-{'2lviJC{iOiy2ii — w/'sin2»;  =  0. 

Die  Verbindungssehne  von  Punkten,   die  den  Winkeln  ^,  y  ent- 
sprechen, wird 

7/i^cosC^H"y)[cosC2i^  — i^— y)+cos(^— y)]+Zi/ 

— w/sin(2i/— ;!^— y)cos(^+y)— w/cosC^— y)sin(;>+y)  =  0. 

Geht  diese  Sehne  durch  Punkte  auf  Schrauben  gleichen  Parameters, 

wo  also 

;^-l-y  =  0, 

so  reduciii;  sich  ihre  Gleichung  auf 

?/2(cos27;-hcos2^).^-f-Z(y — 7«sin2?/)  =  0, 

welche  Form    zeigt,    dass    in   diesem  Falle   die  Sehne  durch   den 
Schnittpunkt  der  Geraden 

y — ?;isin2>;  =  0, 

also  durch  einen  festen  Punkt  geht.     Dieser  Punkt  tritt  also  hier 
an  Stelle  der  Parabel,  welclie  im  allgemeinen  Falle  von  den  Ver- 
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bindungssehnen  der  Punkte  gleichen  Parameters  umhüllt  wird.  Aus 
der  Form  der  Gleichungen  dieses  Punktes  ist  übrigens  ersichtlich, 
dass  er  derjenige  Punkt  ist,  durch  welchen  die  auf  der  Schnitt- 
ebene senkrechte  Schraube  ^les  Cylindroids  hindurchgeht.  Daraus 
ist  dann  wieder  sofort  klar,  dass  er  die  Eigenschaft  besitzt,  welche 
im  allgemeinen  Falle  die  Parabel  hat,  nämlich  von  den  Verbin- 
dungssehnen der  Punkte  gleichen  Parameters  eingehüllt  zu  werden. 
Jeder  Strahl  der  Schnittebene  nämlich  der  durch  P  geht,  steht 
nunmehr  senkrecht  auf  der  Cylindroidschraube  die  dieser  Punkt 
enthält.  Ein  solcher  Strahl  schneidet  dann  aber  bekanntlich  das 
Cylindroid  immer  noch  in  zwei  Schrauben  gleichen  Parameters. 

§18. 

Der  Specialfall  des  Tangentialschnittes,  in  dem  die  das  Cylin- 
droid schneidende  Ebene  diese  Fläche  berührt,  ist  für  den  Zweck 
dieses  Kapitels,  die  naturgemässe  Entstehung  der  im  Kapitel  XX 
gelehrten  graphischen  Methode  nachzuweisen,  von  besonderer  Wich- 
tigkeit, sodass  wir  uns  nunmehr  der  Behandlung  desselben  in  aller 
Ausführlichkeit  zuwenden.  Wie  schon  in  §  7  gezeigt  wurde,  zer- 
fallt im  Tangentialschnitt  die  (\  in  eine  Ellipse  und  eine  Gerade. 

Wir  wollen  nun  die  Parametervertheilung  auf  dieser  Ellipse, 
(I.  h.  auf  den  Schrauben,  welche  den  Punkten  der  Ellipse  ent- 
sprechen, untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  zunächst 
ein  Princip  auf,  welches  zu  einer  einfachen  planen  Parameterdar- 
stellung führen  wird.  Es  seien  nämlich  a,  ß  die  beiden  Schrauben 
vom  Parameter  Null  des  Cylindroids,  und  ^  irgend  eine  dritte 
Schraube,  ebenfalls  vom  Parameter  Null,  die  a  und  ß  schneidet 
und  natürlich  dem  Cylindroid  nicht  angehört. 

Diese  Schraube  ^  ist  nun  reciprok  sowohl  zu  «  wie  zu  ß  und 
somit  reciprok  zum  ganzen  Cylindroid  (a,  ß),  Ist  somit  q  irgend 
eine  Schraube  dieses  Cylindroids,  d  ihr  kürzester  Abstand  von  & 
und  CO  der  mit  jener  gebildete  Winkel,  so  wird,  da  also  q  und  ^ 
reciprok  sind,  die  Gleichung  bestehen 

PqCOhlü — t/sinoj  =  0 

oder  man  wird  unter  Anwendung  einer  festen  Geraden  in  der 
Ebene   der   Schrauben   vom   Parameter   Null   für   den  Parameter 
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einer  beliebigen  Schraube  des  Cylindroids  die  Darstellang  haben 

p^  =  rftangü). 

Um  nun  dieses  Resultat  bei  Anwendung  des  Tangentialschnittes 
verwerthen  zu  können,  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an.  Es 
sei,    in   Figur  55,  Oll   die  Projection  der  Doppellinie  des  Cylin- 

Figur  55. 


droids  auf  die  Schnittebene.  Ferner  möge  der  Strahl  OA^  in  der 
Schnittebene,  eine  Schraube  vom  Parameter  Jsull  auf  dem  Cylin- 
droid  sein.  Es  ist  dann  OAj^OIL  Endlich  sei  noch  der  Nei- 
gungswinkel der  Doppellinie  gegen  die  Schnittebene  gleich  e. 

Der  Schnitt  der  Tangentialebene  mit  dem  Cylindroid  besteht 
nun  hier  aus  dem  Strahl  OA  und  der  Ellipse  OAPB,  Es  sei  nun 
P  der  Punkt,  in  welchem  die  Ellipse  von  der  zweiten  Schraube 
vom  Parameter  Null  des  Cylindroids  getroffen  wird. 

Ziehen  wir  durch  den  Punkt  P,  in  der  Ebene  der  Ellipse, 
einen  Strahl,  so  trifft  dieser  die  Ellipse  in  einem  zweiten  Punkte 
so,  dass  die  durch  diesen  gehende  Schraube  des  Cylindroids  normal 
ist  zu  dem  durch  P  gezogenen  Strahl.  Ziehen  wir  nun  PH,  so 
ist  das  Loth.  von  //  auf  die  Doppellinie  gefällt,  eine  Schraube  des 
Cylindroids  und  also  senkreckt  zu  PH.  Der  Winkel  bei  H  ist 
also  ein  Rechter.    Jede  Sehne,  welche  irgend  zwei  Schrauben  glei- 
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clieii  Parameters  trifft,  muss  nun  senkrecht  stehen  auf  der  dritten 
Schraube,  welche  sie  noch  schneidet,  also  immer  auf  O-^.  Aber 
P  und  A  sind  der  Voraussetzung  gemäss  Punkte  (Schrauben)  glei- 
chen Parameters:  somit  muss  AP  normal  sein  zu  AO,  Und  mit- 
hin ist  das  Viereck  APHO  ein  Rechteck. 

Der  Winkel  e  hängt  von  den  Dimensionen  der  Ellipse  ab.  In 
der  That,  eine  Tangente  in  P  an  die  Ellipse  muss  senkrecht  stehen 
auf  dem  Loth,  welches  von  P  auf  die  Doppellinie  gefällt  wird. 
Construiren  wir  daher  im  Punkte  P  die  Normale  der  Ellipse  PN 
und  errichten  in  N  ein  Loth  auf  der  Ebene  der  Ellipse,  welches 
die  Doppellinie  in  A''  treffen  möge,  so  ist  PN'  normal  zur  Tan- 
gente in  P  und  zu  0N\     Daraus  folgt  dann 

0/^cosPOA"  =  OiV'; 

aber  auf  einer  Kugel  um  0  mit  dem  Radius  1  liegen  NN'P  (resp. 
ihre  Projectionen)  in  einem  rechtwinkligen  sphärischen  Dreieck, 
sodavss 

cos  PON'  =  cosPOiVcosfi; 
und  ferner  ist 

ON' cose  =  ON     OPcohPON  =  2Ä, 

wenn  mit  /«,  k  die  Coordinaten  von  7^  in  Bezug  auf  Centrum  und 
Hauptaxen  der  Ellipse  bezeichnet  werden.  Man  erhält  dann  end- 
lich aus  diesen  Gleichungen 

Acos2€  =  ON — A, 

d.  i.  gleich  der  Abscissc  des  Punktes  N  der  Normale,  dem  die 
Ordinate  — k  zugehört.     Es  findet  sich  leicht 


ON—h  =  h(l ^) 


nnd  somit 


sm'£  =    -, 
a 


Der  Winkel  a  hängt  also  nur  von  den  Axen  der  Ellipse  ab.  Und 
wenn  wir  den  Brennpunkt  F  mit  dem  Endpunkte  B  der  kleinen 
Axe  verbinden,  so  ist  der  W'inkel 

BFC=€, 

Sei  nun  X  irgend  ein  Punkt  der  Ellipse,  so  wollen  wir  den 
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Parameter  der  durch  X  gehenden  Schraube  des  Cyündroids  be- 
stimmen. Ein  Strahl  durch  -X,  der  sowolil  zu  XP,  wie  zur  Dop- 
pellinie normal  ist,  d.  h.  der  kürzeste  Abstand  der  beiden  ange- 
gebenen Geraden,  wird  eine  Schraube  S  des  Cylindroids  sein.  Be- 
zeichnet man  nun  den  kürzesten  Abstand  dieser  Schraube  S  von 
OP  mit  d,  den  Winkel,  den  sie  mit  OP  macht,  durch  v^,  so  ist 
ihr  Parameter  nach  obigem  gegeben  durch 

p  =  dtang^, 

denn  OP  ist  ja  eine  Gerade,  welche  beide  Schrauben  verschwin- 
denden Parameters  auf  dem  Cylindroid  schneidet.  Die  Richtungs- 
cosinus der  Schraube  S  sind 

X(y' — A!)sin€,     — A(ic' — Ä)sin€,     — l(y* — ^)cos6, 

und  sie  geht  durch  den  Punkt  (x\  y\  0).  Die  Richtungscosinus 
von  OP  sind 

/*/i,     nk,     0; 

dabei  sind  A,  /t  Factoren,  die  zu  dem  Zwecke  eingeführt  sind,  um 
die  Summe  der  Quadrate  der  betreffenden  Werthe  gleich  1  zu 
machen.     Den  Ausdruck 

(/sin^, 

oder  das  Moment  von  OP  und  S  kann  man  mit  bekannten  For- 
meln der  analytischen  Geometrie  sehr  einfach  darstellen.  Man  er- 
hält dann  weiter  nach  einigen  Reductionen  für  den  Parameter  die 
elegante  Dai*stellung 

p  =  (k — y')cotangf. 

Der  Parameter  ist  also  nur  durch  den  constanten 
Factor  cotangf  von  dem  senkrechten  Abstand  des  Punktes 
X  von  AP  verschieden. 

Mit  diesem  Resultate  übersieht  man  nun  sehr  klar  und  ein- 
fach die  Parametervertheilung.  Man  construire  die  Ellipse  und 
in  dieser  einen  Strahl,  der  ihrer  grossen  Axe  parallel  ist.  Dann 
ist  der  Parameter  jeder  Schraube  des  Cylindroids  (Ellipsenpunktcs) 
gleich  dem  Abstände  des  correspondirenden  Punktes  von  jenem 
Strahl  multiplicirt  mit  dem  constanten  Factor  cotanga,  der  durch 
die  Axen  der  Ellipse  gegeben  ist.  Wir  haben  somit  wieder  eine 
vollständige,  auch  die  Parameter  berücksichtigende,  Correspondenz 
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zwischen  den  Schrauben  des  Cylindroids  und  den  Punkten  der 
Ellipse. 

Nun  giebt  es  zu  jeder  Schraube  des  Cylindroids  eine  andere 
auf  der  Fläche,  welche  jener  reciprok  ist.  Wir  w'ollen  die  ent- 
sprechenden Punkte  eines  Paares  reciproker  Schrauben  auf  der 
Ellipse  betrachten.  Wir  werden  da,  soweit  reine  Lagenbeziehungen 
vorkommen,  zu  gleichen  Ergebnissen  gelangen,  wie  im  vorigen  Ka- 
pitel, was  übrigens  nur  zu  erwarten  ist,  da  Kreis  und  Ellipse  ja 
projective  Transformationen  von  einander  sind.  Wir  beweisen  so- 
mit zunächst  den  Satz: 

Jeder  Strahl  durch  den  Pol  der  Parameteraxe  trifft 
die  Ellipse  in  zwei  Punkten,  die  zwei  reciproken  Schrau- 
ben entsprechen. 

Dabei  nennen  wir  AP  die  Parameteraxe,  analog  der  Bezeich- 
nung des  vorigen  Kapitels,  weil  durch  die  senkrechten  Abstände 
der  Ellipsenpunkte  von  AP  die  Parameter  der  entsprechenden 
Schraube  bestimmt  sind. 

In  der  That,  seien  R  und  R'  die  reciproken  Werthe  der  Ent- 
fernungen der  Punkte  x'y'  und  x"y"  von  P.  Das  Moment  der 
durch  beide  Punkte  gegebenen  Schrauben  ist 

M=—RR'(x'—u;")smecos€    1     x"     if 

1     h      k 

=  ÄÄ'(a;'— ^'0(— ^'y'+ec'y+Ay'--Äy-h*a?— ^-oj'Osinecose. 

Dies  muss  aber,  da  die  Schrauben  reciprok  sind,  gleich  der  mit 
dem  Cosinus  ihres  Winkels  multiplicirten  Summe  ihrer  Parameter 
sein,  d.  i.  gleich  dem  Ausdrucke 

ÄÄ'(2yt--y— y')[(y'--^-)(y'— *)-^-sin'€(a?'--Ä)(^''— /0]cotang6. 

Drücken  wir  nun  hier  die  Coordinaten  durch  die  zugehörigen 
Anomalien  aus,  so  kommt,  wenn  wir  diese  Winkel  für  die  Punkte 
(.r',  y'),  C*^",y")j  P  beziehungsweise  mit  a,  ß^  ^  bezeichnen  als 
Bedingung  der  Reciprocität  von  C*^',  y'),  (»^"?y") 

sin-^cos^(a — ß) — sin-i(«-|-j3)  =  0. 

Dies  ist  aber  bekanntlich  die  Bedingung  dafür,  dass  die  durch 
a,  ß   definirten  Ellipsenpunkto  in   gerader  Linie  liegen  mit  dem 
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Punkte  T,  in  welchem  die  Ellipsentangente  des  Punktes  P  die 
kleine  Axe  trifft.  Damit  ist  aber  dann  der  Satz  bewiesen.  Denn 
jener  Punkt  T  ist  eben  der  Pol  von  A  P, 

Die  Correspondenz  zwischen  den  Punkten  der  Ellipse  und  den 
Schrauben  des  Cylindroids  kana  nun  noch  weiter  zum  Ausdruck 
gebracht  werden,  wenn  wir  von  dem  allgemeinen  Parameterausdruck 

p^ — wcos2a) 

ausgehen,  wo  p^  und  m  bekannte  Bezeichnungen  sind,  während 
der  eine  Schraube  des  Cylindroids  definirende  Winkel  hier  durch 
0)  bezeichnet  ist,  den  wir  aus  gleich  zu  erkennendem  Grunde  jetzt 
zweckmässig  von  der  y-Axe  aus,  also  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung wie  früher,  zählen.  Nach  dem  in  diesem  Paragraphen  gefun- 
denen Resultate  besteht  somit  die  Gleichung: 

Pq  —  ?/icos2a)  =  (A — y)cotangf, 

die  für  alle  Parameter  gelten  muss.  Wir  erhalten  daher  insbeson- 
dere für  die  Maximal-  und  Minimalwerthe  die  Gleichungen 

p^-^-m  =  (Ä;-4-i)cotang€ 

p^ — m  =  (k — i)cotang€ 


und  daraus 
und 


p^  =  Seetang«,     m  =  Äcotangc 


cos2a)  =   r ' 

0 


Damit  ist  dann  wieder  ein  Mittel  gewonnen,  den  Winkel  zweier 
Schrauben,  denen  die  Punkte  P,  Q  entsprechen,  zu  construiren. 
Zu  dem  Ende  construiren  wir  den  Kreis  über  der  grossen  Axe  der 


Fig.  5G. 


Ellipse  (Fig.  56).  Wenn  dann  P', 
Q'  diejenigen  Punkte  auf  dem 
Kreise  sind,  welche  dieselben  Ab- 
scissen  wie  P,  Q  besitzen,  so  ist 
der  Winkel,  der  den  Punkten  P, 
Q  entsprechenden  Schrauben  gleich 
dem  Peripheriewinkel  in  dem  Kreise 
über  dem  Bogen  P'Q'. 

Der  kürzeste  Abstand  beider 
Schrauben  ist  gleich  der  Diffe- 
renz der  zugehörigen  W^erthe  von 
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z  =  vi8in2w.    Man  sieht  leicht,  dass  dies  hier  durch 

e.MN 

dargestellt  ist,  wo  e  die  Excentricität  der  Ellipse  bedeutet. 

In  der  That,  der  Punkt  P'  des  Kreises  hat,  wenn  y  die  Or- 
dinate von  P  ist,  die  Ordinate  -y-  y.    Und  es  ist  bei  der  von  uns 

angenommenen  Zählungsweise  der  Winkel  derjenige,  der  den  Punkt 
P'  im  Kreise  bestimmt,  gegeben  durch 

a 

T  -y         y 

cos2a)  = =  -^  , 

a  0 

woraus  sofort  erhellt,  dass  die  obige  Behauptung  richtig  ist.  Wir 
haben  hier  ganz  dasselbe  Verhältniss  wieder,  wie  in  Kap.  XX. 
Ebenso  einfach  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  des  für  den 
kürzesten  Abstand  gegebenen  Ausdruckes.  Man  kann  auch  die 
betr.  Beweise  verbunden  führen  mit  Hülfe  des  virtuellen  Coeffi- 
cienten.     Wir  bilden  also  den  Ausdruck 

2  tu  aß  =  (2^a+jP^)cos(o — rfsinco, 

der,  wenn  k  =  bsin-d',  wie  oben  und  a,  ß  als  Winkel  auch  die 
frühere  Bedeutung  haben,  durch  folgende  Werthe  zu  transformiren 
ist: 

p^  =  ae(H\n& — sin«),    p^  =  ae(smd' — sinj^) 

coso)  =  cos^(a — ß),  d  =  ae(cosß — cos«), 

wodurch  er  übergeht  in 

2taaß  =  w(sin^cos^(a — ß) — sini(a4-/?)). 
Für  a  =  ß  wird  derselbe 

2aaß  =  m(sin& — sina), 

d.  h.  da 

m  =  6cotange  =  ae 

2GJaa  =Pa^ 

wie  es  sein  soll.  Der  ursprüngliche  Ausdruck  und  die  Darstel- 
lungen der  einzelnen  in  ihm  vorkommenden  Grössen,  also  nament- 
lich €0  und  d,  müssen  somit  richtig  gewesen  sein,  da  wir  durch  sie 
zu  einem  richtigen  Ergebniss  gelangten.     Die  Bedingung  der  Reci- 
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procität   von   a  und  ß  ergiebt  sich  wieder  wie  oben.     Sie   kann 
auch  so  geschrieben  werden 

«;na_    tangjg+tang^^ 

sin  vT  =  — ; , -, — ^ r-T"  ' 

l+tang^«taug4p 


§19. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  liaben  bereits  gezeigt, 
wie  man  schon  in  dem  Kreise  über  der  grossen  Axe  der  Ellipse 
eines  Tangentialschnittes  ein  ganz  natürliches  Mittel  zu  einer  gra- 
phischen Darstellung  des  Cylindroids  und  damit  der  Theorie  der 
Freiheit  zweiten  Grades  finden  könnte. 

Es  giebt  aber  einen  anderen  Kreis,  der  sich  noch  besser  zu 
diesem  Zwecke  eignet,  und  dies  ist  der  Kreis,  den  man  über  den 
Abstand  der  beiden  Brennpunkte  als  Durchmesser  construiren  kann. 

y.^    ^^  In  der  That,  sei  P  ein  Punkt 

der  Ellipse,  P'  der  diesem  in  der 
oben  angegebenen  Weise  ent- 
sprechende Punkt  des  Kreises 
über  der  grossen  Axe  der  El- 
lipse. Endlich  P"  ein  Punkt 
des  letzterwähnten  Kreisen  über 
der  Focaldistanz,  der  P'  in  der 
aus  der  Figur  57  ersichtlichen 
AVeise  entspricht.  Da  zu  jedem 
gegebenen  Punkte  P  ein  Punkt 
/^"  eindeutig  bestimmt  werden 
kann,  so  möge  P"  das  Bild  des 
Punktes  P,  resp.  der  zugehörigen  Schraube,  heissen. 
Nun  ist  der  Parameter  wie  folgt  dargestellt  worden 

p  =  (Je — y)cotange, 

oder  mit  Abtrennung  des  constanten  Theils 

P  =/?o— 2/<^ötangf, 

was  wir,  nach  kurzer  Reduction  und  unter  Berücksichtigung,  dass 

ae 
cotangfi  =     r  - 
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in  die  einfache  Form  bringen 

wo  q  der  senkrechte  Abstand  des  Punktes  P"  von  der  Axe  AB 
ist.  Wenn  dann  die  Gerade  ÜK  parallel  zu  dieser  Axe  gezogen 
wird,  und  zwar  im  Abstände  p^  von  dieser,  so  sehen  wir,  dass  der 
zum  Punkte  P'\  d.  i.  zur  Schraube  P,  gehörende  Parameter  ein- 
fach gleich  dem  senkrechten  Abstände  des  Punktes  P"  von  UK  ist. 

Der  Winkel  der  Schrauben  P^  Q  ist  offenbar  auch  in  diesem 
Kreise  gleich  dem  Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  der  Bildpunkte 
F\  Q";  da  die  Centriwinkel  der  Bogen  P'Q'  und  P"Q"  nach 
Construction  dieselben  sind.  Der  kürzeste  Abstand  der  beiden 
Schrauben  ist  gleich  der  Differenz  der  Abscissen  der  Punkte  P" 
und  Q",  wenn  diese  Punkte  auf  dasselbe  Coordinatensystem  be- 
zogen werden,  wie  die  Ellipse. 

Dieser  zuletzt  eingeführte  Kreis  ist  der  des  Kapitels  XX,  und, 
während  jener  dort  willkürlich  gewählt  war,  nur  mit  Rücksicht 
auf  möglichste  Einfachheit,  sind  wir  hier  ganz  naturgemäss  auf  ihn 
geführt  worden.  Man  bemerke  übrigens,  dass  der  Abstand  der 
beiden  Brennpunkte,  und  damit  der  Radius  des  Bildkreises,  un- 
verändert bleibt,  wie  auch  die  Ebene  des  Tangentialschnittes  und 
die  in  dieser  liegende  Ellipse  sich  ändern  mögen.  Auch  der  Ab- 
stand der  Parameteraxe  ÜK  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  ist  ein 
unveränderlicher  für  alle  Tangentialschnitte. 


Kapitel  XXII. 

Graphische  Methoden  in  der  Theorie  der  Freiheit  dritten 

Grades. 

§1. 
Beachtet  man,  dass  die  Coordinaten  einer  Schraube  homogene 
Coordinaten  sind,   so   wird  man  naturgemäss  zu  dem  Schlüsse  ge- 
führt, dass  die  Abbildung  eines  Schraubensystems  auf  eine  geome- 
trische Mannigfaltigkeit  von   gleicher  Mächtigkeit  ein  ebenso   ein- 
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fach  es  wie  erfolgreiches  Mittel  bieten  muss,  allgemein  mechanische 
Fragen  in  geometrischem  Gewände  zu  discutiren.  Insbesondere 
lassen  sich  aber,  wenn  in  der  Bildmannigfaltigkeit  eine  geeignete 
homogene  Coordinatenbestimmung  Platz  greift,  durch  projective 
Zuordnungen  die  gewonnenen  geometrischen  Ergebnisse  direct  auf 
das  Originalgebilde  übertragen,  sodass  die  Methode  dann  noch,  einen 
höheren  Werth  als  den  einer  reinen  graphischen  Veranschaulichung 
gewinnen  kann. 

In  dieser  Richtung  ist  indessen  noch  wenig  gethan  worden. 
Es  existirt  nur  eine  kleine  Arbeit  Sir  R.  Ball's  über  die  Theorie 
des  Schraubensystems  dritter  Stufe,  welche  hierher  gerechnet  wer- 
den könnte.  Man  darf  aber  in  nicht  allzulanger  Zeit  eine  aus- 
führlichere Publication  von  ihm  über  den  Gegenstand  erwarten. 
Ich  werde,  in  diesem  Kapitel  vornehmlich  die  Resultate  des  er- 
wähnten BalTschen  Aufsatzes  discutirend,  zugleich  Gelegenheit 
nehmen,  einige  Ergebnisse,  zu  welchen  ich  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus  für  das  Schraubensystem  2.  Stufe  gelangt  bin,  kura 
anzuführen. 

§2. 

Ein  Element  X  eines  Schraubensystems  dritter  Stufe  ist  be- 
stimmt durch  seine  homogenen  Coordinaten  ^n  I2?  ?«•  Offenbar 
ist  es  nun  immer  möglich  dieser  Schraube  einen  Punkt  5  einer 
Ebene  so  zuzuordnen,  dass  dessen  trilineare  Coordinaten  durch  J,, 
?a>  5,  gegeben  sind.  Wir  bilden  damit  also  das  System  drit- 
ter Stufe  auf  einer  Ebene  so  ab,  dass  jeder  Schraube  des 
Systems  ein  Punkt  der  Ebene  entspricht  Und  wir  werden 
sehen,  dass  diese  Beziehung  im  Allgemeinen  auch  umkehrbar  ist, 
dass  also  im  Allgemeinen  auch  jedem  Punkte  der  Ebene  eine 
Schraube  des  Systems  correspondirt ,  jedoch  mit  Ausnahme  eines 
bestimmten  Kegelschnitts  dieser  Ebene,  auf  dem  es  vier  Punkte 
giebt,  deren  jedem  eine  Ebene  von  Elementen  des  Sy- 
stems dritter  Stufe  entspricht,  während  die  übrigen  Punkte 
dieser  Curve  keine  entsprechenden  Elemente  haben. 

Sind  nun  J(5i??2??s)  und  ^/(^,,  ^25  */i)  ^-^'^^  Punkte  der  Bild- 
ebene, so  liegt  der  Punkt  mit  den  Coordinaten 
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immer  auf  der  durch  J,  rj  definirten  Geraden.  Wenn  nun  die 
beiden  letztgenannten  Punkte  nicht  auf  dem  erwähnten  ausgezeich- 
neten Kegelschnitt  liegen,  so  entspricht  einem  jeden  derselben  eine 
Schraube  des  Systems  dritter  Stufe,  und  ebenso  wird  dem  Punkte 

eine  Schraube  jenes  Systems  correspondiren.  Variirt  nun  das  Ver- 
hältniss  /i:A,  so  beschreibt  dieser  Punkt  die  Gerade  Hij;  die  ent- 
sprechende Schraube  aber  das  Cylindroid  (5, 7|). 

Bei  dieser  Abbildungsmethode  wird  also  ein  dem 
Schraubensystem  dritter  Stufe  angehörendes  Cylindroid 
durch  eine  gerade  Linie  in  der  Bildebene  dargestellt. 

Zwei  gerade  Linien  haben  nur  einen  Punkt  gemein  oder  fallen 
zusammen.'  Dies  führt  wieder  zurück  zu  dem  bekannten  Satz,  dass 
zwei  Cylindroide  eines  Systems  dritter  Stufe  nur  eine  gemeinsame 
Schraube  haben. 

§3. 

Der  Parameter  k  einer  Schraube  X  eines  Sj^stems  dritter  Stufe 
ist  bekanntlich  gegeben  durch  die  Formel 

wo  .'*,  .r.^Ä'3  die  Coordinaten  von  X  in  Bezug  auf  die  drei  Funda- 
mentalschrauben von  den  resp.  Parametern  />,,  p.^,  p^  sind.  Die 
Gleichung 

P^^]+P,^l-hp,^l=0 

stellt  nun  in  der  Bildebene  einen  Kegelschnitt  dar.  Jedem  Punkte 
dieses  Kegelschnitts  ent^^pricht  eine  Schraube  vom  Parameter  Null 
in  dem  System  dritter  Stufe. 

Diese  Curve  ist  somit  das  Bild  der  Gesammtheit  aller 
Schrauben  verschwindenden  Parameters  des  Systems. 

Nach  einem  oft  benutzten  Princip  bleibt  ein  Schraubensystem 
unverändert,  wenn  wir  alle  Parameter  der  Elemente  um  eine  und 
dieselbe  Grösse  vermehren  oder  vermindern.  Transformiren  wir 
also  das  gegebene  System  so,  dass  alle  Parameter  um  den  gleichen 
Betrag  k  kleiner  werden,  so  ist  nun 

(Pi-^>]+(p,-^KMp-k)^l=o 
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für  das  neue  System  der  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  die  Bilder 
von  Schrauben  verschwindenden  Parameters  sind.     Setzen  wir  hier 

*  =  *, 
so  erhalten  wir 

^J+^J+^J  =0, 

d.i.  einen  Kegelschnitt,  dessen  Punkte  den  Schrauben  von 
unendlich  grossem  Parameter  in  dem  System  dritter  Stufe 
entsprechen. 

Die  Schraube  vom  Parameter  Null  in  dem  transformirteu 
System  ist  die  Schraube  vom  Parameter  k  des  alten  Systems,  und, 
wenn  wir 

so  schreiben 

so  stellt  also  diese  Gleichung  einen  Kegelschnitt  dar, 
dessen  Punkte  den  Schrauben  vom  Parameter  h  in  dem 
gegebenen  System  entsprechen.  Aus  der  Form  dieser  Glei- 
chung ergiebt  sich,  dass  alle  diese  Parameterkegelschnitte, 
wie  wir  die  vorliegenden  Curven  nennen  können,  einen  Büschel 

S-kS^  =  0 
bilden,  dessen  Basispunkte  die  vier  Schnittpunkte  von 

S,  =  p,^\-hp,a^l-^p,xl  =  0 

also  der  beiden  Kegelschnitte  für  die  ausgezeichneten  Parameter- 
werthe  Null  und  unendlich  sind.  Die  Coordinaten  dieser  vier 
Punkte  sind,  wie  man  sieht,  zu  berechnen  aus  der  Proportion 

sie  sind  imaginär,  denn  aus  Kapitel  XV  ergiebt  sich,  dass  immer 
eine  und  nur  eine  der  drei  hingeschriebenen  Parameterdifferenzen 
negativ  ist;  als  Schnittpunkte  von  S^  und  S^  sind  sie  überdies 
von  unbestimmtem  Parameterwerth. 

Die  Curve  S^  ist  nun  derjenige  Kegelschnitt,  auf  welchen  wir 
im  vorigen  Paragraphen  bereits  hinwiesen.  Zunächst  ist  es  aus 
Kapitel  XV  klar,  dass  im  Allgemeinen  den  Punkten  von  S^  keine 
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Schrauben  im  System  dritter  Stufe  entsprechen.  Zur  Erkenntniss 
der  Bedeutung  der  vier  Basispunkte  obigen  Kegekchnittbüschels 
führt  nun  folgende  Betrachtung. 

Wir  hatten  im  Kapitel  XV  als  Ort  aller  Systemelemente  vom 
Parameter  k  die  Fläche 

wo  für  die  Parameter  der  Hauptschrauben  die  hier  gebrauchten 
Zeichen  statt  p^,  j?«,  p    beibehalten  sind.     Nun   leitet  aber  eine 

der  ersten  Bemerkungen,  die  wir  bei  Einführung  der  in  diesem 
Kapitel  behandelten  Abbildungsmethode  machten,  zu  der  Vermu- 
thung,  dass  dieses  Hyperboloid  nicht  der  vollständige  Ort  der 
Schrauben  vom  Parameter  k  des  Systems  dritter  Stufe  sein  könne. 
In  der  That,  wir  fanden,  dass  einer  Geraden  der  Bildebene  ein 
Cylindroid  im  Systeme,  d.  h.  eine  Fläche  dritter  Ordnung  entspricht. 
Und  wir  werden  so  ganz  naturgemäss  zu  der  Annahme  geführt, 
dass  einem  Kegelschnitt  der  Bildebene  nicht  eine  Fläche  zwei- 
ter, sondern  eine  solche  sechster  Ordnung  im  System  ent- 
sprechen werde,  sodass  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Pa- 
rameterfläche noch  einen  Factor  vierten  Grades  zu  erhalten  hätte. 
Es  lässt  sich  denn  auch  thatsächlich  zeigen,  dass  ein  solcher  Factor, 
der  wieder  in  vier  imaginäre  lineare  Factoren  zerfällt,  besteht. 

Wenn  wir  nämlich  die  räumlichen  Orthogonalcoordinaten  eines 
auf  der  Schraube  X(.x^,  x^,  ^3)  liegenden  Punktes  mit  J,  ij,  C  be- 
zeichnen, so  kann  man  leicht  das  Bestehen  dieser  drei  Relationen 
zwischen  den  Grössen  ^rj^  einerseits  und  ^,.r^.^j  andererseits  nach- 
weisen : 

^(a^l+al)—^a^x^—ria^a,+(p—p,)x,a;,  =  0, 

nach  welchen  also  die  eine  der  beiden  Grössengruppen  durch  die 
andere  bestimmt  wird. 

In  der  That,  wenn  ?,  1^,  f  die  Coordinaten  eines  Punktes  des 
Körpers  sind,  bezogen  auf  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem, 
und  bei  einer  Ortsveränderung  des  Körpers  übergehen  in 

?+<»?,     V-^^y     ^+K 

Ball,  Mechanik.  31 
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so  haben  wir  nach  Kap.  7  §  1  pag.  120 

S^  =  u-hqC  —  ^^ 

di  =  w-hptj—q^, 

wo  wir  hier  in  den  Grössen  u^  v,  w;  pj  q,  r  den  Factor  dt  ent- 
halten denken.  Diese  letztgenannten  sechs  Grössen  können  wir 
geradezu  als  die  Coordinaten  des  Körpers  in  seiner  neuen  Lage 
auffassen.  Wenn  nun  wie  hier  der  Körper  nur  drei  Freiheitsgrade 
besitzt,  so  muss  jede  dieser  Coordinaten  sich  als  Function  dreier 
unabhängigen  Yariabeln  darstellen  lassen.  Und  da  ferner  nur  un- 
endlich kleine  Ortsveränderungen  der  Betrachtung  unterliegen,  so 
werden  diese  Functionen  alle  linear  sein,  sodass  man  etwa  hat 

etc.      etc. 

Diese  nunmehr  durch  die  drei  Unabhängigen  ^,,  ^,,  d-^  definirte 
Position  des  Körpers  ist  nun  von  der  anfanglichen  aus  erreicht 
worden  durch  eine  Windung  um  eine  Schraube,  deren  Träger  die 
Gleichungen  hat 

p  q  r 

Die  Amplitude  der  Windung  ist 


die  Translationsstrecke 

up-^vq-i-wr 

und  also  der  Parameter  der  Schraube 

up-^vq-^-wr 

Denken  wir  uns  in  den  Gleichungen  des  Schraubenträgers,  sowie 
in  vorstehendem  Ausdruck  für  p^,  die  Grössen  w,  »,  w;  p,  y,  r 

als  Functionen  der  ^,-  eingesetzt,  so  sehen  wir  sofort,  dass  sowohl 
jene  Gleichungen,    wie  der  Parameter  ungeändert  bleiben,    wenn 
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Q&i  an  SteUe  von  -^i  tritt;  durch  welches  Resultat  nur  bestätigt 
wird,  was  wir  schon  so  wussten,  dass  nur  die  Verhältnisse  der 
Coordinaten  einer  Schraube  maassgebend  sind,  nicht  die  absoluten 
Werthe  der  Coordinaten  selber. 

Wenn  wir  uns  nun  der  Bedeutung  der  Schraubencoordinaten 
"^ij  ^j»  ^s  erinnern,  wie  dieselbe  aus  ihrer  Einführung  in  Ka- 
pitel V  sich  ergiebt,  und  die  drei  zu  einander  senkrechten  Haupt- 
schrauben des  Systems  dritter  Stufe  sowohl  als  Coordinatensystem 
für  die  Schrauben  d-  als  auch  für  die  Cartesischen  Coordinaten  der 
Punkte  des  bewegten  Körpers  nehmen,  so  ist  offenbar 

Sri  =  p,»,+^»,-C^, 

und  die  Schraube  d-  hat  die  Gleichungen 

»r  ^.  ^. 

und  den  Parameter 

Schaffen  wir  nun  aus  diesen  Gleichungen  des  Trägers  der 
Schraube  &  die  Brüche  fort,  so  erhalten  wir  diese  Formen 

welches  die  oben  angegebenen  Relationen  sind,  mit  dem  rein 
äusserlichen  Unterschied,  dass  wir  hier  die  Schraubencoordinaten 
mit  x^i  dort  mit  ai  bezeichnen.  Es  mag  noch  bemerkt  sein,  dass 
der  gemeinschaftliche  Werth  der  Brüche,  durch  deren  Gleichheit 
zuerst  die  Gleichungen  der  Schraube  d-  gegeben  waren,  die  Grösse 
p  ist,  sodass  also  die  Gleichungen  von  '^  auch  so  geschrieben 
werden  können 

-    S*,-t-(p.-P.»)*,+  ?^.  =0 

ri»-  I^,+(P,-P,)^,=0, 

31* 
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aus  welchen  übrigens  noch  durch  Elimination  der  ^  die  bekannte 
Gleichung  der  Parameterfläche  hervorgeht. 

Wenn  nun  der  Punkt  (|i^0  *uf  einer  der  oben  gefundenen 
vier  Schrauben  liegt,  deren  Parameter  unbestimmt  sind,  also  jeden 
beliebigen  Werth  k  haben,  so  ist 

x\ :  a] :  a^l  =  (p,  —p,) :  (p—p,) :  (p,  —p,), 

und  wenn  wir  diese  Werthe  von  «,,  a^,  x^  in  die  letzten  Glei- 
chungen-einsetzen,  so  wird  jede  dieser  drei  Gleichungen  übergehen 
in 


in  welcher  Form,  da  es  nur  auf  die  Verhältnisse  der  Coefficienten 
ankommt,  für  die  verschiedenen  Combinationen  der  Vorzeichen  der 
Quadratwuiv.eln,  vier,  und  zwar  imaginäre  Ebenen- enthalten  sind. 
Jede  dieser  Ebenen  entspricht  einem  der  vier  Basispunkte  des  Ke- 
gelschnittbüschels 

S,-\-kS^  =  0, 

d.  h.  jede  durch  irgend  einen  Punkt  einer  bestimmten,  J?,  solchen 
Ebene  gehende  Schraube  findet  ihr  Bild  in  einem  und  demselben, 
P,  jener  vier  Punkte.  Und  da  eine  Schraube  in  einer  dieser  Ebenen 
jeden  beliebigen  Parameterwerth ,  also  auch  A*,  haben  kann,  so  ist 
in  der  That  die  Gleichung  der  Parameterfläche  noch  durch  da»s 
Product  der  Gleichungen  dieser  vier  Ebenen  zu  ergänzen. 
Durch  jeden  Punkt  der  Ebene 


vf2-pz'i-^ypz-Prn-^]fp^~P'r^^yp2-Pn-yp7i-Pi'ypi-p^ = o 

kann  eine  Gerade  gezogen  werden,  deren  Richtungscosinus  propor- 
tional sind  zu  den  Grössen 


yp—Pi^     yVz—Px^     VPr^2- 

Diese  Gerade  hat  dann  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  nicht  nur 
in  dieser  Ebene  zu  liegen,  sondern  auch  normal  zu  derselben  zu 
sein.  Dass  sie  ausserdem,  welchen  Parameter  man  ihr  auch  bei- 
legen möge,  immer  Element  des  Systems  dritter  Stufe  ist,  wurde 
schon  hervorgehoben. 
Diese  vier  Ebenen 


Kap.  XXII.    Graphische  Methoden  in  der  Theorie  der  Freiheit  etc.         485 


yp.—Pi'^-^vpz—Pi'V+ypi—p,'^ 


■Vp2  —Pz  '  V>3  —Pi  •  Vpi — P2  =  0 

bilden   ein  Tetraeder,    welches  die  Gesammtheit  —  und  jede  ein- 
zelne —  der  Parameterflächen  umhüllt. 

Denn  die  Tangentenebene  im  Punkte  (?',  r]\  f')  der  zum  Pa- 
rameter k  gehörenden  Parameterfläche  hat  die  Gleichung 

und  wenn  wir  diese  mit  der  obigen  vergleichen,  so  folgt 


VCPz'-pDCp—p^) 

^/iP2'-'Pz){P^—V^)    ' 

welche  Werthe  in  der  That  die  Gleichung  der  Fläche  y(?,  ij,  2^;  *) 
erfüllen,  sodass  unsere  Behauptung  erwiesen  ist. 

Die  ganze  Schaar  dieser  Flächen  yC?,  ij,  £;  k)  besitzt  also  vier 
gemeinsame  Tangentenebenen.  Ebenso  haben  aber  auch  alle  diese 
Flächen  vier  Punkte  gemeinsam.    Denn  die  beiden  Kegel 

x'-\-    y>+    3^  =  0 

Pi^^+P^y^+Pz^''  =  0 
haben  vier  Erzeugungslinien  gemeiu,  und  die  vier  Punkte,  in  wel- 
chen diese  Geraden  die  unendlich  ferne  Ebene  schneiden,    werden 
auf  jeder  Fläche  der  Schaar  ^(f,  ij,  ^;  k)  liegen. 

§4. 

Die  Gleichung  der  Polare  eines  Punktes  y  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  S^  (Nullparameterkegelschnitt)  ist 

PiVi^i+P^yi^i+Pzyt^z  =  0, 

und  wenn  zwei  Schrauben,  (jß^x^a^)  und  {y^y^y^)^  eines  Systems 
dritter  Stufe  zu  einander  reciprok  sind,  so  ist  ebenfalls 

Piyi'^i+P22/2-^2+P3y3^a  =0. 
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Daher  haben  wir  den  Satz: 

Die  Bildpunkte  zweier  reciproken  Schrauben  eines 
Schraubensystems,  dritter  Stufe  sind  einander  conjngirt 
in  Bezug  auf  den  Nullparameterkegelschnitt  S^  der  Bild- 
ebene. 

Und  dieselbe  Gleichung  liefert  das  weitere  Ergebniss: 

Die  Polare  eines  Punktes  y  der  Bildebene  in  Bezug 
auf  den  Nullparameterkegelschnitt  ist  das  Bild  desjenigen 
Cylindroids,  welches  der  Ort  aller  Schrauben  eines  Sy- 
stems dritter  Stufe  ist,  die  zu  einer  gegebenen  Schraube, 
d.  i.  zu  der  durch  y  abgebildeten,  reciprok  sind. 

Für  das  Cylindroid  selber  folgt  dann  wieder  ein  bekannter 
Satz  in  sehr  einfacher  Weise: 

Auf  jedem  Cylindroid  kann  zu  einer,  demselben  an- 
gehörenden. Schraube  ^  eine  und  nur  eine,  9,  gefunden 
werden,  die  zu  d-  reciprok  ist.  Denn  man  denke  sich  das 
Cylindroid  durch  die  Bildgerade  gegeben,  und  construire 
die  Polare  des  Punktes  ^  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den 
Nullparameterkegelschnitt,  so  ist  diese  also  der  Ort  der 
zu  ^  reciproken  Schrauben,  und  schneidet  die  das  Cylin- 
droid abbildende  Gerade  nur  in  einem  Punkte,  welcher 
also  das  Bild  ist  der  einzigen  Schraube  9),  die  auf  dem 
Cylindroid  zu  d^  gefunden  werden  kann. 

§5. 

Die  Polare  eines  Punktes  y  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^ 
(Kegelschnitt  der  Schrauben  von  unendlich  grossem  Parameter)  bat 
die  Gleichung 

Wenn  aber  zwei  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  so  ist  ebenfalls 

^il/i'^^il/i'^^ii/»  =  0    (Kap.  IX  und  Kap.  XV). 
Daher: 

Wenn  zwei  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe 
auf  einander  senkrecht  stehen,   so  sind  ihre  Bildpunkte 
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einander   conjugirt   in   Bezug   auf  den   Kegelschnitt   der 
Schrauben  von  unendlich  grossem  Parameter. 

Sind  überhaupt  a,  y  zwei  Punkte  der  Bildebene,  und  setzen 
wir  in  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts  S^  die  Coordinaten 

eines  Punktes  ihrer  Verbindungslinie  ein,  so  kommt 
Hieraus  ergiebt  sich  weiter 


fj^  (y;-+-yj-+-yl) 

X 
Dies  Verhältniss  der  beiden  hieraus  folgenden  Werthe  von  —  giebt 

uns  das  Doppelverhältniss  der  beiden  Punkte  er,  a\  in  denen  die 

Gerade  xy  von  dem  Kegelschnitt  S^  geschnitten  wird,  zu  den  auf 
ihr  angenommenen  Punkten.  Nun  besteht  aber  die  leicht  zu  veri- 
ficirende  Formel 

^ilog h--=^=~  =  arccos  —  , 

X — yx^ — ar  a 

sodass  wir  haben 


ii\og^=  arccos 


}R^l+^l-Vy\+yl+}/\  ' 


wenn  wir  durch  A  jenes  Doppelverhältniss  bezeichnen.    Es  ist  aber 
femer  der  Winkel  der  Schrauben  x,  y  gegeben  durch 

COS(^,  y)  =  i^^l  8*/»  3Jf3        __  . 

Somit  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

Der  Winkel  zweier  Schrauben  eines  Systems  dritter 
Stufe  ist  proportional  dem  Logarithmen  des  Doppelver- 
hältnisses ihrer  beiden  Bildpunkte  zu  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  die  Verbindungslinie  jener  durch  den  Kegel- 
schnitt der  Schrauben  von  unendlich  grossem  Parameter 
geschnitten  wird. 
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§6. 

Die  beiden  Kegelschnitte  S^  und  S^  haben  ein  gemeinschaft- 
liches Polardreieck*).  Die  Ecken  dieses  Dreiecks  stellen  also 
Schrauben  dar,  von  denen  je  zwei  reciprok  und  auf  einander  senk- 
recht sind.  Dies  sind  aber  die  in  Kapitel  XV  gefundenen  Haupt- 
schrauben des  Systems  dritter  Stufe,  die  dort  als  Axen  der  Para- 
meterfläche aufgetreten  sind.     Also: 

Die  Hauptschrauben  des  Systems  dritter  Stufe  ent- 
sprechen den  Ecken  des  gemeinsamen  Polardreiecks  des 
Nullparameterkegelschnitts  und  des  Kegelschnitts  der 
Schrauben  von  unendlich  grossem  Parameter. 

Zur  Bestimmung  eines  Schraubensystems  dritter  Stufe  sind 
neun  Data  erforderlich.  So  wird  z.  B.  die  Parameterfläche  durch 
neun  Data  gegeben,  und  sobald  sie  bekannt  ist,  ist  auch  das  Sy- 
stem selber  bekannt,  wie  in  Kapitel  XV  gezeigt  wurde.  Die  gleiche 
Anzahl  von  Daten  bestimmt  auch  in  der  ebenen  Abbildung  das 
System.  So  können  wir  fünf  Bestimmungsstücke  benutzen  zur 
Construction  des  Nullparameterkegelschnitts.  Werden  dann  durch 
vier  weitere  Daten  auf  diesem  Kegelschnitt  die  vier  Basispunkte 
des  Kegelschnittbüschels  von  §  3  bestimmt,  so  ist  auch  die  ganze 
ebene  Abbildung  des  Systems  dritter  Stufe  vollständig  festgelegt. 

Wenn  nun  einer  der  beiden  Kegelschnitte  und  noch  vier 
Punkte  auf  ihm  gegeben  sind,  so  kann  das  erwähnte  Polardreieck 
construirt  werden.  Dann  wird  also  auch  die  auf  dieses  Dreieck 
bezogene  Gleichung  bestimmt  sein;  man  wird  somit  zur  Kenntniss 
der  Parameter  p,",  p^,  p^  der  drei  Hauptschrauben  des  Systems 
gelangt  sein. 

Wenn  nun  ferner  irgend  ein  Punkt  a  der  Bildebene  gegeben, 
und  man  stellt  die  Gleichungen  der  vier  durch  diesen  Punkt  nach 
den  Basispunkten  des  Kegelschnittbüschels  zu  ziehenden  Geraden 
auf,   und  bildet  dann  das  Doppelverhältniss  dieses  Strahl büschels. 


*)  Es  ist  dies  sofort  aus  der  Gleichung  zu  ersehen.  Wenn  die  Gleichung 
eines  Kegelschnitts  in  der  canonischen  Form  einer  Summe  von  drei  Quadraten 
erscheint,  so  ist  sie  immer  auf  ein  Polardreieck  bezogen»  in  dem  also  jede 
Seite  die  Polare  der  gegenüberliegenden  Ecke  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
ist.     Siehe  ClebsCh,  Vorlesungen  über  Geometrie. 
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so  gelangt  man  durch  eine  ganz  elementare  Rechnung  zu  folgendem 
Satze,  durch  den  dann  auch  der  Parameter  k  der  durch  den  Punkt 
a  dargestellten  Schraube  gegeben  ist: 

Wenn  von  einem  festen  Punkt  einer  beliebigen  Ge- 
raden vier  Strecken  p,,  p,^^  Pj,  k  abgetragen  werden,  so 
ist  das  Doppelverhältniss  der  so  erhaltenen  vier  Punkte 
gleich  dem  Doppelverhältnisse  der  vier  Strahlen,  welche 
von  dem  Punkte  a  eines  Kegelschnitts,  der  einer  Schraube 
vom  Parameter  k  entspricht,  nach  den  vier  Basispunkten 
des  Kegelschnittbüschels  8^+kS^  =  0  gezogen  werden 
können. 

In  der  That,  wenn  a,,  «,,  a,  die  Coordinaten  eines  Punktes 
eines  Parameterkegelschnittes,  ß^^  ^3,  ß^  diejenigen  eines  der  vier 
Basispunkte,  und  endlich  J,,  J,,  J3  laufende  Coordinaten  sind,  so 
ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  a  mit  j^  gegeben  durch 

5i  5     S2 1     5s 


«1,  Cg,  «3 


=  0. 


ßl  y       ß'i  ?       ßz 

Wenn  wir  nun  die  ß.  wie  in  §  3  verechieden  annehmen,  so  erhalten 

wir  die  Gleichungen  der  vier  von  a  nach  den  Basispunkten  gehen- 
den Strahlen.  Das  Doppelverhältniss  dieses  Büschels  können  wir 
nun  auf  einer  beliebigen  Geraden  abmessen.    Wir  wählen  dazu  die 

Fundamentallinie 

?,  =  0.  _ 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunktes  des  Strahles  aß  mit 
£3=0  sind  dann  gegeben  durch 

l     _     ^xß—^Jx 

Aendern  wir  nun  das  Zeichen  von  |5,,  so  gehen  wir  zum  zweiten 
Basispunkte  über,  durch  Aenderung  des  Zeichens  von  ß^  zum  dritten 
und  durch  Aenderung  desjenigen  von  j9,  zum  vierten  Basispunkte. 

Sind  Ä,  l,  m,  n  die  so-  erhaltenen  vier  Werthe  von  -~- ,  so 

ist  das  gesuchte  Doppelverhältniss 

. (n — l)(m — Ä) 
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was  nach  einigen  Reductionen  wird 

ßf  <']ßi-<^\ßi ' 

Nun  ist  aber  der  Parameter 

Und  wenn  wir  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  aus  dem  Ausdrucke  für 
A  die  Grösse  af  eliminiren,  so  zeigt  sich  unmittelbar,  dass  auch 
aj,  aj  aus  der  Formel  verschwinden,  wenn,  wie  hier  nothwendig, 
gesetzt  wird 

ß'  =  P2  — Ä»    ßl  =  P—Pi »    ßl  =  Vx  —  A » 
und  dass  dann  wird 

Pt—P,      P—P  ' 

wie  in  dem  obigen  Satze  verlangt  wurde. 

Aus  diesem  Satze  folgert  man  dann  wieder,  rückwärts  schlie- 
ssend,  dass  der  Ort  des  Punktes  a  ein  Kegelschnitt  sei.  Und  wir 
sind  nun  im  Stande,  die  ebene  Darstellung  eines  Systems  dritter 
Stufe  auf  Grund  der  oben  erwähnten  neun  Data  jederzeit  voll- 
ständig zu  construiren.  In  der  That,  um  einen  bestimmten  Para- 
meterkegelschnitt zu  construiren,  brauchen  .wir  nur  den  Ort  des 
Mittelpunkts  eines  durch  die  vier  Basispunkte  gehenden  Strah- 
lenbüschels von  vier  Strahlen  constanten  Doppelverhältnisses  zu 
zeichnen. 

Das  Reciprocalsystem,  welches  ebenfalls  von  der  dritten  Stufe 
ist,  hat  man  dann  auch  gleichzeitig  bestimmt.  Denn  jede  Schraube 
eines  Systems  dritter  Stufe  besitzt  im  Reciprocalsystem  eine  Cor- 
respondirende ,  die  ihr  parallel  ist  und  entgegengesetzt  gleichen 
Parameter  besitzt.  Wenn  wir  also  alle  Parameter  in  der  ebenen 
Darstellung  nun  mit  entgegengesetztem  Zeichen  nehmen,  so  er- 
halten wir  die  Gesammtheit  der  Schrauben  des  Reciprocalsystems, 
die  parallel  sind  zu  denen  des  ursprünglichen. 

In  dem  Kegelschnitt büschel  S^-f-xS^  =  0  giebt  es  inuner 
zwei  Kegelschnitte,  die  eine  beliebig  gegebene  Gerade  berühren. 
Die  beiden  Berührungspunkte  sind  dann  die  Repräsentanten  der 
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Hauptschrauben  des  durch  die  Gerade  abgebildeten  Cylindroids. 
Diese  Gerade  wird  dann  von  dem  Eegelschnittbfischel  in  einer  in- 
volutorischen  Punktreihe  geschnitten.  Jedes  Paar  correspondirender 
Punkte  dieser  Reihe  stellt  ein  Paar  Schrauben  gleichen  Parameters 
auf  dem  betreffenden  Cylindroid  dar. 

§7- 

Die  bisherigen  Darlegungen  waren  wieder  nur  der  geometri- 
schen Anordnung  des  ebenen  Bildes  eines  Systems  dritter  Stufe 
gewidmet.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  hauptsäch- 
lichen mechanischen  Fragen,  die  in  der  Theorie  der  Freiheit  dritten 
Grades  auftreten.  In  erster  Linie  ist  dann  hier  das  Problem  der 
impulsiven  und  instantanen  Schrauben  zu  erledigen. 

Es  sei  also  gegeben  eine  impulsive  Dyname,  die  auf  einer 
gegebenen  Schraube  auf  einen  ruhenden  starren  Körper  mit  Frei- 
heit dritten  Grades  einwirkt.  Wir  suchen  diejenige  Schraube,  um 
welche  dem  Körper  hierdurch  eine  Windungsgeschwindigkeit  er- 
theilt  wird. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  erinnern  wir  uns  zunächst  wieder 
des  Begrifik  der  reducirten  Dyname,  wonach  wir  also  immer  die 
impulsive  Schraube,  wo  sie  auch  gelegen  sei,  durch  eine  solche, 
die  dem  System  dritter  Stufe  angehört,  ersetzen  können.  Die  im- 
pulsive Schraube  wird  also  ebenfalls  immer  durch  einen  Punkt  der 
Bildebene  dargestellt.  Auf  Grund  dieser  Thatsache  können  wir 
nun  die  ganze  folgende  Betrachtung  in  der  Bildebene  durchfuhren. 

Zu  dem  Ende  führen  wir  den  Kegelschnitt 

ein.  Derselbe  ist  das  Bild  aller  derjenigen  Systemschrauben,  bei 
Bewegung  um  welche  mit  der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit 
die  kinetische  Energie  Null  erlangen  würde.  Dieser  Kegelschnitt 
ist  mithin  imaginär.  Die  Polare  eines  Punktes  y  der  Bildebene 
in  Bezug  auf  die  Curve 

hat  die  Gleichung 
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Zwei  Schrauben,  welche  in  dieser  Beziehung  stehen,  nennen  wir 
aber  conjugirte  Trägheitsschrauben,  wonach  der  Satz: 

Die  Bildpunkte  zweier  conjugirten  Trägheitsschrau- 
ben eines  Systems  dritter  Stufe  sind  conjugirte  Punkte 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ü^=0  verschwindender 
kinetischer  Energie. 

Hiermit  ist  aber  der  Weg  zur  Construction  der  instantanen 
Schraube  gewiesen,  die  einer  gegebenen  impulsiven  entspricht, 
wenn  wir  uns  noch  des  Satzes  erinnern:  Werden  zwei  conjugirte 
Trägheitsschrauben  a,  ß  als  instantane  Schrauben  betrachtet,  dann 
ist  diejenige  Schraube  ^,  welche  einer  derselben,  etwa  a,  als  im- 
pulsive Schraube  entspricht,  reciprok  zur  andern  ß. 

Sei  also  die  zur  impulsiven  Schraube  ^  gehörige  instantane 
Schraube  zu  construiren. 

Wir  construiren  zuerst  die  Polare  i/  des  Punktes  ^  in  Bezug 
auf  den  Kegelschnitt 

so  bildet  ^  mit  jedem  Punkte  dieser  Geraden  ein  Punktepaar, 
welches  einem  Paar  reciproker  Schrauben  entspricht.  Nun  con- 
struiren wir  den  Pol  y  der  Geraden  y  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt 

so  bildet  der  Punkt  y  mit  jedem  Punkte  der  Geraden  y  ein  Punkte- 
paar, welches  einem  Paare  conjugirten  Trägheitsschrauben  entspricht. 
Und  nach  dem  angeführten  Hülfssatze  ist  y  die  instantane  Schraube, 
welche  der  impulsiven  Schraube  ^  entspricht.  Unsere  Aufgabe  ist 
somit  gelöst,  und  man  sieht  leicht,  dass  diese  Lösung  dem  mehr- 
fach besprochenen  Eu  1er' sehen  Theorem  (Kap.  IX  §  12,  X  §  2) 
sich  unterordnet. 
Die  Curve 

ist,  wie  aus  der  Gleichung  ersichtlich,  ebenfalls  auf  ein  Polardreieck 
bezogen.  Die  Ecken  dieses  Dreiecks  sind  conjugirte  Trägheits- 
schrauben. Man  kann  nun  immer  ein  Dreieck  finden,  welches  so- 
wohl für  den  Kegelschnitt 
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als  auch  für  den  Nullparameterkegelschnitt 

Polardreieck  ist.  Die  Ecken  dieses  Dreiecks  haben  dann  bemer- 
kenswerthe  Bedeutung.  Sie  sind  nämlich  nach  den  bisherigen  Ent- 
wicklungen Bilder  von  Schrauben,  die  sowohl  reciprok  als  auch 
conjugirte  Trägheitsschrauben  sind.  Diese  drei  Punkte  sind  da- 
her die  drei  Hauptträgheitsschrauben  des  Systems  dritter 
Stufe. 

Wenn  wir  das  Dreieck  dieser  drei  Punkte,  also  das  gemein- 
schaftliche Polardreieck  der  Kegelschnitte  11^=0,  8^  =  0  als  Co- 
ordinatendreieck  nehmen,  so  wird  die  analytische  Beziehung  zwi- 
schen impulsiver  und  instantaner  Schraube  wieder  die  schon  von 
früher  her  bekannte.  Nämlich  es  entspricht  dann  der  impulsiven 
Schraube  mit  den  Coordinaten 

•wj^,  ula.,  ul^r^ 


Pi  P,  Pz 

die  instantane  Schraube  mit  den  Coordinaten 


^1  ?        *^'J  9        ^8  • 


Geometrisch,  zur  Construction  verwendbar,  Uisst  sich  dies  nun  auch 
so  ausdrücken: 

Wenn  y  der  Rildpunkt  einer  impulsiven  Schraube  und 
iy  derjenige  der  correspondirenden  instantanen  Schraube 
ist,  dann  fällt  die  Polare  von  (f  in  Bezug  auf  den  Null- 
parameterkegelschnitt zusammen  mit  der  Polare  von  d^ 
in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  verschwindender  kineti- 
scher Energie. 

§8. 

Wenn  wir  mit  H  den  virtuellen  Coefficienten  zweier  Schrauben 
^,  y  bezeichnen,  so  können  wir  schreiben 

wenn  wir  beachten,  dass  bei  Annahme  der  drei  auf  einander  senk- 
rechten Hauptschrauben  des  Systems  dritter  Stufe  als  Coordinaten- 
schrauben  die  allgemeine  Identität 


494  Geometrische  Methoden, 

hier  übergeht  in 

Es  ergiebt  sich  somit,  dass  der  Ort  der  Bildpunkte  der  Schrau- 
ben, die  mit  einer  gegebenen  Schraube  y  einen  gegebenen  virtuellen 
Coefficienten  besitzen,  ein  Kegelschnitt  ist,  der  mit  dem  Kegel- 
schnitte der  Schraube  unendlichen  Parameters  in  zweipunktiger 
Berührung  steht. 

Wenn  y  ein  Punkt  ist,  dessen  Polare 

in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  S^  =  0  zusammenfällt  mit  der  Po- 
lare des  Punktes  r^  in  Bezug  auf  den  Nullparameterkegelschuitt 
So  =  0,  nämlich 

dann  sind  alle  die  Schrauben  ^,  welche  einen  gegebenen  virtuellen 
Coefficienten  mit  i}  haben  gleich  geneigt  gegen  y.    Daraus  folgt: 

Alle  Schrauben  eines  Systems  dritter  Stufe,  welche 
mit  einer  gegebenen  Schraube  einen  gegebenen  virtuellen 
Coefficienten  haben,  sind  parallel  zu  den  Erzeugenden 
eines  geraden  Kreiscylinders. 

Alle  zu  m  reciproken  Schrauben  liegen  auf  einem  Cylindroid, 
und  y  ist  die  einzige  des  Systems,  welche  parallel  ist  der  Doppel- 
linie des  Cylindroids. 

Leicht  ist  auch  noch  zu  sehen,  dass  der  virtuelle  Coefficient 
von  y  und  m  grösser  ist  als  derjenige  von  i}  mit  irgend  einer  an- 
dern Schraube. 

Wir  haben  bisher  nur  den  Kegelschnitt  verschwindender  kine- 
tischer Energie  betrachtet.  Ganz  analog  dem  früheren  gelangen 
wir  aber  auch  für  jeden  Werth  der  kinetischen  Energie,  A*,  zu  der 
Curve 

welche  also  in  der  ebenen  Abbildung  die  Gesammtheit  aller  Schrau- 
ben des  Systems  dritter  Stufe  darstellt,  um  welche  der  Körper  mit 
der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit  die  kinetische  Energie 
A'  erlangt. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  also  ein  Element  eines  Büschels,  wel- 


Kap.  XXI f.    Graphische  Methoden  in  der  Theorie  der  Freiheit  etc.  495 

ches  die  vier  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte 

zu  Basispunkten  hat.  Diese  vier  Basispunkte  sind  die  Bilder  von 
Schrauben,  um  welche  der  Körper  mit  unbestimmter  kinetischer 
Energie  bewegt  werden  kann. 

Die  einer  bestimmten  Schraube  des  Systems  zukommende 
Grösse  h^  bestimmt  sich  ganz  analog  wie  oben  der  Parameter  L 
Die  vier  Basispunkte  seien  A,  fi,  C\  D;  wir  suchen  für  den  Punkt 
P  die  Grösse  A'.  Wir  tragen  auf  einer  Geraden  g  die  vier  Strecken 
wj,  ul,  mJ,  ä'  ab  und  bestimmen  den  Punkt  P  so,  dass  das  Dop- 
pelverhältniss  der  vier  Strahlen 

P(A,  B,  C,  D) 

gleich  dem  Doppelverhältniss  der  durch  obige  Construction  erhal- 
tenen vier  Punkte  auf  g  wird.  Der  Ort  von  P  ist  dann  ein  Ke- 
gelschnitt. Ist  P  gegeben,  so  kennt  man  das  Doppelverhältniss 
von  P(Ä^  B,  C,  -D),  ebenso  den  analytischen  Ausdruck  der  vier 
Punkte  auf  ^,  der  eine  lineare  gebrochene  Function  A*  ist.  Aus 
der  Gleichsetzung  beider  Werthe  berechnet  sich  A*. 

§9. 

AVir  wollen  noch  folgendes  Problem  betrachten: 
Ein  ruhender  starrer  Körper  mit  Freiheit  dritten  Grades  er- 
hält einen  Impuls  von  gegebener  Intensität  auf  einer  gegebenen 
Schraube  tj ;  wir  wollen  den^  Ort  der  Elemente  a  des  Systems  be- 
stimmen, die  die  Eigenschaft  haben,  dass,  wenn  der  Körper  ge- 
zwungen wird,  sich  um  a;  zu  bewegen,  er  einen  gegebenen  Betrag 
kinetischer  Energie  erlangt. 

Die  kinetische  Energie  ist  gegeben  durch  die  Relation,  wenn 
die  Masse  des  Körpers  gleich  1  gesetzt  wird. 


r= 


sodass  wir  sofort  für  den  gesuchten  Ort  die  Gleichung  gewinnen 
Der  Ort  von  x  ist  also  ein  Kegelschnitt,  der  mit  dem  Kegelschnitt 
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verschwindender  kinetischer  Energie  eine  zweipunktige  Berüh- 
rung hat. 

Rs  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  T  ein  Maximum  sein  wird,  wenn 

woraus  dann  wieder  der  Euler'sche  Satz  zu  folgern  wäre. 

§10. 

Bei  Betrachtung  der  potentiellen  Energie  werden  wir  auf  den 
Kegelschnitt 

geführt,  wo  die  Bedeutung  der  Grössen  v  aus  dem  Kapitel  über 
die  potentielle  Energie  zu  entnehmen  ist.  Dieser  Kegelschnitt  stellt 
in  der  ebenen  Abbildung  alle  diejenigen  Schrauben  des  Systems 
dritter  Stufe  dar,  durch  Bewegung  um  welche  ein  Körper  sonach 
in  eine  benachbarte  Lage  übergeführt  werden  kann,  dass,  bis  auf 
Grössen  zweiter  Ordnung,  bei  dieser  Bewegung  keine  Energie  ver- 
braucht, oder  keine  Arbeit  geleistet  wird. 

Zwei  Punkte  der  Ebene,  die  einander  conjugirt  sind  in  Bezug 
auf  den  Potentialkegelschnitt 

sind  conjugirte  Potentialschrauben.  Denken  wir  uns  wieder  das 
gemeinschaftliche  Polardreieck  des  Potentialkegelschnitts  und  des 
Kegelschnitts  verschwindender  kinetischer  Energie  construirt,  so 
hat  man  in  den  Ecken  dieses  Dreiecks  die  Bilder  der  drei  harmo- 
nischen Schrauben  des  Systems  dritter  Stufe.  Und  zwar  sind  die 
Eckpunkte  dieses  gemeinschaftlichen  Polardreiecks  des  Büschels 

bekanntlich  die  Nebenecken  des  aus  den  vier  Basispunkten  dieses 
Büschels  abgeleiteten  vollständigen  Vierecks. 

§11. 

Die  graphische  Darstellung  eines  Systems  dritter  Stufe  wird 
sich  besonders  einfach  gestalten,  wenn  es  möglich  ist,  einen  Kreis 
als  Nullparameterkegelschnitt  zu  nehmen.  Es  wird  dies  immer 
dann  angehen,  w^enn  von  den  drei  Aggregaten 


Kap.  XXI T.    Graphische  Methoden  in  der  Theorie  der  Freiheit  etc.  497 

Pi—P,+Pz 
Vi+P^-Pt 

keines  oder  gleichzeitig  zwei  negativ  werden.  Denn  alsdann  lassen 
sich  immer  drei  reelle  Winkel  A^  B^  C  finden  aus  den  Glei- 
chungen 

sin 2^   _   sin2g   ^    sin 2  g 

Px        ~       P,        ~       Pl 

Wenn  wir  dann  ein  Dreieck  mit  den  Winkeln  A,  B^  C  als  Coor- 
dinatendreieck  nehmen,  so  ist 

sin2^.«J-|-sin2ß.a:J-+-sin2a^J  =  0 

in  der  That  die  Gleichung  eines  Kreises,  und  zwar  ist  dieser  Kreis 
der   Nullparameterkegelschnitt.     Der   Kreis   hat    bekanntlich   den 
Durchschnittspunkt  der  drei  Höhen  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt. 
Der  Büschel  der  Parameterkegelschnitte  hat  nun  die  Form 

sm2A.a^]+sin2B,al-{-sin2C\a!l—k(xl+a;l+xl)  =  0. 

Da  das  Centrum  eines  Kegelschnitts  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  ist,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  y  des 
Centrums  irgend  eines  dieser  Kegelschnitte  die  beiden  Gleichungen 

(sin2^ — k)x^y^-h(sin2B—k)x^y^+(sm2C'-'k)x^y^  =  0 

sinA,a^       -h       sixiB,a.j        -+-        sinC«,        =0, 

deren    erste   die  Polare   des  Punktes  y  in  Bezug  auf  den   obigen 

Kegelschnitt   bedeutet,    während   durch   die  andere   die  unendlich 

ferne    Gerade   gegeben   ist.     Die  Coordinaten   des  Centrums   sind 

demnach 

sin^ 


Vi 


sin2^^Ä 


sinJ? 

^'  ~  sin2ß— /: 


^8   = 


sin  6' 


sin2C— i 

Damit  ergiebt  sich  dann  aber  wieder  sofort,  dass  der  Ort  der  Mit- 
telpunkte der  Kegelschnitte  des  Büschels  der  Parameterkegelschnitte 

Ball,   Mechflüik.  32 
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auf  der  Curve  liegt 

sm2-^sin(ß — C')^3ir,-|-sin2i5sin(6' — A)x^x^ 

+sin26'sinC^  — ß>,a:,  =  0. 

Aus  der  Form  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts  ergiebt  sich,  dass 
derselbe  dem  Coordinatendreieck  umschrieben  ist.  Seiner  Bedeu- 
tung nach  geht  er  aber  auch  durch  den  Höhendurchschnitt  dieses 
Dreiecks.  Ein  Kegelschnitt  von  dieser  Eigenschaft  ist  aber  be- 
kanntlich eine  gleichzeitige  Hyperbel. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  des  Bü- 
schels der  Parameterkegelschnitte  ist  eine  gleichzeitige 
Hyperbel. 

§12. 

Jeder  Parameterkegelschnitt  ist  einem  bestimmten  Werthe  des 
Schrauben  Parameters  zugeordnet.  Die  Beziehungen  zwischen  diesem 
Parameterwerth  und  den  Dimensionen  des  Kegelschnitts  lassen  sich 
nun  hier  in  sehr  einfacher  Weise  erlangen.  Der  Parameter  ist  hier 
gleich  dem  Doppelverhältniss  der  beiden  Schnittpunkte  des  ent- 
sprechenden Kegelschnitts  mit  der  Geraden  der  unendlich  fernen 
Kreispunkte  zu  diesen  letzteren  Punkten  selbst.  Sind  somit  a,  b 
die  Halbaxen  irgend  einer  Parameterellipse,  so  werden  die  Glei- 
chungen 


^    ^  y     —0 


«'"     '      b' 

x'  +  y'   =0 


diejenigen   vier  Strahlen  bestimmen,   auf  deren  Doppelverhältniss 
es  hier  ankommt.     Und  man  sieht  leicht,  dass  dasselbe 


ia+by 

wird.     Wir  können  noch  auf  andere  VV^eise  zu  diesem  Doppelver- 
hältniss gelangen. 

Das  Strahlenpaar,  welches  von  der  Fundamentalecke  C  nach 
den  beiden  Kreispunkten  im  unendlichen  gezogen  wird,  hat  die 
Gleichung 

^'J-f-2^,^.^cos6'-|-.2:J  =0. 
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Und  die  Gleichung  der  beiden  Strahlen  durch  C  nach  den  Durch- 
schnittspunkten  des  Kegelschnitts 

mit  der  unendlich  fernen  Geraden 

»inA,x^-\'8inB.x^+smC.x^  =  0 

wird  durch  Elimination  von  x^  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen 
gefunden  in  der  Form 

liix]'^2Xx^x^-\-vxl  =  0. 

Nach  einigen  Reductionen  findet  man  durch  Vei*gleichung  des  auf 
dem  eben  angegebenen  Wege  und  des  oben  gefundenen  Werthes 
des  betrachteten  DoppelverhältnLsses  diese  Relation  zwischen  dem 
Parameter  k  und  den  Axen  des  zugehörigen  Kegelschnitts 

4w'  —  6mk-\-nP 


der  man  auch  die  Form  geben  kann 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

m  =  sinu4sinßsinC 

n  =  sin'^+sin'Ä+sin'C 

=  24-2cos^cos5cosC 

9 — 4n  =  1 — 8  cos  .4  cos  B  cos  C 

Wird  hier  p  =  0  gesetzt,  so  kommt 

a  =  b, 

d.  h.    der    entsprechende  Kegelschnitt  ist  der  Nullparameterkreis, 
wie  es  auch  sein  mass.     Ist 

a'+6'  =  0, 
so  ist 

k  ==  l^sin^sinßsinC; 

dem  Kegelschnittbüschel  gehört  eine  einzige  gleichzeitige  Hyperbel 
an,  welche  eben  diesem  Parameterwerthe  entspricht.     Es  ist 

wenn  die  Axen  unendlich  gross  werden.     Das  Kegelschnittbüschel 

32* 
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enthält  somit  zwei  Parabeln;   und  die  entsprechenden  Werthe  der 
Schraubenparameter  sind  aus  dieser  Gleichung  zu  berechnen. 

§13. 

Die  im  vorletzten  Paragraphen  gefundene  Hyperbel,  auf  der 
die  drei  Fundamentalecken  und  der  Höhendurchschnitt  des  Coor- 
dinatendreiecks  liegen,  enthält  noch  einen  fünften  geometrisch  aus- 
gezeichneten Punkt. 

In  der  That,  wir  haben  gesehen,  dass  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  dieser  Hyperbel  mit  Hülfe  eines  variabeln  Para- 
meters k  so  dargestellt  werden 

sin^ 
svnB 


sin2B— * 

sinC 
sin  2  6— * 


Setzen  wir  nun 


so  erhalten  wir  einen  Punkt  auf  der  Hyperbel,  der  die  Coordinaten 

sin-^,     sin-B,     sinC 

besitzt,  und  der,  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Hyperbel 
und  wegen  des  Werthes  von  k^  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 
S^  ist.     Der  Punkt  mit  den  Coordinaten 

sin  .4,     sinB,     sinC 

ist  aber  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  Mittellinien  des  Funda- 
mentaldreiecks. 

Ist  der  Nullparameterkegelschnitt  ein  Kreis,  so  liegt 
der  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  S^  im  Durchschnitts- 
punkt der  Mittellinien  des  Fundamentaldreiecks. 

Diese  Untersuchungen  lassen  sich  noch  weiter  fortsetzen.  Und 
insbesondere  lässt  sich  zeigen,  dass  ein  System  3'®*"  Stufe  immer 
in  ein  System  von  Kreisen  mit  gemeinsamer  Chordale  abgebildet 
werden  könne.  Indessen  können,  wenigstens  zur  Zeit,  an  diese 
specielle  Abbildung  keine  besonderen  mechanischen  Consequenzeu 
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geknüpft  werden,  aus  welchem  Grunde  ich  auf  eine  Darlegung  jener 
Methode  verzichte  und  auf  Sir  Ball's  unten  angegebene  Abhand- 
lung verw^eise. 

§14. 

Indem  wir  hier  die  Untersuchungen  über  die  graphische  Theorie 
der  Freiheit  dritten  Grades  abschliessen,  die  durch  Sir  Robert  Ball 
jüngst  im  XXIX.  Bande  der  Transactions  der  Royal  Irish  Academy 
eine  bedeutsame  Weiterführuug  erhalten  haben,  wollen  wür  in  die- 
sem Paragraphen  in  aller  Kürze  hinweisen  auf  eine  analoge  Be- 
handlung der  Theorie  der  Freiheit  zweiten  Grades. 

Projicirt  man  alle  Schrauben  des  Cylindroids  orthogonal  auf 
die  Mittelebene  der  Fläche,  so  erhält  man  ein  Strahlenbüschel 
1.  Ordnung,  welches  mit  der  Fläche  concentrisch  ist.  Die  Cor- 
respondenz  zwischen  Fläche  und  Strahlbüschel  ist  eine  ein-eindeu- 
tige.  Das  Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Erzeugenden  des  Cy- 
lindroids wird  definirt  als  das  Doppelverhältniss  der  jenen  paral- 
lelen Elemente  des  Strahlenbüschels.  Danach  wird  die  Untersu- 
chung aller  reinen  Lagenverhältnisse  auf  dem  Cylindroid  ersetzt 
werden  können  durch  diejenige  der  Lagenverhältnisse  in  dem 
Strahlenbüschel.  Um  nun  die  Verbindung  mit  dem  oben  bei  der 
Theorie  der  Freiheit  dritten  Grades  aufrechtzuerhalten,  wollen  wir 
nicht  das  Strahlenbüschel  selber,  sondern  eine  zu  demselben  per- 
spectiv liegende  Gerade  betrachten.  Auch  die  Correspondenz  dieser 
Geraden  mit  dem  Cylindroid  ist  eine  ein-eindeutige,  der  Art,  dass 
jeder  Schraube  des  Cylindroids  ein  Punkt  der  Bildgeraden  und 
umgekehrt  entspricht. 

Nehmen  wir  die  Schnittpunkte  der  beiden  Hauptischrauben 
des  Cylindroids  mit  der  Bildgeraden  als  Fundamentalpunkte  einer 
homogenen  Coordinatenbestimmung  auf  der  letzteren,  so  stellt  die 
Gleichung 

das  Punktepaar  dar,  welches  den  beiden  Schrauben  vom  Parameter 
Null  auf  dem  Cylindroid  entspricht.  Dass  hier  wirklich  die  Fun- 
damentalpunkte die  Bilder  der  Hauptschrauben  sind,  ergiebt  sich 
ohne  weiteres,  wenn  man  die  Maximal-  und  Minimalwerthe  des 
Ausdrucks  für  den  Parameter 
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bestimmt.     Es  ergiebt  sich  dann  in  der  That,    dass  diese  Werthe 
stattfinden  für  die  beiden  Werthe  des  Schnittverhältnisses 

-    =  0,     — —  =  oo 


M/«  »Z/n 


oder  für 

x^  =0,        ^j  =  0. 

Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  dieses  Punktepaar  harmonisch  ist 
zu  den  beiden  Fundamentalpunkten.  Es  ist  dies  ein  specieller 
Fall  zweier  allgemeineren  Sätze,  die  wir  nun  darlegen  wollen. 

Die  identische  Relation  zwischen  den  Coordinaten  einer  Schraube 
eines  Systems  zweiter  Stufe 

.rJ-h2a?,ia?2COS€-+-^5  =  1, 

wo  €  den  Winkel  der  (reciproken)  Fundamentalschrauben  bezeich- 
net, wird  hier,  wegen 

71 

x\+x\  =  1, 

sodass  sich  in  der  That  der  obige  Ausdruck  für  den  Parameter 
einer  Schraube  x  ergiebt.    In  der  graphischen  Darstellung  ist  dann 

die  Gleichung  eines  Paares  parametergleicher  Punkte  (Schrauben). 
Auch  aus  dieser  Gleichung  folgt  unmittelbar,  dass  das  dargestellte 
Punktepaar  harmonisch  ist  zu  den  Fundamentalpunkten. 

Je  zwei  parametergleiche  Punkte  sind  harmonisch 
conjugirt  zu  den  beiden  Hauptpunkten. 

Die  Paare  von  Punkten  gleichen  Parameters  bilden 
eine  involutorische  Punktreihe. 

Diese  Sätze  können  nun  ganz  direct  auf  die  Schrauben  des 
Cylindroids  selber  übertragen  werden,  da  ja,  wenn  s,,  »,,  «,,  s^ 
vier  Erzeugende  der  Fläche  und  c,,  c,,  c,,  o;  ihre  vier  Bildpunkte 
sind, 
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Da  alle  Schrauben  des  Cylindroids  die  Doppellinie  unter  gleichem 
Winkel  schneiden,  so  werden  auch  die  so  erhaltenen  Schnittpunkte 
eine  involutorische  Reihe  bilden.  Und  da  hier  die  beiden  Funda- 
mentalpunkte in  einen  zusammenfallen,  so  werden  zwei  einander 
zugeordnete  Punkte  dieser  Reihe  gleich  weit  vom  Nullpunkte  ab- 
stehen, ein  Ergebniss,  welches  mit  den  früheren  Formeln 

p  ^=  PQ-k-mco^2ip 

z  =         msin2i// 

vollkommen  übereinstimmt. 

Sind  y,  z  zwei  Punkte  auf  der  Bildgeraden,    so  substituiron 
wir  in  die  Gleichung  des  Nullparameterpunktepaares 

die  Ausdrücke 

X 

und  erhalten  durch  Auflösung  nach  —  diesen  Werth 


M  Piy\-^P2yl 

Das  Verhältniss 

wo 

^=Pi!/l-^P2!fl 

f>  =  —Piyx^x—P2y2^2 
<^  =  pA+P2^\ 

ist  das  Doppelverhältniss  der  Punkte  y,  2  zu  den  beiden  Nullpara- 
meterpunkten. Diese  Zahl  wird  der  negativen  Einheit  gleich,  wenn 
h  verschwindet.     Es  ist  also  dann 

i^iy.^i+Psyj^,  =  0, 

aus  welcher  Gleichung  sich  der  Satz  ergiebt,  welcher  der  zweite 
von  denen  ist,  auf  welche  oben  hingedeutet  wurde: 

Construirt  man  zu  einer  Schraube  y  des  Cylindroids 
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die  ihr  in  Bezug  auf  die  beiden  Schrauben  vom  Parameter 
Null  harmonisch  conjugirte  e,  so  ist  z  reciprok  zu  y. 
Die  Gleichung 

stellt  ein  Punktepaar  dar,  welches  den  Schrauben  von  unendlich 
grossem  Parameter  entspricht.  Dieses  Punktepaar  ist  imaginär. 
Zwei  Punkte,  die  einander  conjugiii;  sind  in  Bezug  auf  dieses 
Punktepaar,  sind  Bilder  zweier  zu  einander  senkrechter  Schrauben 
des  Cylindroids,  wie  sich  aus  der  Gleichung 

ergiebt. 

Die  beiden  Hauptschrauben  des  Cylindroids  sind  somit  gleich- 
zeitig harmonisch  conjugirt  zu  den  Schraubenpaaren  von  verschwin- 
dendem bezw.  unendlich  grossem  Parameter. 

Die  Gleichung 

stellt  ein  (imaginäres)  Schraubenpaar  dar,  der  Art,  dass  ein  Kör- 
per, mit  der  Einheit  der  Windungsgeschwindigkeit  um  eine  der- 
selben sich  bewegend,  die  kinetische  Energie  Null  erlangte.  Zwei 
Schrauben,  die  einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  dieses  Paar, 
sind  conjugirte  Trägheitsschrauben.  Zu  zwei  Punktepaaren  kann 
immer  ein  und  nur  ein  neues  Paar  gefunden  werden,  so  dass  es 
gleichzeitig  zu  beiden  Paaren  harmonisch  conjugirt  ist. 

Das  einzige  Schraubenpaar,  welches  gleichzeitig  harmonisch 
conjugirt  ist  zu 

ist  das  Paar  der  Hauptträgheitsschrauben  des  Cylindroids,  weil  es 
gleichzeitig  reciprok  und  in  Bezug  auf  Trägheit  conjugirt  ist. 

Ein  Schraubenpaar,  welches  einem  bestimmten  Werthe  kine- 
tischer Energie  w'  entspricht,  ist  gegeben  durch  die  Gleichung 

u]x\-^u\x\—u\x]-^x\)  =  0. 

Auch  diese  Schraubenpaare,  bezw.  ihre  Bildpunkte  bilden  eine  in- 
volutorische  Reihe. 

Endlich  ist  noch  das  Paar  mit  der  Gleichung 

v]x\  +  vlx\=:^0 
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ZU  betrachten.  Zwei  Schrauben,  welche  harmonisch  conjugirt  sind 
zu  demselben,  sind  conjugirte  Potentialschrauben,  Und  dasjenige 
iSchraubenpaar,  welches  gleichzeitig  conjugirt  ist  zu  den  Paaren 

ist  das  Paar  der  harmonischen  Schrauben,  welches  dem  Schrauben- 
system zweiter  Stufe  zugehört. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich,  wie  ich  demnächst  an  anderer 
Stelle  zeigen  werde,  noch  weiter  verfolgen.  Der  Werth  dieser  Me- 
thode scheint  mir  bei  dem  Schraubensystem  zweiter  Stufe  wesent- 
lich darin  zu  liegen,  dass  alle  Ergebnisse,  zu  denen  man  gelangt, 
eben  nicht  nur  für  die  Abbildungsfigur,  sondern  direct  für  das  Cy- 
lindroid  selber  gelten,  sodass  man  also  z.  B.  nicht  mehr  im  Zweifel 
sein  kann,  wie  man  zu  einer  gegebenen  Cylindroidschraube  die  ihr 
reciproke  zu  construiren  hat,  oder  wie  man  etwa  zwei  parameter- 
gleiche Schrauben  der  Fläche  bestimmt. 


Mechanik  der  Körpersysteme. 


Kapitel  XXIII. 
Kinematische  Tlieorie  der  Sciiraubenketten. 

§1- 

Die  bisherigen  Darlegungen  bezogen  sich  auf  einen  einzelnen 
starren  Körper.  Wir  wenden  uns  nun  dazu,  die  Principien  anzu- 
geben, nach  denen  ein  beliebiges  zusammengehöriges  System  von 
Körpern  in  mechanischer  Beziehung  zu  behandeln  ist. 

Wir  verstehen  unter  einem  System  von  Körpern  eine  beliebige 
Anzahl,  /i,  starrer  Körper,  von  denen  jeder  entweder  vollkommen 
frei  beweglich  ist,  oder  durch  irgendwelche  Hindernisse  oder  Ver- 
bindungen mit  einem  oder  mehreren  der  übrigen  fi — 1  Individuen 
des  Systems  in  seiner  Beweglichkeit  beschränkt  ist. 

Wir  werden  uns  auch  hier  zunächst  auf  kleine  Bewegungen 
des  Systems  beschränken.  Indessen  fallen  doch  noch  innerhalb 
dieses  beschränkten  Gebietes  die  Theorien  des  Gleichgewichts,  der 
kleinen  Schwingungen,  und  diejenige  der  Impulse. 

Die  Bewegungsfreiheit  eines  jW-gliedrigen  Körpersystems  wird 
durch  die  Anzahl  der  zu  einer  vollständigen  Lagenbestimmung  des 
Systems  nothwendigcn  unabhängigen  Grössen  (Coordinaten  im  all- 
gemeinen Sinne)  gegeben.  Der  Grad  der  Freiheit  eines  solchen 
Systems    wird    daher  die  Zahl  6jU  nicht  übersteigen  können,   in 
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welchem  Falle  das  Körpersystem  vollkommen  frei  ist.    Er  ist  Null, 
wenn  das  System  absolut  fest  ist. 

§2. 

Wir  wollen  nun  eine  unendlich  kleine  Oi'tsveränderung  eines 
solchen  Systems  näher  betrachten.  Dieselbe  wird  also  darin  be- 
stehen, dass  jedes  Element  des  Systems  in  eine  benachbarte  Posi- 
tion übergeführt  wird,  die  mit  den  Bedingungen,  welche  die  Be- 
wegungsfreiheit des  Systems  characterisiren  verträglich  ist.  Diese 
Lagenveränderung  kann  für  jedes  Element  erreicht  werden  durch 
eine  Windung  um  eine  Schraube.  Die  Totalverschiebung  des 
ganzen  Systems  hätte  daher  auch  hervorgebracht  werden  können, 
indem  man  jedem  Individuum  des  Systems  eine  bestimmte  Win- 
dung um  eine  bestimmte  Schraube  ertheilte. 

Wenn  nun  n  die  Zahl  ist,  welche  den  Freiheitsgrad  des  Kör- 
persystems  angiebt,  so  wird  eine  jede  Position  des  Systems  durch 
n  Grössen  5',,  g.^,  ...,  y«,  die  von  einander  unabhängig  sind,  be- 
stimmt sein,  wobei  diese  Grössen  beliebig  ausgewählt  werden  können, 
sofern  sie  nur  unabhängig  von  einander  sind.  Jede  Grösse,  welche 
von  dem  Orte  des  Systems  abhängt,  wird  dann  eine  Function  dieser 
n  Unabhängigen  sein. 

Die  Anfangslage  des  Systems  sei  so  beschaffen,  dass  in  ihr 
alle  Grössen  q  den  Werth  Null  haben.  In  der  Nachbarlage,  in 
die  wir  uns  das  System  übergeführt  denken,  mögen  dann  dessen 
Coordinaten  die  Werthe  y,,  . . .,  qn  haben.  Wenn  nun  ^  die  Am- 
plitude der  Windung  ist,  welche  man  dem  Körper  1  ertheilen 
muss  bei  dieser  Herausführung  des  Systems  aus  der  Anfangslage, 
so  muss  ^  sich  offenbar  als  Function  dieser  n  Grössen  q  darstellen 
lassen.  Betreffs  der  Form  dieser  Function  können  wir,  da  die 
Grössen  q  sämmtlich  als  kleine  Grössen  vorausgesetzt  werden,  zu- 
nächst annehmen,  dass  sie  homogen  ist.  Denn  wir  können  aus 
diesem  Grunde  alle  Potenzen  der  Coordinaten,  welche  die  niedrigste 
vorkommende  überschreiten,  unterdrücken.  Und  ein  rein  constantes 
Glied  kann  in  dem  arithmetischen  Ausdruck  von  ^  auch  nicht 
vorhanden  sein,  da  für  das  Werthsystem 

?i  =0,    ffa  =  0,     ,  .  .,     gn  =  0 


508  Mechanik  der  Körpersysteme. 

auch 

In  ganz  analoger  Weise  wird  jede  andere  bei  der  Verschiebung 
des  Körpers  auftretende  individuelle  Windung  sich  als  Function 
der  qi  darstellen.  Und  wenn  wir  festhalten  an  dem  Princip,  dass 
alle  Potenzen  der  ^,-,  welche  die  niedrigste  vorkommende  über- 
schreiten, zu  vernachlässigen  sind,  so  können  wir  schliessen,  dass 
alle  Amplituden  entweder  Functionen  gleichen  Grades  der  unab- 
hängig Veränderlichen  sind,  oder  aber,  dass  diejenigen  Amplituden, 
die  durch  Functionen  höheren  Grades  ausgedrückt  sind,  ihrer  Klein- 
heit wegen  gegen  die  übrigen  zu  vernachlässigen  sind.  Danach 
wird  dann  jede  Amplitude  so  dargestellt  werden  können: 

wo  die  Zahl  X  für  alle  Amplituden  dieselbe  ist,  während  die 
Coefficienten  der  Function  F  der  Verhältnisse  der  Grössen  qt  von 
einem  i)-  zum  andern  wechseln  werden. 

§3. 

Die  letzt  erhaltene  Gleichung  giebt  uns  den  W^erth  der  Am- 
plitude als  Function  der  Coordinaten  einer  bestimmten,  von  dem 
Körpersystem  erreichten,  Endlage.  Wir  können  aber  diese  Dar- 
stellung noch  etwas  verallgemeinern.  In  der  That,  bezeichnen  wir 
diejenige  Lage  des  Systems,  in  der  alle  Coordinaten  den  Werth 
Null  haben,  als  die  Lage  (0),  diejenige,  welche  er  in  Folge  einer 
Verschiebung  erreicht,  und  in  der  die  Coordinaten  bezw.  q^,  q^j 
...,  qn  sind,  als  die  Lage  (q).  Dann  werden  sich  zwischen  (0) 
und  {q)  noch  eine  ganze  Reihe  von  Zwischenpositionen  befinden, 
und  die  Coordinaten  aller  dieser  intermediären  Positionen  werden 
sich  darstellen  lassen  durch 

wo  X  ein  Zahlenparameter  ist,  der  alle  Werthe  von  0  bis  1  durch- 
läuft. Jeder  Werth  x  entspricht  dann  einer  bestimmten  Lage  des 
Körpersystems.  Durch  diese  Darstellung  der  Coordinaten  der  inter- 
mediären Positionen  durch  diejenigen  der  Endlage  haben  wir  nun 
allerdings  aus  den  unendlich  vielen  möglichen  Wegen,  auf  denen 
das  System   von    einer   zur   andern  Position   verschoben   werden 
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kann,  einen  speciellen  ausgewählt,  aber  dieser  ist  jedenfalls  mit 
den  das  System  und  seine  Freiheit  characterisirenden  Bedingungen 
verträglich,  und  es  ist  der  einfachste,  der  sich  denken  lässt. 

Wenn  wir  nun  in  dem  Ausdruck  für  die  Amplitude  ü^,  den 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gaben,  die  qi  ersetzen  durch  die  a?y,-, 
so  kommt 

wo  natürlich  F  als  Function  der  Verhältnisse  der  Coordinaten  von 
X  unabhängig  ist.  Dieser  Factor  ^^-  ist  nun  ebenfalls  allen  Am- 
plituden gemeinsam.  Wenn  also  a  bei  der  Bewegung  des  Systems 
von  0  bis  1  wächst,  so  werden  auch  alle  Amplituden  von  Null 
bis  zu  ihrem  Endwerthe  wachsen.     Setzen  wir  nun 

so  sehen  wir,  dass  die  definitive  Lage  des  Körpersystems  durch  die 
Windungen  von  den  Amplituden 

erreicht  werden,  wo  die  Indices  sich  auf  die  einzelnen  Constituenten 
dos  Körpersysteras  beziehen,  sodass  also 

die  Amplitude  der  Windung  ist,  welche  der  A-te  Körper  des  Sy- 
stems bei  der  gedachten  Bewegung  ausführt.  Die  intermediären 
Positionen  werden  dann  dargestellt  durch  die  Grössen 

wenn  y  von  0  bis  1  wächst. 

Die  Bewegung  des  Körpersysteras  ist  also  in  jedem  Momente 
der  Art,  dass  jeder  einzelne  Körper  eine  Windung  um  eine  Schraube 
ausführt. 

Diese  Bewegung  eines  Körpers  ist  die  einfachste  mögliche  Be- 
wegung desselben,  und  jede  andere  kann  im  Allgemeinen  aus  sol- 
chen Bewegungen  zusammengesetzt  oder  hergeleitet  werden.  Dabei 
nehmen  wir  allerdings  stillschweigend  an,  dass  die  Bewegung  um- 
kehrbar sei,  d.  h.  dass,  wenn  das  System  aus  der  Anfangslage  A 
durch  eine  solche  unendlich  kleine  Verschiebung  in  die  Nachbar- 
lage B  übergeführt  werde,    es  auch  aus  B  nach  A  zurückgeführt 
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werden  könne,  ohne  dass  hierzu  irgend  ein  Theil  des  Systems  einen 
endlichen  Weg  überschreiten  müsse. 

Es  musste  dies  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  weil  es 
in  der  That  Ausnahmen  giebt,  in  denen  jene  Voraussetzung  nicht 
mehr  zutrifft,  wie  z.  B.  im  Falle  eines  Körpers,  der  nur  in  einer 
Richtung,  etwa  von  Ost  nach  West,  um  eine  Axe  sich  drehen  kann. 
Derselbe  kann  also  thatsächlich  in  Richtung  Ost-West  um  einen 
unendlich  kleinen  Betrag  da  gedreht  werden.  Um  ihn  aber  aus 
der  neuen  Stellung  in  die  frühere  zurückzubringen,  muss  man  ihm 
jetzt  die  endliche  Drehung  2n — da  ertheilen. 

Solche  besondere  Fälle  schliessen  wir  also  von  der  Betrachtung 
aus.  Diejenigen,  mit  welchen  wir  uns  befassen,  sind  dann  also 
so  beschaffen,  dass,  wenn  das  Körpersystem  aus  der  Lage  A  nach 
der  Lage  B  auf  bestimmten  Wegen  übergeführt  wurde,  es  auf  den- 
selben Wegen  von  B  nach  A  zurückgebracht  werden  kann. 

Lassen  wir  also  Singularitäten  der  erwähnten  Art  bei  Seite, 
so  ist,  wa«  wir  bis  jetzt  festgestellt  haben,  dieses: 

Es  ist  im  Allgemeinen  möglich,  eine  Reihe  von  Schrauben  so 
anzugeben,  dass  zu  jedem  Körper  des  Systems  eine  gehört,  der 
Art,  dass  die  Bedingungen  des  Systems  es  zulassen,  dass  der  Kör- 
per hin  und  her  um  diese  Schraube  Windungen  ausführen  kann. 

§4. 

Wenn  das  Körpersystem  den  geringsten  möglichen  Grad  von 
Freiheit  besitzt,  so  giebt  es  nur  eine  unabhängige  Grösse  zur  Be- 
stimmung einer  Position  des  Systems.  In  diesem  Fall  ist  die  zu 
jedem  Individuum  des  Körpersystems  gehörige  Schraube  eindeutig 
bestimmt,  und  zwar  in  Beziehung  auf  ihre  Lage  wie  auf  ihren 
Parameter.  Auch  das  Verhältniss  der  Amplitude  der  Windung 
um  irgend  eine  dieser  (x  Schrauben  zu  sämmtlichen  ju — 1  übrigen 
Amplituden  ist  dann  ebenfalls  durch  die  Bedingungen  des  Sj'stems 
vollkommen  gegeben. 

Als  die  einzige  hier  auftretende  Coordinate,  j,,  können  wir 
sehr  angemessen  die  Amplitude  der  Windung  um  die  erste  Schraube 
wählen.  Dann  wird  nach  dem  eben  Gesagten,  jedem  Werthe  dieses 
5r,  eine  bestimmte  Lage  des  Körpersystems  ent^rechen.  Und  da 
die  Verhältnisse  aller  Amplituden  bekannt  sind,   so  können  auch 
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diese  sämmtlich  mit  Hülfe  von  q^  angegeben  werden.  Diese  Reihe 
von  Schrauben  und  zugeordneten  Amplitudenverhältnissen  reichen 
also  vollkommen  hin,  die  Bewegung  und  den  Weg  des  Körper- 
systems zu  beschreiben. 

§5. 

Bevor  wir  weitergehen,  wollien  wir  ein  Verfahren  darlegen, 
mit  Hülfe  dessen  wir  zu  einem  neuen  kinematischen  Elemente  ge- 
langen, welches  von  grösster  Wichtigkeit  ist  für  die  mechanische 
Theorie  der  Körpersysteme.  Denken  wir  uns  die  beiden  ersten 
Schrauben  «,,  «,,  also  die  beiden  Schrauben,  um  welche  sich  der 
erste,  bezw.  der  zweite  Körper  des  Systems  bewegen,  wenn  das 
System  aus  einer  Lage  A  in  eine  Lage  B  übergeht.  Construiren 
wir  nun  das  Cylindroid  (a,,  a^),  welches  durch  diese  beiden  Schrau- 
ben bestimmt  ist,  so  wird  zwar  die  Zusammensetzung  der  beiden 
zugehörigen  Windungen  keine  directe  reale  Bedeutung  haben,  da 
dieselben  ja  von  verschiedenen  Körpern  ausgeführt  werden.  Würden 
die  beiden  Windungen  um  a, ,  a,  mit  dem  ihnen  zukommenden 
Amplitudenverhältniss  sich  aber  auf  einen  einzigen  Körper  beziehen, 
so  könnte  man  allerdings  die  Schraube  q  der  resultirenden  Win- 
dung finden  auf  dem  Cylindroid  (a,,  aj.  Und  umgekehrt,  wenn 
Q  neben  «,,  a,  gegeben  ist,  so  ist  damit  auch  das  Amplitudenver- 
hältniss der  Windungen  um  «,,  a,  gegeben,  wie  wir  das  ja  zur 
Genüge  aus  unserem  Kapitel  über  das  Cylindroid  wissen. 

Auf  diese  Weise  kann  man  sich  nun  zwischen  je  zwei  der 
vorhin  gefundenen  /u  Schrauben  eine  eingeschaltet  denken,  durch 
die  das  Amplitudenverhältniss  der  Windungen  um  die  beiden  be- 
nachbarten definirt  wird. 

Diese  ganze  Reihe  der  fx  ureprünglich  vorhandenen,  und  der 
ju — 1  intermediären  Schrauben  bildet  nun  das,  was  Sir  Robert 
Ball  als  eine  Schraubenkette  bezeichnet  hat. 

Die  Schraubenkette  spielt  nun  in  der  Theorie  der  Körper- 
systeme genau  dieselbe  Rolle,  wie  die  einzelne  Schraube  in  der 
Theorie  des  einzelnen  Körpei-s. 

Wir  definiren  eine  W^indung  um  eine  Schraubenkette 
als  eine  Ortsveränderung  eines  Körpersystems,  die  dadurch  hervor- 
gebracht wird,  dass  man  jedem  Individuum  des  Systems  eine  Win- 
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dung  um  eine  Schraube  ertheilt,  wobei  das  Verhältniss  der  Am- 
plitude dieser  Windung  zu  den  Amplituden  der  beiden  Nachbar- 
schrauben durch  die  intennediären  Schrauben  gegeben  ist.  Die 
Amplituden  aller  dieser  Einzelwindungen  können  daher  mit  Hülfe 
der  Amplitude  der  Windung  des  ersten  Körpera  um  die  ihm  zu- 
gehörige Schraube  ausgedrückt  werden,  sodass  man  diese  letztge- 
nannte Amplitude  auch  ganz  passend  als  Amplitude  der  Windung 
um  die  Sch^aubenkette  bezeichnen  kann. 

Somit  können  wir  also  die  bisherigen  Betrachtungen  in  fol- 
gendes Ergebniss  zusammenfassen  : 

„Die  allgemeinste  Ortsveränderung  eines  Körpersy- 
stems ist  darstellbar  als  eine  Windung  um  eine  Schrau- 
benkette.** 

§6- 

Nachdem  wir  nunmehr  jede  unendlich  kleine  Verschiebung 
eines  Körpersystems  darstellen  können,  entsteht  naturgemäss  die 
Frage  nach  dem  Grade  der  Freiheit  eines  solchen  Systems.  Dabei 
denken  wir  uns  also  diejenigen  Umstände,  welche  die  Freiheit  des 
Systems  bestimmen,  ganz  allgemein  gegeben.  Sie  können  in  di- 
recten  Verbindungen  der  Körper,  in  Bewegungshindernissen  im 
engeren  Sinne  des  Wortes  als  auch  in  festen  Punkten  oder  Axen 
innerhalb  eines  oder  mehrerer  Elemente  des  Systems  bestehen. 

Wie  es  sich  in  der  Theorie  eines  einzelnen  Körpers  darum 
handelte,  alle  diejenigen  Schrauben  des  Raumes  auszusuchen,  um 
welche  der  Körper  eine  Windung  ausführen  kann,  so  ist  bei  den 
Körpersystemen  die  Untersuchung  darauf  zu  richten,  alle  diejenigen 
ju-gliedrigen  Schraubenketten  des  Raumes  zu  finden,  um  welche  das 
jw-elementige  Körpersystem  Windungen  ausfühi^en  kann.  Die  An- 
zahl der  unabhängigen,  d.  h.  nicht  aus  einander  herleitbaren,  Ketten 
wird  dann  die  Freiheit  des  Systems  bestimmen.  W^enn  also  die 
Untersuchung  ergeben  sollte,  dass  überhaupt  keine  Schraubenkette 
vorhanden  ist,  um  die  das  System  bewegt  werden  kann,  so  ist  die 
Freiheit  des  letzteren  gleich  Null.  Wenn  eine  einzige  bestimmte 
Kette  für  das  System  vorhanden  ist,  so  besitzt  dasselbe  Freiheit 
ersten  Grades.     Dies  Ergebniss  kann  auch  so  formulirt  werden: 

Wenn  ein  beliebiges  System  starrer  Körper  in  seiner  Beweg- 
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lichkeit  so  beschränkt  ist,  dass  seine  Lage  in  jedem  Momente  durch 
eine  einzige  unabhängige  Variable  (Coordinate  im  allgemeinen  Sinn) 
gegeben  wird,  so  hat  das  System  Freiheit  ersten  Grades;  und  die 
möglichen  Verschiebungen,  die  ihm  ertheilt  werden  können,  sind 
lediglich  Windungen  um  eine  einzige  bestimmte  Schraubenkette. 

Wie  schon  bemerkt,  gilt  hier  ganz  dasselbe,  wie  in  der  Theorie 
des  einzelnen  Körpers:  dass  nämlich  die  Natur  der  die  Bewegung 
modificirenden  Widerstände  oder  Bedingungen  ganz  allgemein  bleibt 
und  ohne  jede  specielle  CharacterisiruDg  in  alle  weiteren  Ergebnisse  . 
eingeht,  zu  denen  wir  geführt  werden. 

Als  ein  specielles  Beispiel  möge  die  Dampfmaschine  erwähnt 
sein.  Die  wesentlichen  bewegten  Theile  deraelben  besitzen  in  der 
That  nur  einen  einzigen  Grad  Freiheit.  Jede  Winkelstellung  des 
Schwungrades  bedingt  eine  und  eine  einzige  Stellung  aller  übrigen 
Theile.  und  eine  kleine  Winkelverschiebung  des  Schwungrades  in- 
volvirt  nothw endig  eine  Verschiebung  aller  andern  Theile.  Die  Lage 
des  ganzen  Systems  ist  also  in  der  That  in  jedem  Momente  durch 
eine  einzige  unabhängige  Coordinate  bestimmt.  Und  so  complicirt 
der  Mechanismus  auch  sein  möge,  so  ist  es  doch  nun  immer  mög- 
lich, eine  Schraubenkette  so  anzugeben,  dass  eine  Windung  um 
dieselbe  das  System  aus  einer  Anfangslage  in  eine  neue  überführe. 

Nehmen  wir  nun  weiter  an,  es  seien  zwei  verschiedene  Schrau- 
benketten gefunden,  um  welche  ein  gegebenes  Körpersystem  be- 
wegt werden  kann.  Datin  lässt  sich  sofort,  ohne  Anstellung  wei- 
terer Versuche,  zeigen,  dass  ausser  diesen  beiden  Ketten  noch  eine 
unendliche  Anzahl  solcher  existirt,  um  welche  das  Körpersystem 
sich  ebenfalls  bewegen  kann.  Denn  setzen  wir  die  Windung  von 
der  Amplitude  a'  um  die  eine  Kette  a  zusammen  mit  der  Win- 
dung von  der  Amplitude  ß'  um  die  andere  Kette  /S,  so  kann  die 
durch  beide  Windungen  erreichte  Position  auch  durch  eine  einzige 
Wendung  um  eine  Kette  y  erlangt  werden. 

Da  die  Amplituden  a',  ß\  und  somit  auch  ihr  Verhältniss 
willkürlich  ist,  so  ist  klar,  dass  die  Kette  /  ein  Individuum  einer 
einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  von  Ketten  angehören  muss. 
Das  somit  hier  auftretende  Problem  ist  nun  ganz  so  zu  behandeln, 
wie  das  analoge  in  der  Theorie  des  Einzelkörpei^s.  Wie  dort  geben 
wir  ihm  diese  concise  Fassung: 

Ball,  Mechanik.  33 
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^Es  sollen  die  Beziehungen  dreier  Schraubenketten  a,  /},  7 
untersucht  werden,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  wenn  einem 
System  starrer  Körper  der  Reihe  nach  Windungen  von  den  Am- 
plituden «',  ß\  y  um  diese  Ketten  ertheilt  werden,  es  nach  der 
dritten  Windung  dieselbe  Lage  einnimmt,  welche  es  vor  der  ersten 
besass." 

Dieses  Problem  wird  nun  ganz  einfach  auf  Grund  dessen  zu 
lösen  sein,  was  wir  für  einen  Einzelkörper  früher  fanden.  In  der 
That,  jedes  Element  des  Körpersystems  erhält  zwei  Windungen, 
um  a  und  um  ß,  welche  wir  in  bekannter  Weise  in  eine  einzige 
zusammensetzen,  die  um  eine  Schraube  /  des  Cylindroids  (a,  ß) 
stattfindet.  Es  giebt  also  für  jedes  Element  eine  dritte  Schraube 
Y  mit  zugehöriger  W'indungsamplitude;  sodass  in  der  That  eine 
neue  Schraubenkette  bestimmt  ist,  auch  hinsichtlich  ihrer  Ampli- 
tude, die  die  verlangte  Eigenschaft  besitzt. 

Ein  Körpersystem,  für  welches  Bewegungen  um  die  Ketten  er, 
ß  möglich  sind,  kann  daher  auch  um  y  bewegt  w^erden.  Und  es 
ist  nun  sofort  einleuchtend,  wie  man,  mit  der  grössten  Leichtigkeit, 
noch  unendlich  viele  Ketten  construiren  kann,  um  welche  ebenfalls 
Beweglichkeit  des  Körpersystems  vorhanden  ist. 

Wir  wollen  dies  näher  betrachten.  Es  seien  also  zunächst  die 
drei  Ketten  a,  /?,  y  vorhanden,  von  denen  wir  gefunden  haben, 
dass  für  sie  Beweglichkeit  des  Körpers  stattfindet.  Die  Schrauben, 
welche  eine  Kette  constituiren,  bezeichnen  wir  nach  der  Kette  und 
weisen  durch  einen  Index  auf  das  zugehörige  Element  des  Körper- 
systems hin.  Es  ist  daher  ax  die  Schraube,  um  welche  sich  das 
A-te  Element  des  Systems  bewegt  bei  einer  Windung  um  die  Kette 
a,  Ist  nun  d  eine  vierte  Kette,  welche  demselben  System  ange- 
hört, wie  a,  /?,  y,  so  müssen  offenbar  die  Schrauben  a,,  jS,,  y,,  rf, 
auf  einem  Cylindroid  liegen,  ebenso  Cg,  /?,,  y,,  ä^  u.  s.  w.  über- 
haupt a^,  ßj^,  y^,  dj^  cocylindroidal  sein.    Die  beiden  ersten  Ketten 

a,  ß  bestimmen  also  /x  Cylindroide  und  irgend  eine  Schraube  (X, 
irgend  einer  Kette  (T  des  ganzen  Kettensystems  liegt  auf  dem  Cylin- 
droid (a^,ß.). 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  das  Doppelverhältniss  von 
irgend  vier  zu  demselben  Körper  gehörigen  Schrauben  constant  ist, 
d.  h.  mit  anderen  Worten,  dass  alle  die  eben  gefundenen  /i  Cylin- 
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droide  einander  projectiv  sind.    Es  ist  also  zu  beweisen 

(f^ißjA)  =  (aJ.rA)  = '"  =  i^xßiyA)  =  •••  =  (s^^^ß^jj^)- 

Dieser  wichtige  Satz  lässt  sich  mit  durchaus  einfachen,  lediglich 
den  Fundamenten  unserer  Theorie  zu  entlehnenden  Mitteln  als 
richtig  darthun. 

Die  beiden  ersten  Ketten,  a  und  /9,  genügen  zur  Bestimmung 
der  IX  Cylindroide  («.,  /5.)  vollkommen.     Die  VVichtigkeit  des  zu 

beweisenden  Satzes  liegt  somit  ganz  wesentlich  darin,  dass  ver- 
möge seiner,  wenn  noch  eine  dritte  Kette  y  gegeben  ist,  jede  be- 
liebige andere  rein  geometrisch  construirt  werden  kann,  ohne  dass 
es  nothig  wäre,  die  Amplituden  a',  ß\  /  u.  s.  w.  zu  kennen;  was 
ohne  diesen  Satz  unerlässlich  wäre. 

Es  ist  nun  klar,  dass,  wenn  wir  auf  der  Fläche  («,,^,)  irgend 
eine  Schraube  d,  willkürlich  annehmen,  die  ganze  Kette  J,  d.  h. 
die  Reihe  der  Schrauben  J,,  J3,  . . .,  S^,  bestimmt  sein  wird,  und 
zwar  eindeutig.  Denn,  eine  Windung  um  rf,  können  wir  zerlegen 
in  zwei  solche  um  a,  und  ß^,  Die  Amplituden  dieser  Windungen 
sind  immer  in  bekannter  Weise  bestimmt.  Sie  bestimmen  aber 
dann  ihrerseits  mit  Hülfe  der  intermediären  Schrauben  die  zu  den 
Schrauben  a,,  ß^  gehörigen  Amplituden.  Setzen  wir  dann  die  so 
vollkommen  bestimmten  Windungen  um  «j,  ß^  zu  einer  einzigen 
zusammen,  so  erhalten  wir  in  der  Schraube  dieser  Windung  die 
Schraube  6^.  Von  6^  ausgehend,  gelangen  wir  dann  ganz  analog 
zu  J3,  von  dieser  zu  S^  und  so  weiter  fort  bis  zu  rf^.  Und  ganz 
ebenso  hätten  wir,  wenn  irgend  ein  anderes  Element  einer  Kette 
0,  etwa  J*,  gegeben  gewesen  wäre,  die  übrigen  Constituenten  der 
Kette  d  aus  dt  mit  Hülfe  des  Cylindroids  (a^,  ß^)  u.  s.  w.  gefunden. 

Es  erhellt  aus  den  eben  gegebenen  Darlegungen  zunächst,  dass 
irgend  zwei  der  ^  Cylindroide  in  solcher  Beziehung  zu  einander 
stehen,  dass  jeder  Schraube  des  einen  eine  und  nur  eine  des  an- 
dern entspricht.  Es  geht  das  zur  Genüge  aus  der  Art  und  Weise 
der  Construction  der  Schrauben  S  hervor.  Diese  ein -eindeutige 
Beziehung  je  zweier  solcher  Cylindroide  findet  ihren  allgemeinsten 
analytischen  Ausdruck  in  der  Gleichung 

atang^tangy+itang^-|-ctangy4-rf  =  0, 

wo  ^   der  Winkel    sein  möge,    den  eine  Schraube  auf  einem  der 

33* 
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betrachteten  Cylindroide,  etwa  auf  (aj,j9,)  mit  der  einen  Haupt- 
schraube macht,  während  (p  für  die  correspondirende  Schraube  d^ 
anderen  Cylindroids,  etwa  (a.^,  j9,)  die  ganz  analoge  Bedeutung 
haben  soll.  Dabei  ist  bedacht,  davss  die  beiden  Schrauben  auf  ihren 
respectiven  Flächen  direct  durch  tang^  bezw.  tang^)  gegeben  sind. 
Sind  nun  ^,,  ^.^,  v^^,  &^  die  definirenden  Winkel  von  vier 
Schrauben  auf  dem  ersten  Cylindroid,  so  ist  das  Doppelverhältniss 
derselben 

sin(;!^,— ;>Jsin(;>,— ^,)  ' 
und  es  wird  dasselbe  gleichen  Werth  haben  mit 

sin(9?,— yJsiuCy,  — (/J  ' 

eben  weil  die  Winkel  ^,  (p  durch  eine  ein-eindeutige  Relation  mit 
einander  verbunden  sind.  Was  wir  hier  fiir  das  erste  und  zweite 
Cylindroid  gezeigt  haben,  gilt  ganz  ebenso  fiir  irgend  zwei  andere, 
wie  aus  der  obigen  Betrachtung  bei  Construction  der  Kette  S  her- 
vorgeht.    Der  aufgestellte  Satz  ist  somit  bewiesen. 

„Sind  a,  ß  zwei  Schraubenketten,  fiir  welche  beide 
ein  System  starrer  Körper  Beweglichkeit  besitzt,  so  sind 
je  zwei  Glieder  der  Reihe  der  jW  Cylindroide  (a,,/?,),  (a^.ß^), 
.  .  .,  (a^,  ß^)  einander  projectiv." 

Damit  ist  nun  die  Möglichkeit  einer  rein  geometrischen  Con- 
struction noch  unendlich  vieler  Schraubenketten  gegeben,  fiir  die 
das  gegebene  Körpersystem  ebenfalls  Beweglichkeit  besitzt. 

Denn  wenn  die  drei  ersten  Ketten  a,  ß,  y  gegeben  sind,  so 
nehmen  wir  z.B.  auf  dem  ersten  Cylindroid  (0,, /?,)  die  drei 
Schrauben  a,,  /?,,  y,  und  auf  dem  A-ten  Cylindroid  die  drei  Schrau- 
ben tt^,  /9^,  y^;  dann  ist  zu  jeder  Schraube  ^^  des  ersten  Cylin- 
droids eine  und  nur  eine  d^  auf  dem  A-ten  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

(«n  ßi^  Xn  <^i)  =  («A'  ßx^  yx^  *a) 
und  X  hat  in  beliebiger  Reihenfolge  die  Werthe  2,  3,  ...,  fi. 
Hiermit  sind   allerdings  die  Schrauben  rf^,   also   die  Kette  J, 

zunächst  nur  geometrisch  gefunden.     Es  erübrigt  noch,  die  zu  je- 
dem d^  gehörende  Windungsamplitude  anzugeben.     Dabei  handelt 
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es  sich  offenbar  wieder  nur  darum,  die  relativen  Werthe  dieser 
Amplituden  zu  kennen,  sodass  eine  derselben  willkürlich  ange- 
nommen werden  kann.  Diese  relativen  Werthe  lassen  sich  nun 
mit  Hülfe  der  oben  eingeführten  intermediären  Schrauben  leicht 
bestimmen. 

Um  dies  zu  zeigen  beweisen  wir  zunächst,  dass  je  drei  auf- 
einander folgende  intermediäre  Schrauben  cocylindroidal  sind,  also 
z.  B.  die  drei  Schrauben,  die  eingeschaltet  sind  resp.  zwischen  «,, 
^'i'i  ßi^  ßi'^  Yii  y»-  ^^  der  That,  es  können  immer  drei  Windungen 
um  die  Ketten  a,  ß,  y  so  gefunden  werden,  dass  sie  zusammen 
äquivalent  Null  sind.  In  diesem  Falle  müssen  dann  auch  die 
Windungen  um  die  Schrauben  «j,  ß^^  y,  und  a^,  ß^,  y.j  je  zusam- 
men äquivalent  Null  sein.  Und  wenn  wir  nun  diese  sechs  Win- 
dungen irgendwie  zusammensetzen,  so  wird  sich  ebenfalls  die  Re- 
sultirende  Null  ergeben.  Aber  diese  sechs  Windungen  können  zu 
je  zw^eien  in  eine  um  die  betr.  intermediäre  Schraube  zusammen- 
gesetzt werden,  nämlich  diejenigen  um  a^  und  a.^  in  eine  um  die 
intermediäre  Schraube  0,^,    diejenigen  um  /?,,  ß.^  in  eine  um  /?,2, 

die  um  Yv  Xa  ^^  ^^"®  ^^  /la-  D^®  Windungen  um  a,,,  ftj,  Y12 
müssen  dann  auch  zusammen  äquivalent  Null  sein,  d.  h.  die  Schrau- 
ben ff,  3,  |5j2,  y,j  sind,  wie  behauptet,  cocylindroidal. 

Es  tritt  also  zu  der  Reihe  von  Cylindroiden  der  eigentlichen 
Schrauben  der  Ketten  noch  eine  Reihe  von  solchen  Flächen,  welche 
von  den  intermediären  Schrauben  gebildet  werden,  und  die  wir 
daher  zur  Abkürzung  auch  einfach  als  intermediäre  Cylindroide 
bezeichnen  werden. 

Wenn  nun  von  der  Kette  S  das  erste  Element  <Jj  gegeben  ist, 
so  ist  es  aus  dem  bisherigen  vollkommen  klar,  dass  damit  sowohl 
die  zwischen  J,  und  J,  eingeschaltete  Schraube  tfj,,  sowie  über- 
haupt alle  anderen  Elemente  der  Kette,  und  auch  die  entsprechen- 
den intermediären  Schrauben  gegeben  sind,  und  zwar  in  eindeu- 
tiger Weise. 

Die  Kette  ö  ist  aber  ebenfalls  in  eindeutiger  Weise  bestimmt, 
w^enn  nur  das  erste  intermediäre  Element  ä^^  gegeben  ist.  In  der 
That,  nehmen  wir  an,  dieses  intermediäre  Element  gehöre  sowohl 
zu  einer  Kette  J(J,,  J^,, ...),  wie  auch  zu  einer  Kette  (J'C^'j,  <^!.,  ...)• 
Dann  sind  sowohl  rf,,   J,.^,  J^,,   als  auch  Jj,  rf^g,  6[^  cocylindroidal. 
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Zerlegen  wir   nun  eine   beliebige  Windung  von  der  Amplitude  ^ 
um  rf,2   in  Coraponentcn  in  Bezug  J,,  d^\    und  eine  Windung  von 
der  Amplitude  — ^  um  dieselbe  Schraube  rf,,  in  Componenten  um 
rf*,,  <r, .     Diese  vier  Componenten  müssen  dann  zusammen  äquiva- 
lent Null   sein,   da  ihre  Resultanten   in   dieser  Beziehung  stehen. 
Aber   die   beiden   ersten  Schrauben  rf,,    S\   liegen  auf  dem  ersten 
('ylindroid  der  ganzen  Reihe  solcher  Flächen,  welche  zu  den  Ketten 
gehören,   um  die  das  Körpersystem  Beweglichkeit  besitzt.     Daher 
werden   sich   die  Windungen   um   cJ,   und  ö[    zusammensetzen   zu 
einer  solchen  um  eine  Schraube  dieses  Cylindroids.     Analog  setzen 
sich   die  Windungen   um  d^  und  S*^  zusammen  zu  einer  um  eine 
Schraube  des  zweiten  Cylindroids.    Die  so  erhaltenen  beiden  Win- 
dungen müssen   sich  aber  nun  wieder  neutralisiren.     Sie  müssen 
daher  um  eine  und  dieselbe  Schraube  stattfinden,  mit  entgegenge- 
setzt gleichen  Amplituden.     Die  zum  ersten  und  zweiten  Element 
des  Körpersystems    gehörenden  Cylindroide   müssen    daher,    damit 
dies  Ergebniss  möglich  sei,    eine  gemeinsame  Schraube  enthalten. 
Dies  wird  aber  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  sein.     Daher  wird 
auch  im   Allgemeinen   die  Kette  6  durch    die   erste   intermediäre 
Schraube  eindeutig  bestimmt  sein,  wie  wir  behaupteten.     Die  spe- 
ciellen  Fälle,  in  denen  dies  nicht  der  Fall  ist,  scheinen  ohne  eigent- 
liches mechanisches  Interesse  zu  sein. 

Die  Beziehung  zwischen  den  intermediären  Cylindroiden  zu 
den  primären,  d.  h.  den  einzelnen  Elementen  des  Körpersystems 
direct  zugeordneten  Cylindroiden  ist  somit  ebenfalls  eine  ein- ein- 
deutige.   Die  intermediären  Cylindroide  sind  den  primären  projectiv. 

Mit  diesem  letzten  Ergebniss  haben  wir  nun  einen  vollstän- 
digen Einblick  in  die  kinematischen  Verhältnisse  eines  Körpersy- 
stems mit  Freiheit  zweiten  Grades  gewonnen.  Es  erscheint  zweck- 
mässig,  die   gesammten  Resultate  noch  einmal  zusammenzufassen. 

„Eine  kleine  Lagenveränderung  eines  Systems  starrer 
Körper  ist  immer  darstellbar  als  eine  Windung  um  eine 
Schraubenkette.  Besitzt  ein  solches  System  Beweglich- 
keit um  zwei  Schraubenketten,  so  ist  es  noch  um  unend- 
lich viele  Ketten  beweglich,  die  alle  aus  jenen  beiden 
ersten  herleitbar  sind.  Das  System  hat  dann  Freiheit 
zweiten  Grades.    Irgend  eine  dritte  hierher  gehörige  Kette 
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wird  gefunden  durch  Zusammensetzung  einer  Windung 
um  die  erste  mit  einer  Windung  um  die  zweite  Kette. 
Wenn  nun  drei  Ketten  gefunden  sind,  um  welche  Be- 
weglichkeit des  Körpersystems  stattfindet,  so  ist  jede 
weitere  leicht  rein  geometrisch  zu  bestimmen.  Bei  Be- 
wegung um  jede  der  drei  vorhandenen  Ketten  erfährt 
jedes  Element  des  Körpersystems  eine  Windung  um  eine 
Schraube.  Die  drei  so  einem  jeden  Elemente  zugeordne- 
ten Schrauben  sind  cocylindroidal,  sodass  also  genau 
cbensoviele  dieser  Cylindroide  vorhanden  sind,  als  das 
Körpersystem  Elemente  enthält.  Es  giebt  also,  wenn  das 
System  aus  fx  Körpern  besteht,  fi  solcher  Cylindroide, 
welche  wir  als  die  primären  bezeichnen.  Nun  liegt  aber 
zwischen  je  zwei  benachbarten  Schrauben  einer  Kette 
eine  dritte  Schraube,  die  intermediäre,  mit  deren  Hülfe 
das  Verhältniss  der  Amplituden  der  Windungen  um  die 
beiden  die  in ter med iäreeinschliesseuden  primären  Schrau- 
ben der  Kette  bestimmt  wird.  In  jeder  von  drei  Ketten, 
um  die  ein  Körpersystem  Beweglichkeit  besitzt,  liegt 
also  zwischen  je  zwei  homologen,  d.  h.  in  jeder  Kette 
zu  denselben  Elementen  gehörigen,  primären  Schrauben 
eine  intermediäre.  Diese  drei  homologen  intermediären 
Schrauben  sind  ebenfalls  cocylindroidal.  Da  die  Anzahl 
der  intermediären  Schrauben  einer  Kette,  um  die  ein  jw- 
elementiges  Körpersystem  beweglich  ist,  ^ — 1  ist,  so  giebt 
es  also  fi — 1  intermediäre  Cylindroide.  Um  nun  aus  den 
drei  bis  jetzt  vorliegenden  Ketten  eine  weitere  abzuleiten, 
um  die  das  Körpersystem  ebenfalls  beweglich  ist^  ist  es 
nur  nöthig,  auf  irgend  einem  dreier  2fi — 1  Cylindroide, 
auf  deren  jedem  also  drei  Schrauben  bekannt  sind,  eine 
vierte  beliebig  anzunehmen.  Die  so  erhaltenen  vier 
Schrauben  besitzen  dann  ein  bestimmtes  Doppelverhält- 
niss  A.  Wenn  wir  nun  auf  jedem  der  übrigen  2/i — 2 
Cylindroiden  zu  den  dort  bekannten  drei  Schrauben 
eine  vierte  so  construiren,  dass  das  neue  Quadrupel  von 
Schrauben  ebenfalls  das  Doppelverhältniss  X  besitzt,  so 
constituirt    die    Gesammtheit    der    so    erhaltenen    2fi — 1 
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Schrauben  eine  neue  Kette  der  verlangten  Art,  nämlich 
(Ä  primäre  und  fi — 1  intermediäre  Schrauben.  Um  alle 
in  dieser  Weise  construirten  Ketten  wird  das  um  die 
ursprünglich  gegebenen  zwei  Ketten  bewegliche  System 
ebenfalls  Beweglichkeit  besitzen.  Und  wenn  es  nicht  noch 
in  anderer  Weise  zu  construirende  Ketten  gleichen  Cha- 
racters  giebt,  so  besitzt  das  Körpersystem  in  der  That 
nur  Freiheit  zweiten  Grades." 

§7- 

Wenn  ein  System  starrer  Körper  um  drei  Ketten  beweglich 
ist,  welche  unabhängig  von  einander  sind,  also  nicht  in  der  im 
vorigen  Paragraphen  betrachteten  Beziehung  stehen,  so  ist  es 
wiederum,  um  noch  eine  unendliche  Anzahl  von  Ketten  beweglich. 

Je  drei  homologe  Schrauben,  aus  je  einer  der  gegebenen  drei 
Ketten  eine,  bestimmen  ein  Schraubensystem  dritter  Stufe.  Wenn 
wir  nun  dem  Körpersystem  um  jede  drei  gegebenen  Ketten  eine 
Windung  ertheilen,  so  werden  sich  diese  drei  W^indungen  zusammen- 
setzen in  eine  vierte,  die  ebenfalls  um  eine  Kette  stattfindet.  Jede 
Schraube  dieser  Kette  gehört  nun  zu  dem  Schraubensystem  dritter 
Stufe,  welches  bestimmt  wird  von  den  drei  ihr  homologen  Schrauben 
der  ursprünglich  gegebenen  drei  Ketten. 

Dies  ist  für  die  primären  Schrauben  unmittelbar  einleuchtend. 
Aber  der  entsprechende  Nachweis  für  die  intermediären  Schrauben 
bietet  auch  keine  Schwierigkeit.  In  der  That,  wenn  aus  den  drei 
ursprünglich  gegebenen  Ketten  eine  vierte  abgeleitet  ist,  so  ist  es 
immer  möglich,  vier  Windungen  um  diese  Ketten  so  zu  bestimmen, 
dass  sie  einander  neutralisiren.  Betrachten  wir  dann  das  erste 
Element  des  Körpersystems,  so  erhält  es  vier  W^indungen  (um 
vier  Schrauben),  die  zusammen  aequivalent  Null  sind.  Ganz  das- 
selbe gilt  von  dem  zweiten  Element  des  Systems.  Diese  acht 
Windungen  müssen  daher  immer  zusammen  aequivalent  Null  sein. 
Sie  reduciren  sich  aber  auf  vier  Windungen,  nämlich  in  jeder  der 
vier  Ketten  auf  eine  Windung  um  die  erste  intermediäre  Schraube. 
Da  nun  diese  vier  Windungen  unter  allen  Umständen  einander 
neutralisiren  sollen,  so  müssen  die  Schrauben,  um  welche  sie  statt- 
finden,   einem  System   dritter  Stufe  angehören.     Wir  haben  also 
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hier  zunächst  vier  Schraubenketten  gefunden,  so  beschaffen,  dass 
je  vier  homologe  Glieder  einem  Schraubensystem  dritter  Stufe  an- 
gehören. Und  wenn  das  Körpei-system  jw-elementig  ist,  so  haben  wir 
wieder  f-i  primäre  und  fi — 1  intermediäre  Schraubensysteme  dritter 
Stufe. 

In  jedem  dieser  2jW — 1  Systeme  haben  wir  ein  Quadrupel 
von  Schrauben  gegeben,  der  Art,  dass  die  Elemente  irgend  zweier 
solcher  Quadrupel  einander  ein-eindeutig  entsprechen.  Es  ist  dem- 
nach leicht,  zu  jedem  solcher  Quadrupel  von  Schrauben  in  jedem 
der  2fi — 1  Systeme  noch  beliebig  viele  fünfte  Schrauben  zu  con- 
struiren,  wenn  in  einem  dieser  Systeme  eine  fünfte  Schraube  will- 
kürlich angenommen  wird. 

Die  Construction  kann  ausserordentlich  einfach  mit  Hülfe  der 
im  vorigen  Kapitel  betrachteten  graphischen  Darstellung  der 
Schraubensysteme  dritter  Stufe  geführt  werden.  In  dieser  Dar- 
stellung wird,  wie  a.  a.  0.  gezeigt,  jedes  System  dritter  Stufe  ab- 
gebildet, in  ein  ebenes  Punktsystem  oder  ein  Punktfeld.  Die  ein- 
eindeutige Correlation  zweier  Punktfelder  ist  aber  festgelegt,  wenn 
zwei  Quadrupel  entsprechender  Punkte,  in  jedem  Felde  eins,  ge- 
geben sind.  Sind  nämlich  im  ersten  Felde  gegeben  die  vier  Punkte 
a,  6,  c,  d,  denen  im  zweiten  die  vier  Punkte  a\  b\  c\  d!  ent- 
sprechen, so  findet  sich  der  einem  Punkte  a  entsprechende  Punkt 
x'  80.  Man  construire  zu  dem  Strahlenbüschel  a{bcdx)  des  ersten 
Feldes  den -Büschel  a^(b'c*d\v')  im  zweiten  Felde  auf  Grund  der, 
wegen  der  ein-eindeutigen  Verwandtschaft  beider  Felder,  bestehen- 
den Beziehung 

a(bcdx)  =  aXb'c'd'a'% 

und  ganz  analog  den  Büschel  b'(c^x^dx'\  so  dass 

b{acdx)  =  bXa'c'd'a'). 

Der  Schnittpunkt  der  Strahlen  a'j;'  und  6V  ist  alsdann  der  ge- 
suchte Punkt  .r'. 

Man  sieht,  wie  diese  Construction  unmittelbar  zu  verwenden 
ist  zur  Lösung  des  Problems,  um  welches  es  sich  in  diesen  Para- 
graphen handelt. 

Wir  können  nun  folgenden  Satz  aufstellen: 

„Wenn  jedes  Quintrupel  homologer  Glieder  von  fünf 
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Schraubenketten  einem  Schraubensystem  dritter  Stufe 
angehört,  und  wenn  je  zwei  dieser  Quintrupel  in  ein- 
cindeutiger  Beziehung  zu  einander  stehen,  so  wird  ein 
System  starrer  Körper,  welches  um  vier  dieser  Schrauben- 
ketten beweglich  ist,  auch  in  Bezug  auf  die  fünfte  Be- 
weglichkeit besitzen." 

In  der  That,  sei  e  die  fünfte  Kette.  Wenn  die  Schraube  €^ 
willkürlich  gewählt  wird  auf  dem  durch  a, ,  /?, ,  y,  definirten 
Schraubensystem  dritter  Stufe,  (dem  also  auch  S^  angehört),  dann 
kann  eine  Windung  um  e^  immer  zerlegt  werden  in  drei  W^indun- 
gen  um  a,,  j?,,  y,.  Mit  Hülfe  der  intermediären  Schrauben  lassen  sich 
aus  diesen  drei  Windungen  die  Amplituden  aller  andern  in  den 
Ketten  a,  j5,  y  auftretenden  Windungen  bestimmen.  Und  w^enu 
wir  dann  jedes  Tripel  homologer  Windungen  von  a,  p?,  y  zusammen- 
setzen, so  wird  die  Reihe  aller  so  erhaltenen  Resultirenden  die 
Kette  €  constituiren.  Es  ist  also  thatsächlich  aus  £,  unter  den 
angegebenen  Voraussetzungen  die  fünfte  Kette  so  zu  bestimmen 
gewesen,  da^s  das  Körpersystera  um  sie  Beweglichkeit  besitzt. 
Dabei  ist  es  offenbar  irrelevant,  dass  wir  die  gegebene  Schraube 
€  mit  dem  Index  1  versahen,  da  jedes  Glied  der  Kette  e  als  erstes 
angesehen  werden  kann. 

Wäre  die  gegebene  Schraube  eine  intermediäre  etwa  £,g  ge- 
wesen, so  würde,  wie  im  vorigen  Paragraphen,  sich  zeigen  lassen, 
dass  aus  f,,  im  Allgemeinen  ebenfalls  die  Kette  e  eindeutig  zu 
bestimmen  ist.  Wenn  es  zwei  Ketten  e,  e'  gäbe,  zu  deren  jeder 
f,3  als  intermediäre  Schraube  gehörte,  so  müssten  wieder  die  beiden 
primären  Schraubensysteme  dritter  Stufe,  zu  denen  e^  und  f,  ge- 
hören, ein  Element  gemein  haben,  was  aber  im  Allgemeinen  nicht 
der  Fall  ist. 

Wir  haben  also  in  dem  in  diesem  Paragraphen  Entwickelten 
die  Mittel  in  der  Hand,  beliebige  viele  Schraubenketten  zu  con- 
struiren,  um  welche  ein  System  starrer  Körper  Beweglichkeit  be- 
sitzt, wenn  es  um  drei  von  einander  unabhängige  Ketten  beweg- 
lich ist.  Wenn  es  nun  unmöglich  ist,  noch  andere  Schrauben- 
ketten anzugeben,  um  die  das  System  beweglich  ist,  ohne  dass  sie 
durch  obige  Construction  erlangt  wären,  so  besitzt  das  Körper- 
system Freiheit  dritter  Stufe. 
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Im  Uebrigen  ist  auf  Grund  der  allgemeinen  Untersuchungen 
im  Kapitel  XIX  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  irgend  eine  Schraube 
einer  der  hier  vorkommenden  Ketten  ein  Cylindroid  beschreibt  alle 
anderen  Glieder  dieser  Kette,  primäre  sowie  intermediäre,  eben- 
falls solche  Flächen  beschreiben. 

§8. 

In  ganz  analoger  Weise  gelangen  >vir  zu  einem  System  starrer 
Körper  mit  Freiheit  vierten  Grades,  wenn  wir  ein  solches  System 
betrachten,  welches  um  vier  von  einander  unabhängige  —  also 
nicht  in  der  Beziehung  des  §  7  stehende  —  Ketten  beweglich  ist. 
Die  homologen  Schrauben  in  diesen  vier  Ketten  erzeugen  Schrau- 
bensysteme vierter  Stufe.  Alle  diese  in  primären  und  /i — 1  inter- 
mediären Systeme  sind  einander  projectiv.  Danach  ist  die  Auf- 
findung weiterer  Ketten  einfach,  um  welche  das  um  die  vier  ur- 
sprünglich gegebenen  Ketten  Beweglichkeit  besitzt.  Die  Construc- 
tion  kann  mit  Hülfe  der  Abbildung  des  Schraubensystems  vierter 
Stufe  auf  ein  räumliches  Punktsystem  ausgeführt  werden.  Es  grün- 
det sich  dies  darauf,  dass  sowohl  die  Schraube  eines  Systems  vierter 
Stufe,  als  auch  der  Punkt  im  Räume  durch  vier  homogene  Coor- 
dinaten  bestimmt  wird.  Wenn  von  zwei  projectiven  räumlichen 
Punktsystemen  fünf  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben  sind, 
so  lässt  sich  zu  jedem  sechsten  Elemente  des  einen  das  entspre- 
chende des  anderen  linear  construiren.  Dies  gilt  nun  auch  in 
sinngemässer  Uebertragung  für  zwei  Schraubensysteme  vierter  Stufe, 
die  einander  projectiv  sind.  Aus  den  ursprünglich  gegebenen  vier 
Schraubenketten  wird  man  durch  beliebige  Composition  von  vier 
Windungen  zunächst  eine  fünfte  Kette  ableiten,  die  dann  in  allen 
ihren  Theilen  ja  auch  vollkommen  bestimmt  ist.  Damit  sind  aber 
auch  in  jedem  der  vorhandenen  Schraubensysteme  vierter  Stufe 
fünf  Elemente  gegeben,  die  einander,  von  System  zu  System,  ein- 
eindeutig entsprechen.  Wird  dann  in  irgend  einem  dieser  Systeme 
ein  sechstes  Element  angenommen,  so  sind  alle  diesem  homologen 
Elemente  der  anderen  Systeme,  also  eine  sechste  Kette,  nach  obi- 
gem zu  construiren. 

Wenn  zu  den  ursprünglich  gegebenen  vier  Ketten  «,  ß,  y,  d 
nicht  eine  primäre,  sondern   eine  intermediäre  Schraube  6,,   der 
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'  fünften  Kette  e  hinzugenommen  wird,  so  ist  durch  diese  6,3  die 
Kette  e  auch  vollkommen  bestimmt,  ganz  ebenso,  wie  dies  in  den 
vorher  betrachteten  Fällen  stattfand.  Den  Beweis  wollen  wir  liier 
in  einer  etwas  anderen  Form  als  früher  führen,  die  übrigens  auch 
auf  die  niedrigeren  Freiheitsgrade  anwendbar  ist,  wie  man  sehen 
wird.  Wir  können  nämlich  offenbar  eine  Windung  um  €^^  immer 
zerlegen  in  Componcnten  um  a,,,  j5,j,  7,3,  6^^.  Die  erste  dieser 
Componenten  ist  dann  wieder  zerlegbar  in  Bezug  auf  a^^  «,;  die 
zw^eite  in  Bezug  auf  ß^ ,  ß^  u.  s.  w.  Die  so  gewonnenen  W^indun- 
gen  um  «,,  j?j,  y,,  J,  setzen  sich  aber  zusammen  in  eine  einzige 
um  eine  Schraube  «,,  die  um  a,,  ß^,  y^^  <f,  in  eine  solche  um  €^, 
Und  diese  Schrauben  e,,  €.^  sind  diejenigen  Glieder  der  Kette  f, 
zu  denen  e^^  als  intermediäres  Glied  gehört.  Ganz  dieselbe  üeber- 
legung  führt  aber  zur  Kenntniss  von  £,,  fjt,  wenn  ea-  gegeben  ist. 

Auch  hier  bemerken  wir  wieder  auf  Grund  der  Untersfichun- 
gen  des  Kapitel  XIX,  dass,  wenn  irgend  ein  Glied  einer  der  hier 
betrachteten  Ketten  einem  System  2'®^  bezw.  3'"  Stufe,  die  in  dem 
betr.  System  4'"  Stufe  als  Theilsysteme  enthalten  sind,  angehört, 
jedes  andere  Glied  derselben  Kette  einem  gleichstufigen  Theilsystem 
angehört. 

Ein  System  starrer  Körper,  welches  nur  um  Ketten  beweglich 
ist  von  der  in  diesem  Paragraphen  festgestellten  Natur  ist  nun  ein 
solches,  von  dem  wir  sagen,  es  besitze  Freiheit  vierten  Grades. 

Wenn  ein  System  starrer  Körper  Beweglichkeit  besitzt  um 
fünf  von  einander  unabhängige  Schraubenketten,  die  also  so  be- 
schaffen sind,  dass  keine  derselben  zu  erlangen  ist  durch  Compo- 
sition  von  Windungen  um  die  vier  anderen,  so  wird  man,  ganz 
analog  w-ie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen,  zunächst  eine 
sechste  Schraubenkette  finden  können,  um  welche  das  Körpersy- 
stem ebenfalls  beweglich  ist.  Alle  die  jetzt  auftretenden  sechsglie- 
drigen  Gruppen  homologer  Schrauben  stehen  wieder  in  ein-eindeu- 
tiger  Beziehung  zu  einander.  Jede  dieser  Gruppen  gehört  nun 
einem  Schraubensystem  fünfter  Stufe  an.  Wenn  dann  in  irgend 
einer  dieser  Gruppen  eine  siebente  Schraube  beliebig  angenommen 
wird,   dann  siiid  die  entsprechenden  Elemente  in  allen  homologen 
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Gruppen  eindeutig  bestimmt.  Es  lassen  sich  somit  aus  den  fünf 
ursprünglich  gegebenen  Ketten  beliebig  viele  andere  herleiten.  Ein 
Körpersystem,  welches  nur  um  die  so  erlangten  Ketten,  und  um 
keine  anderen,  beweglich  ist,  besitzt  Freiheit  fünften  Grades.  Für 
die  Freiheit  vierten  Grades  lässt  sich  nun  allerdings  eine  den  vo- 
rigen analoge  Abbildungsmethode  nicht  in  Anwendung  bringen, 
wenn  man  nicht  von  der  vierfachen  Mannigfaltigkeit  der  Gesammt- 
heit  aller  Geraden  des  Raumes  Gebrauch  machen  will.  Indessen 
liegt  hier  auch  kein  Bedürfniss  zu  einer  Methode  dieser  Art  vor, 
da  die  Construction  am  Objecto  selber  in  sehr  einfacher  Weise  er- 
folgen kann.  Das  Schraubensystem  fünfter  Stufe,  bezw.  das  System 
seiner  Träger,  ist  ein  Strahlencomplex  vom  ersten  (Jrade.  Das 
geometrische  Problem,  um  welches  es  sich  also  hier  allein  handelt, 
ist  dasjenige,  zwei  projective  Strahlencomplexe  ersten  Grades  zu 
construiren  aus  sechs  Paaren  entsprechender  Strahlen;  eine  Auf- 
gabe, die  sich  den  bisher  behandelten  organisch  anschliesst. 

Die  Untersuchung  kann  hier  aber  auch  in  ganz  directem 
Anschluss  an  Kapitel  XIX  analytisch  durchgeführt  werden.  Wir 
haben  es  hier  mit  projectiven  Systemen  fünfter  Stufe  zu  thun.  Sei 
dann  tp  diejenige  Schraube  des  zweiten  dieser  Systeme,  welche  der 
Schraube  i>  des  ersten  Systems  entspricht.  Die  Beziehung  zwischen 
beiden  Schrauben  ist  dann  in  folgendem  Gleichungssystem  enthalten 

y,  =  (ll)^,-t-(i2)*,+(13)i^,+(14)*,+(15)*, 

y,  =  (31)^.+(32)i^,+(33)i^,-l-(34)^,+(35)^, 
<,,  =  (41)d^.+(42)^,+(43)^,+(44)*,-|-(45)^, 
<p,  =  (51)^,+(52)^,-h(53)^,+(54)^,+(55)*„ 

wobei  noch  zu  bemerken  ist,  dass  das  Fundamentalsystem,  auf 
welches  i>  bezogen  wird,  ganz  willkürlich  ist,  also  kein  coreci- 
prokes,  d.  i.  kein  Fundamentalsystem  im  engeren  Sinne  zu  sein 
braucht. 

Die  25  Coefficienten  dieser  Verwandtschaftsgleichungen  sind 
nun  noch  zu  bestimmen.  Nachdem  sie  bekannt  geworden  sein 
werden,  lässt  sich  dann  mit  Hülfe  obiger  Gleichungen  zu  jeder 
Schraube  ^  des  einen  Systems  die  entsprechende  Schraube  (f  des 
andern  angeben. 
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Ein  jedes  Paar  entsprechender  Schrauben  ^,  (p  giebt  nun  zu- 
nächst  fünf  Bestimmungsgleichungen  für  die  Coefficienten  (ti-).  In- 
dessen sind  nur  die  vier  Verhältnisse  dieser  Gleichungen  zu  einer 
unter  ihnen  zu  benutzen,  da  es  nur  auf  diese  ankommt,  weil  so- 
wohl jede  ^-Coordinate,  wie  jede  ^-Coordinate  eine  willkürliche 
Constante  als  Factor  enthalten  kann.  Sind  demnach  6  Paare  ent- 
sprechender Schrauben  gegeben,  so  wird  durch  diese  die  Verwandt- 
schaft der  Schrauben  if  zu  den  Schrauben  ^  vollkommen  bestimmt 
sein.  Denn  die  alsdann  bestehenden  24  Gleichungen  bestimmen 
die  Verhältnisse  der  25  Coefficienten  {ik)  vollkommen.  Und  auf 
diese  allein  kommt  es  an.  Denn  ein  etwaiger  gemeinsamer  Factor 
aller  (ih)  ändert  die  Verhältnisse  der  y-Coordinaten  zu  einander 
nicht.  Ist  auf  diese  Weise  die  Verwandtschaft  der  beiden  Schrau- 
bensysteme vollkommen  bestimmt,  so  wird  es  nun  wieder  möglich 
sein,  zu  jeder  in  einem  der  Systeme  gegebenen  siebenten  Schraube 
die  entsprechende  im  andern  zu  bestimmen.  In  ganz  analoger 
Weise  wird  man  dann  die  Beziehungen  zwischen  je  zwei  anderen 
der  2jic — 1  Systeme  fünfter  Stufe  festlegen  und  somit  überhaupt 
alle  Schraubenketten  construiren  können,  um  welche  ein  System 
starrer  Körper  beweglich  ist,  wenn  es  nur  die  fünf  ursprünglich 
gegebenen  Beweglichkeit  besitzt. 

§10. 

Wenn  wir  beachten,  dass  eine  Schraubenkette  auch  in  kine- 
matischer Beziehung  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  die  Ampli- 
tude der  Windung  um  das  erste  Element  der  Kette  gegeben  ist, 
so  werden  wir  ganz  naturgemäss  dazu  geführt,  an  die  Stelle  der 
bisher  nach  Kap.  XIX  behandelten  rein  geometrischen  Correspon- 
denz  zwischen  Schraubensystemen  eine  kinematische  Correspondenz 
zwischen  den  zugehörigen  Windungssystemen  zu  setzen. 

Es  wird  diese  Verwandtschaft  sich  also  so  gestalten,  dass  einer 
Windung  um  eine  Schraube  eines  Systems  w'*'"  Stufe  eine  Windung 
um  eine  Schraube  eines  anderen  Systems  w'«'  Stufe  entspricht,  und 
umgekehrt. 

Es  wird  für  diese  Correspondenz  dann  in  erster  Linie  der  Satz 
gelten,  dass,  wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Windungen  des  einen 
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Systems  zusammen  äquivalent  Null  sind,  auch  die  entsprechenden 
Windungen  des  anderen  Systems  sich  neutralisiren. 

In  der  That,  nehmen  wir  in  jedem  der  beiden  Systeme  n 
Coordinatenschrauben  an,  und  sei  %>  eine  Windung  des  einen,  (p 
die  entsprechende  des  andern  Systems.  Dann  wird  ^  sich  zerlegen 
lassen  in  die  n  Coraponenten  ^'^,  ^j,  . . .,  ^„;  und  es  werden  die 
analogen  n  Componenten  von  (p  mit  jenen  durch  Gleichungen  von 
der  Form  verbunden  sein 

<p,  =  (21)^,  +  (22)^,H h(2n)^„, 

•  •  •  • 

•  ■  •  ■ 

•  •  •  • 

Wenn  nun  in  dem  ^-System  die  Windungen  ^^^>,  t^(->,  ...,  iJ^^*> 
sich  neutralisiren,  so  hat  man 

Je  k  k 

^  vTi      =^  U,       .    .    . ,       ^  xTf       ^=  ü,       .    .    . ,       ^^  xTn     =  U, 

1  l  1 

WO  die  Summationen  sich  auf  den  oberen  Index  A  beziehen.  Man 
sieht  aber  sofort,  dass  dann  auch  die  entsprechenden  Gleichungen 
gelten 

1  1  1 

WO  natürlich  auch  nach  dem  Index  X  summirt  ist.  Der  angeführte 
Satz  ist  somit  bewiesen. 

Die  Verwandtschaftsgleichungen  zwischen  dem  y- System  und 
dem  vi- System  enthalten  n^  Coefficienten  (ik)^  die  sich  durch  die 
n'  linearen  Gleichungen  bestimmen,  welche  man  erhält,  wenn  die 
speciellen  Werthe  der  Componenten  von  n  Paaren  entsprechender 
Windungen  y,  ^  in  die  Verwandtschaftsgleichungen  eingeführt 
werden.  Es  ist  nämlich  offenbar,  dass  zur  Feststellung  einer  sol- 
chen kinematischen  Correspondenz  in  der  That  n  Paare  entspre- 
chender Elemente  der  beiden  Systeme  hinreichen.  Denn  hier 
kommen  die  Grössen  9)^  und  d-j^  selber,  und  nicht  nur  ihre  Ver- 
hältnisse in  Betracht.  Diese  Grössen  sind  bekanntlich  die  Schrau- 
bencoordinaten  multiplicirt  mit  den  resp.  Amplituden  der  Win- 
dungen um  (p  und  d: 
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Die  Zahl  der  zur  FestlegUDg  der  ein -eindeutigen  Beziehung 
zweier  Systeme  n'*'  Stufe  ist  also  um  eine  Einheit  kleiner,  wenn 
die  Systeme  als  Windungssysteme  aufgefässt,  als  wenn  sie  rein 
geometrisch  als  Schraubensysteme  betrachtet  werden. 

Die  weitere  Behandlung  der  Construction  zweier  solcher  Sy- 
steme wird  dann  allerdings  auch  einen  kinematischen  Character 
haben  müssen;  was  aber  für  die  Theorie  der  höheren  Freihoits- 
grade  eine  wesentliche  Vereinfachung  der  Untersuchung  mit  sich 
bringt. 

So  wollen  wir  die  Theorie  der  Freiheit  fünften  Grades  noch 
einmal  von  dem  jetzt  gewonnenen  Standpunkte  aus  betrachten. 
Die  projectiven  Systeme  fünfter  Stufe  betrachten  wir  jetzt  als 
Windungssysteme.  Die  Bezieliung  zweier  solchen  Systeme  ist  nach 
obigem  bestimmt  durch  fünf  Paare  entsprechender  Windungen.  Um 
nun  zu  einer  gegebenen  Windung  A  des  ersten  Systems  die  ent- 
sprechende X  des  zweiten  zu  construiren,  verfahren  wir  so.  Wir 
zerlegen  die  Windung  A  in  fünf  Componenten  in  Beziehung  auf 
die  fünf  Schrauben  der  gegebenen  Windungen  des  ei'sten  Systems. 
Die^s  ist  bei  Freiheit  fünften  Grades  immer  in  eindeutiger  W^eLse 
möglich.  WMr  erhalten  so  im  ersten  System  fünf  Windungen. 
Diesen  entsprechen  im  zweiten  System  in  eindeutiger  Weise  fünf 
andere  Windungen.  Und  deren  Resultante  wird  die  gesuchte  Win- 
dung X  sein. 

§11- 

In  der  Theorie  der  Freiheit  sechsten  Grades  werden  wir  zu- 
nächst auf  sechs  von  einander  unabhängige  Schraubenketten  ge- 
führt werden,  um  welche  das  Körpersystem  Beweglichkeit  besitzt. 
Homologe  Elemente  dieser  Ketten  werden  projective  Systeme  sech- 
ster Stufe  bilden.  Das  System  sechster  Stufe  ist  aber  die  6e- 
sammtheit  aller  Schrauben  des  Raumes.  Die  Projectivität,  um 
welche  es  sich  hier  handelt,  ist  also  diejenige,  welche  in  den  bei- 
den ersten  Paragraphen  von  Kapitel  XIX  behandelt  wurde.  Wenn 
irgend  zwei  siebengliedrige  Gruppen  homologer  Schrauben  gegeben 
sind,  so  kann  hier  zu  jeder  beliebigen  achten  Schraube,  die  man 
einer  der  Gruppen  hinzufügt,  die  entsprechende  für  die  andere 
Gruppe    construirt   werden.     Solche  siebengliedrige  Gruppen  sind 
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leicht  zu  erlangen,  wenn  man  bedenkt,  dass  jede  Windung  sich 
zerlegen  lässt  nach  sechs  beliebigen  Schrauben.  Hiernach  wird 
mau  immer  durch  Composition  von  sechs  Windungen  um  die  ur- 
sprünglich gegebenen  Ketten  eine  siebente  Kette  herleiten  können, 
wodurch  dann  die  siebengliedrigen  homologen  Gruppen  erhalten  sind. 

Die  Beweglichkeit  eines  Körpersystems  mit  Freiheit  sechster 
Stufe  hat  nun  den  Character,  dass  jedem  Element  des  Systems 
eine  Windung  um  jede  Schraube  des  Raumes  zwar  möglich  ist, 
dass  aber,  sobald  fär  ein  Element  eine  solche  Schraube  gegeben 
ist,  die  Schrauben,  um  welche  die  anderen  Elemente  des  Systems 
sich  bewegen,  eindeutig  gegeben  sind. 

Es  wird  übrigens  klar  sein,  dass  bei  der  Betrachtung  von 
Windungscorrespondenzen  diejenige  der  intermediären  Schrauben 
ausfällt.  In  der  That  waren  diese  letzteren  ja  auch  nur  zu  dem 
Zwecke  eingeführt  worden,  die  kinematische  Natur  der  früheren 
Untersuchungen  aufrecht  zu  erhalten,  die  im  üebrigen  mit  dem 
rein  geometrischen  Instrumente  der  projectiven  Schraubensysteme 
geführt  wurden. 

§12. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  eines  Systems  starrer 
Körper  mit  Freiheit  siebenten  Grades,  so  springen  uns  bemerkens- 
werthe  Unterschiede  gegen  die  Untersuchungen  der  vorhergehenden 
Paragraphen  in  die  Augen.  In  der  That,  nachdem  einmal  der 
Begriff  der  Schraubenkette  in  seinem  ganzen  kinematischen  Um- 
fange festgestellt  war,  konnte  die  Theorie  der  ersten  sechs  Frei- 
heitsgrade durch  einfache  analoge  Uebertragung  der  Ergebnisse  er- 
langt werden,  die  sich  für  den  Einzelkörper  gefunden  hatten. 

Ein  gleich  einfaches  Verfahren  wird  nun  hier  und  im  Folgeur 
den  nicht  mehr  möglich  sein,  da  es  für  die  höheren  Freiheitsgrade 
kein  Analogen  giebt  in  der  Theorie  des  Einzelkörpers,  insofern  als 
ein  solcher  nie  mehr  als  sechs  Freiheitsgrade  besitzt. 

Nehmen  wir  also  an,  es  seien  für  ein  System  starrer  Körper 
sieben  Ketten  der  Art  gefunden,  dass  keine  einzige  derselben  aus  den 
sechs  übrigen  durch  Composition  entsprechender  Windungen  abge- 
leitet werden  kann.  Das  Körpersystem  wird  dann  Freiheit  siebenten 
Grades  besitzen,   wenn  auch  nicht  eine  weitere  Kette  existirt,  die 
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von  diesen  sieben  gegebenen  unabhängig  ist.  Wir  wollen  nun  zu- 
sehen, welchen  Character  das  ganze  System  von  Ketten  besitzt 
welches  aus  den  gegebenen  sieben  Ketten  sich  ableiten  lässt. 

Die  sieben  Ketten,  um  welche  Beweglichkeit  des  Körpersystems 
vorhanden  ist,  bezeichnen  wir  mit  a,  /?,  y,  J,  «,  f,  ij.  Um  nun 
zu  einer  achten  Kette  zu  gelangen,  um  welche  das  Körpersystem 
ebenfalls  Windungen  ausführen  kann,  verfahren  wir  so.  Wir  neh- 
men eine  Schraube  ^,  ganz  beliebig  an.  Eine  Windung  um  diese 
wird  sich  immer  nach  irgend  sechs  der  sieben  Schrauben  a,,  ..., 
r]^  zerlegen  lassen;  also  z.  B.  nach  a,,  |5,,  /,,  <J,,  «,,  C,.  Denn  eine 
Windung  um  eine  Schraube  besitzt  ja  stets  Componenten  in  Bezug 
auf  irgend  welche  sechs  von  einander  unabhängige  Schrauben.  Die 
so  erhaltenen  Windungen  um  a,,  ß^,  y,,  J,,  €^,  Ci  bestimmen  nun 
nach  dem  in  diesem  Kapitel  eingeführten  Fundamentalbegriife  — 
eventuell  mit  Hülfe  intermediärer  Schrauben  —  die  sechs  Win- 
dungen um  die  Ketten  a,  ß,  /,  d,  €,  C-  Damit  sind  dann  auch 
die  Schrauben  a, ,  ß.^^  y^i  ^a»  ^»5  ^  ^^^  die  Windungen  um  diese 
bestimmt.  Componiren  wir  wieder  die  letzterwähnten  sechs  Win- 
dungen, so  wird  hierdurch  die  Schraube  d-^  und  die  zugehörige 
Windung  bestimmt.  Es  ist  also  so  ein  zweites  Glied  der  Kette 
erhalten,  deren  erstes  die  Schraube  x^,  ist.  Und  es  ist  offenbar, 
dass  in  ganz  analoger  Weise  die  ferneren  Glieder  ^^ ,  . . . ,  ^^  zu 
finden  sind.  Wir  haben  also  auf  diese  Weise,  von  der  beliebig 
angenommenen  Schraube  ^,  ausgehend,  eine  Kette  ^  erlangt,  um 
welche  das  Körpersystem  jedenfalls  Beweglichkeit  besitzt. 

Indessen  ist  diese  neue  Kette  ^  offenbar  nicht  eindeutig  be- 
stimmt durch  ihr  erstes  Element.  Denn  wir  können  die  Windung 
um  x^,  auch  noch  in  Componenten  um  irgend  welche  anderen  sechs 
der  sieben  gegebenen  Schrauben  zerlegen;  etwa  nach  den  Schrauben 
ßii  /u  <^n  *i5  ^i>  Vi'  Dann  werden  wir,  analog  wie  oben  verfah- 
rend, zwar  auch  wieder  eine  Kette  erlangen,  um  welche  das  Kör- 
persystem beweglich  ist.  Das  erate  Glied  dieser  Kette  wird  zwar 
wieder  ^,  sein,  aber  die  ferneren  Glieder  werden  nicht  mit  ^j, 
^,,  etc.  zusammenfallen.  Wenn  nun  ^,  und  die  zugehörige  Win- 
dungsamplitude, sowie  auch  die  zu  der  Componente  um.a,  gehö- 
rige Amplitude  gegeben  ist,  so  werden  zwar  ^^ ,  ^,  u.  s.  w.  immer 
bestimmt  sein.     Aber   es   leuchtet  ein,    dass  diese  Schrauben  nur 
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als  Elemente  einfacher  Mannigfaltigkeiten  bestimmt  sind.  Diese 
einfachen  Mannigfaltigkeiten  von  Raumgeraden  sind  Regelflächen. 
Es  ist  also,  wenn  ^,  gegeben  ist,  ^,  nur  als  Erzeugende  einer 
solchen  Fläche,  nicht  als  Individuum,  bestimmt.  Ebenso  wird  ^, 
auf  einer  solchen  Fläche  liegen;  und  dasselbe  gilt  von  den  anderen 
Gliedern  der  Kette  ä: 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  alle  diese  Regelflächen  Cylin- 
droide  sind.  In  der  That,  wir  können  um  x^,  drei  Windungen  so 
annehmen,  dass  die  algebraische  Summe  ihrer  Amplituden  Null 
ist,  dass  diese  Windungen  sich  also  neutralisiren.  Die  erste  der- 
selben zerlegen  wir  nach  a,,  /S,,  y,,  <J,,  f,,  ij,;  die  zweite  nach  a,, 
^,,  y,,  rf,,  €,,  ij,  und  endlich  die  dritte  nach  a,,  j^,,  y,,  <J,,  €,,  f,. 
Wir  können  dann  bezüglich  der  drei  Windungen  um  ^^  noch  die 
weitere  Annahme  machen,  dass  die  beiden  Componenten  um  ij, 
zusammen  verschwinden.  Dann  ist  aber  erforderlich,  dass  auch 
die  Componenten  um  die  übrigen  sechs  Schrauben  «,,  . . .,  f,  ver- 
schwinden, denn  anders  ist  es  nicht  möglich,  dass  ihre  Resultante 
Null  sei,  was  doch  nothwendig  ist.  Da  somit  die  Amplituden  auf 
den  Fundamentalketten  verschwinden,  so  wird  das  gleiche  auch 
bei  den  abgeleiteten  Ketten  stattfinden.  Nun  haben  wir  aber,  ent- 
sprechend den  drei  um  ^,  angenommenen  Windungen  auch  drei 
verachiedene  Elemente  ^^ .  Die  Windungen  um  diese  drei  ä-^  sind 
nach  dem  eben  Gesagten  zusammen  äquivalent  Null,  woraus  folgt, 
dass  die  drei  Individuen  ^^  cocylindroidal  sind.  Dasselbe  gilt  dann 
auch  für  ^,,  . . .,  x)-^. 

Wenn  also  ein  Körpersystem  Beweglichkeit  um  sieben  von 
einander  unabhängige  Ketten  besitzt,  so  kann  bei  Construction  einer 
neuen  Kette,  für  die  das  gleiche  gelten  soll,  nicht  nur  das  erste 
Glied  ganz  willkürlich,  sondern  auch  das  zweite  als  irgend  eine 
Erzeugende  eines  gewissen  Cylindroids  ausgewählt  werden.  Dann 
ist  aber  die  Gesammtheit  aller  andern  Glieder  der  Kette  eindeutig 
bestimmt  und  nach  früherem  leicht  zu  construiren. 

§13. 

Aus  dem  Beispiel  des  vorigen  Paragraphen  ist  genugsam  zu 
ersehen,  wie,  zu  Freiheitsgraden  höherer  Ordnung  übergehend,  zu 
verfahren  sein   wird.     Wir  beschränken  uns  darauf,   einige  Resul- 

34»       • 
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täte  kurz  anzugeben,  deren  Beweis  nach  dem  Obigen  leicht  zu  er- 
gänzen ist. 

Ist  ein  System  starrer  Körper  um  acht  von  einander  unab- 
hängige Ketten  beweglich,  so  ist  bei  Construction  einer  neuen,  den 
kinematischen  Bedingungen  ebenfalls  genügenden,  Kette  deren  erstes 
Glied  ganz  willkürlich  wählbar,  während  das  zweite  nur  als  Ele- 
ment einer  zweifachen  Mannigfaltigkeit,  eines  Schraubensystems 
dritter  Stufe,  nicht  als  Individuum,  bestimmt  ist.  Analoges  gilt 
dann  für  die  ferneren  /x — 2  Glieder  der  Kette. 

Bei  der  Freiheit  zwölften  Grades  sind  bei  Construction  irgend 
einer  neuen,  dreizehnten,  Kette  deren  beide  ersten  Glieder  will- 
kürlich wählbar.     Die  ganze  übrige  Kette  ist  aber  dann  bestimmt. 

Besitzt  das  Körpersystem  Freiheit  dreizehnten  Grades,  ist  es 
also  um  dreizehn  von  einander  unabhängige  Ketten  beweglich,  so 
sind  bei  Constmction  einer  vierzehnten  Kette  deren  beide  ersten 
Glieder  willkürlich  zu  wählen,  während  das  dritte  nur  als  Erzeu- 
gende eines  gewissen  Cylindroids  bestimmt  ist. 

Allgemein  lässt  sich  folgendes  einsehen: 

Besitzt  ein  System  starrer  Körper  Beweglichkeit  um  6A+t 
von  einander  unabhängige  Schraubenketten,  so  können  bei  Con- 
struction jeder  neuen  Kette,  um  welche  das  System  ebenfalls  be- 
weglich ist,  deren  k  erste  Glieder  ganz  willkürlich  angenommen 
werden,  während  das  (^-+-1)*®  dann,  zwar  nicht  individuell,  aber 
als  Element  eines  Schraubensystems  (i-i-1)^®'  Stufe  bestimmt  ist. 
Die  fernere  Construction  der  neuen  Kette  ist  dann  nach  Früherem 
zu  erledigen. 

Dabei  sind  die  Zahlen  i,  k  kleiner  als  6  gedacht. 

Der  Satz  gilt  aber  auch,  wenn  *  =  6,  i  =  6,  oder  die  An- 
zahl der  urspiünglich  gegebenen  Ketten  eine  Zahl  von  der  Form 
6w  ist.  Diese  Form  entspricht  der  früheren,  wenn  in  jener  f  =  0 
gesetzt  wird.  Dann  ist  also  nach  Obigem  eine  neue  Kette  be- 
stimmt durch  willkürliche  Annahme  von  m  ersten  Gliedern  und 
Auswahl  des  (m-+-l)**°  Gliedes  aus  einem  Schraubensystem  (t'-l-l)**' 
d.  i.  erster  Stufe.     Das  heisst  aber  mit  andern  Worten: 

Ist  ein  System  starrer  Körper  um  &m  unabhängige  Ketten 
beweglich,  so  ist  die  (6m-f-l)*°  Kette  bestimmt,  wenn  ihre  m  ersten 
Glieder  willkürlich  angenommen  werden. 
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Einen  besonderen  Fall  dieses  allgemeinen  Satzes  hatten  wir 
bei  der  Freiheit  zwölften  Grades  gefunden. 

Aus  dem  allgemeinen,  für  die  Form  6k-\-i  des  Freiheitsgrades 
gegebenen,  Satze  lässt  sich  noch  insbesondere  ableiten: 

Besitzt  ein  ju- elementiges  System  starrer  Körper  Freiheit 
(6/i — 1)**°  Grades,  so  lässt  sich  zu  den  ursprünglich  gegebenen 
Ketten  eine  neue  Kette  immer  so  construiren,  dass  alle  Glieder 
derselben  willkürlich  ausgewählt  werden,  bis  auf  eines,  welches 
einer  gegebenen  Schraube  reciprok  sein  muss. 


Kapitel  XXIV. 
Dynamische  und  kinetische  Theorie  der  Schranbenketten. 

§1. 

Wenn  an  einem  System  starrer  Körper  von  der  Art,  wie  es  im 
§  1  des  vorigen  Kapitels  beschrieben  wurde,  beliebig  viele,  beliebig 
im  Räume  vertheilte  Kräfte  angreifen,  so  wird  die  Gesammtheit 
der  an  je  einem  der  Elemeq^e  des  Körpersystemes  wirkenden  Kräfte 
immer  eine  Dyname  auf  einer  Schraube  constituiren. 

Erinnern  wir  uns  nun  des  vollständigen  Entsprechens  zwischen 
Windungen  und  Dynamen,  so  lässt  sich  ohne  Wiederholung  der 
eingehenden  Betrachtungen  des  vorigen  Kapitels  sofort  sagen: 

Ein  Kräftesystem,  welches  auf  ein  beliebiges  System 
starrer  Körper  wirkt,  lässt  sich  immer  in  der  Normal- 
form einer  Dyname  auf  einer  Schraubenkette  darstellen. 

Die  Dyname  auf  einer  Kette  ist  bestimmt,  wenn  die  sämmt- 
lichen  jti  Glieder  der  Schraubenkette  und  die  Intensität  der  auf 
dem  ersten  Glied  der  Kette  wirkenden  Dyname  gegeben  ist. 

Die  intermediären  Schrauben  fungiren  hier  in  ganz  analoger 
Weise  wie  bei  den  kinematischen  Betrachtungen  des  vorigen  Ka- 
pitels. Mit  ihrer  Hülfe  werden  hier  die  Intensitäten  der  auf  den 
einzelnen  Gliedern   der  Kette  wirkenden  Dynamen  bestimmt,   so 
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wie  sie  dort  zur  Bestimmung  der  Amplituden  der  einzelnen  Win- 
dungen dienten. 

Es  wird  somit  einem  jeden  kinematischen  Ergebniss  aus  Ka- 
pitel XXIII  ein  dynamisches,  speciell  statisches  hier  entsprechen. 
Die  einzelnen  Sätze  sind  sofort  zu  übertragen,  wenn  wir  Dyname 
statt  Windung  und  Intensität  statt  Amplitude  setzen. 

§2. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es,  dass  der  Begriff  der  Recipro- 
cität  von  Schrauben  auch  auf  Schraubenketten  ausgedehnt  werden 
kann. 

Es  lässt  sich  in  der  That  folgender  Satz  aufstellen: 

„Sind  a,  ß  zwei  |U-gliedrige  Schraubenketten,  ent- 
sprechend einem  /x-elementigen  System  starrer  Körper, 
so  wird,  wenn  eine  Dyname  auf  a  keine  Arbeit  leistet  in 
Bezug  auf  eine  Windung  um  /?,  auch  umgekehrt  eine  Dy- 
name auf  ß  keine  Arbeit  leisten  in  Bezug  auf  eine  Win- 
dung um  a." 

Den  Begriff  der  Arbeit  einer  Dyname  auf  einer  Kette  in  Be- 
zug auf  eine  Windung  um  eine  Kette  definiren  wir  als  die  Summe 
der  Arbeiten,  welche  an  den  einzelnen  Elementen  des  bewegten 
Körpersystems  geleistet  werden.  Diese  Summe  wird  sich  also  zu- 
sammensetzen hier  aus  der  Arbeit  der  erjten  auf  a  wirkenden,  also 
auf  der  Schraube  a,,  wirkenden  Dyname  in  Bezug  auf  die  erste 
um  /S,  also  um  die  Schraube  ji?,,  stattfindenden  Windung;  und  der 
Arbeit  der  Dyname  auf  a,  in  Bezug  auf  die  Windung  um  j3, ,  etc. 
Der  arithmetische  Ausdruck  dieser  Arbeit  wird  also  unter  Anwen- 
dung der  bekannten  Bezeichnung  des  virtuellen  Coefficienten  zweier 
Schrauben  die  Form  haben 

wo  auch  für  die  Intensitäten  der  Dynamen  und  die  Amplituden 
der  Windungen  die  gebräuchlichen  Bezeichnungen  beibehalten  sind. 
Ist  also  a'i  die  Intensität  der  auf  der  Schraube  «,-  wirkenden 
Dyname,  ß'i  die  Amplitude  der  um  die  Schraube  ßi  stattfindenden 
Windungen;    analog   aj   die  Amplitude   der  um  a,  stattfindenden 
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Windung,  j9"  die  Intensität  der  auf  j^,-  wirkenden  Dyname,  so  ist 
offenbar 

denn  da  ja  die  Gesetze  für  die  Zusammensetzung  von  Windungen 
und  Dynamen  dieselben  sind,  so  werden  die  intermediären  Schrau- 
ben jedenfalls  für  zwei  consecutive  Amplituden  das  gleiche  Ver- 
hältniss  ergeben,  wie  für  zwei  consecutive  Intensitäten.  Aus  den 
durch  diese  Bemerkung  unmittelbar  erhaltenen  Verhältnissglei- 
chungen ergeben  sich  dann  die  obigen  sofort.  Aus  diesen  ergiebt 
sich  nun,  wenn  q  und  a  zwei  Constanten  sind,  dass  allgemein 

.    a'i  =  Qtt] 

ßi  =  <fßi  • 

W^ir  hatten  nun  die  Arbeit  der  Dyname  auf  a  in  Bezug  auf  die 
W^indung  um  ß  durch  Aa,ß  bezeichnet.  Es  wird  daher  die  Arbeit 
der  Dyname  auf  ß  in  Bezug  auf  die  Windung  um  a  bezeichnet 
werden  müssen  durch  Aß^a-  Dann  ist  aber  nach  den  zuletzt  er- 
haltenen Relationen 

Aß^a  =  Q(fAa,ß  =  C.Aa,ß, 

wo  c  eine  constante  Zahl  bedeutet.  Daraus  ergiebt  sich  sofort, 
dass  die  beiden  Grössen  Aa,ß  und  Aß^a  gleichzeitig  verschwinden 
müssen,  wodurch  der  an  die  Spitze  dieses  Paragraphen  gestellte 
Satz  bewiesen  ist. 

Die  Beziehung  der  Ketten  a,  ß  zu  einander  ist  also  ganz  ana- 
log derjenigen  zweier  reciproken  Schrauben.  Wir  nennen  daher 
auch  zwei  solche  Ketten  a,  ß  geradezu  reciproke  Ketten. 

§3. 

Aus  der  Definition  der  Schraubenkette  folgt,  dass  wir  in  der 
Theorie  der  Körpereysteme  Sätze  finden  müssen,  welche  zu  solchen 
aus  der  Theorie  des  Einzelkörpers  analog  sein  müssen.  So  ist 
namentlich  sofort  die  Richtigkeit  des  folgenden  Theorems  einleuch- 
tend: 

„Eine  Kette,   welche  reciprok  ist   zu  zweien  anderen 
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Ketten,  ist  reciprok  zu  jeder  dritten  aus  jenen  beiden  ab- 
leitbaren Kette." 

Da  ferner  eine  Schraubenkette  durch  Gfx — 1  Daten  bestimmt 
ist,  so  ist  klar,  dass  jedenfalls  eine  endliche  Anzahl  von  Ketten 
vorhanden  sein  muss,  die  reciprok  sind  zu  6]u — 1  gegebenen  Ketten. 
Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Zahl  die  Einheit  ist.  In  der  That, 
wenn  in  der  Gleichung 

Aa^ß  =  0 

des  vorigen  Paragraphen  die  Kette  ß  gegeben,  die  Kette  a  aber 
variabel  ist,  so  enthält  diese  Gleichung  6ju  homogene  Variabein  in 
linearer  Weise.  Wenn  wir  die  Coordinaten  der  Schraube  a,  der 
Kette  a  bezeichnen  durch 

«1,1,       «t\2,       ai,3,       «i,4,       «/,5,       «i,6, 

und  setzen 

^tl^       ^  .=  1,2,...,^ 

o.«/.*  —  «.;*,  i  =  ,,3 6 


80  wird  die  Gleichung 


die  Form  haben 


Aa^ß  =  0 


1  =  1,2,  ...,A« 
t  =  1,2 6 


also  eine  lineare  Gleichung  für  die  &fi — 1  Verhältnisse  der  6jii 
Variabein  a^,*  sein.  Daraus  folgt  nun  ohne  weiteres,  dass  diese 
Grössen  a,,*,  bezw.  ihre  Verhältnisse  eindeutig  bestimmt  sind, 
wenn  6jU — 1  solcher  Gleichungen  vorhanden,  d.  h.  wenn  6/x — 1 
Ketten  ß  gegeben  sind. 

„Es  giebt  immer  eine  eindeutig  bestimmte  Schrau- 
benkette, die  reciprok  ist  zu  6ju — 1  gegebenen  Schrau- 
benketten.** 

W^ie  man  sieht,  ist  dieser  Satz  die  Verallgemeinerung  des- 
jenigen, wonach  zu  fünf  Schrauben  immer  eine  eindeutig  bestimmte 
gemeinsame  Reciproke  gehört. 

§4. 

Auch  der  Begriff  der  Schraubencoordinaten  lässt  sich  zu  dem- 
jenigen von  Kettencoordinaten  erMveitern.  Denn  es  besteht  der  leicht 
zu  beweisende  Satz: 
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„Es  ist  stets  möglich,  die  Amplituden  von  6jU-f-l  Win- 
dungen um  6ju-+-l  gegebene  Schraubenketten  so  zu  be- 
stimmen, dass,  wenn  diese  Windungen  einem  System 
starrer  Körper  ertheilt  werden,  dasselbe  nach  der  letzten 
Windung  wieder  die  Lage  einnimmt,  die  es  vor  der  ersten 
Windung  besass." 

Zum  Beweise  theilen  wir  die  ganze  Reihe  der  gegebenen  6jit+l 
Ketten  in  zwei  Gruppen,  deren  erste  aus  irgend  zwei  beliebigen, 
a  und  j9,  der  gegebenen  Ketten  besteht,  während  die  andere  Gruppe 
6/ti  —  1  Ketten  enthält.  Da  nun  die  sämmtlichen  Bju-l-l  Win- 
dungen zusammen  äquivalent  Null  sein  sollen,  so  muss  die  Arbeit 
irgend  einer  Dyname  in  Bezug  auf  sie  Null  sein.  Als  diese  be- 
liebige Dyname  wählen  wir  diejenige,  welche  auf  jener  nach  §3 
eindeutig  bestimmten  Kette  ^  wirkt,  welche  reciprok  ist  zu  der 
zweiten  Gruppe  von  6fx — 1  Ketten.  Auf  Grund  dieser  Reciprocität 
ist  nun  die  Arbeit  der  Dyname  auf  ^  in  Bezug  auf  6fi — 1  Win- 
dungen schon  Null.  Es  muss  also  auch  noch  die  Arbeit  dieser 
Dyname  in  Bezug  auf  die  Windungen  um  a,  ß  verschwinden. 
Diese  Windungen  setzen  sich  aber  zusammen  in  eine  einzige  um 
eine  Schraube  y,  welche  dem  aus  a,  ß  ableitbaren  System  (a,  ß) 
angehört.     Damit  die  Arbeit 


»,r 


=  0 


) 


ist  nothwendig,  dass  y  reciprok  zu  ^.  Aber  es  kann  in  der  ein- 
fach unendlichen  Reihe  von  Ketten,  welche  das  System  (a,  j5)  bil- 
den, offenbar  nur  eine  einzige  geben,  welche  zu  einer  beliebig 
gegebenen  Kette  ■d'  reciprok  ist.  Wenn  zwei  Ketten  dieser  Eigen- 
schaft in  dem  System  (a,ß)  vorhanden  wären,  so  würde  nach  der 
Bemerkung  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  das  ganze  System 
reciprok  sein  zu  ^. 

Wenn  also  die  6jii-hl  gegebenen  Windungen  sich  neutrali- 
siren,  so  werden  zwei  beliebig  aus  deren  Gesammtheit  herausge- 
griffene sich  zusammensetzen  in  eine  einzige  um  eine  Schraube  /, 
die  durch  die  übrigen  6jU — 1  Ketten  bestimmt  ist,  wie  wir  gesehen 
haben.  Damit  ist  aber  das  Amplitudenverhältniss  dieser  beiden 
Windungen  bestimmt.  Denn  wir  brauchen  nur  irgend  ein  Cylin- 
droid  zu  nehmen,  welches  drei  homologe  Schrauben  der  Ketten  a. 
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ß,  Y  enthält,  so  ist  das  Sinusverhältniss  der  beiden  Winkel,  in 
welche  y  <len  Winkel  zwischen  a,  ß  theilt,  gleich  dem  in  Rede 
stehenden  Amplitudenverhältniss.  An  Stelle  von  a,  ß  können  wir 
nun  der  Reihe  nach  je  zwei  andere  der  6.« -Hl  Ketten  treten  lassen, 
und  kommen  dann  durch  analog&s  Verfahren  zur  Kenntniss  aller 
Amplitudenverhältnisse.  Damit  ist  dann  in  der  That  der  vorge- 
legte Satz  bewiesen. 

Jede  dieser  6ju+l  einander  neutralisirenden  Windungen  kann 
nun  als  Resultante  der  übrigen  6jU  betrachtet  werden,  wenn  wir 
noch  den  Sinn  ihrer  Amplitude  umkehren.  Denn  es  wird  alsdann 
die  eine  Windung  das  Körpersystem  offenbar  in  dieselbe  Position 
überführen,  wie  sie  durch  die  gemeinschaftliche  Ausführung  der 
andern  Gfn  Windungen  erreicht  wird. 

Die  Amplituden  der  letzteren  6,a  Windungen  nennen  wir  dann, 
wie  in  der  Theorie  des  Einzelkörpers  die  Componenten  oder  Coor- 
dinaten  der  sie  ersetzenden  einen  Windung. 

Und  es  ist  nun  auch  umgekehrt  klar,  dass  wir  jede  Windung 
um  eine  Kette  nach  6jU  beliebigen  Ketten  zerlegen  können.  Das 
gleiche  gilt,  bei  der  vollkommenen  Gleichförmigkeit  der  Gesetze  für 
die  Composition  von  Dynamen  und  Windungen,  auch  für  jede 
Dyname. 

Ist  die  Intensität  einer  Dyname  auf  der  Kette  ^  (oder  die 
Amplitude  einer  W^indung  um  ^)  der  Einheit  gleich,  so  nennen  wir 
ihre  Coordinaten  die  Coordinaten  der  Kette  ^.  Es  ist  dies  analog 
der  Einführung  der  Schraubencoordinaten.  Die  Anzahl  der  Ketten- 
coordinaten  ist  also  6jt*,  wenn  das  Körpersystem  /i4-elementig  ist. 
W^ir  bezeichnen  diese  Coordinaten  mit  ^,,  wo  der  Index  t  die 
Werthe  1,  2,  . . .,  6f.i  hat.  Die  Kettencoordinaten  sind  wieder  ho- 
mogene Coordinaten. 

§5. 

Wenn  ein  System  starrer  Körper  nur  Freiheit  n**"  Grades 
besitzt,  so  können  wir  offenbar  die  Betrachtungen  des  vorigen 
Paragraphen  wiederholen,  indem  wir  an  Stelle  der  Zahl  6,a  die 
Zahl  n  treten  lassen.  Dann  werden  also  n  Coordinaten  genügen 
zur  Darstellung  der  W^iudungen  oder  Dynamen,  welche  in  Bezug 
auf  ein   solches  System   auftreten,     und    ebenso    werden   n,   ho- 
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iDOgene,  Coordinaten  hinreichen,  eine  Kette  zu  definiren,  um  welche 
das  System  beweglich  ist. 

Wenn  die  n — 1  Verhältnisse  dieser  Coordinaten  gegeben  sind, 
so  ist  die  Kette  bestimmt,  und  allgemein,  wenn  die  Coordinaten 
einer  Kette  6fi  —  n  Bedingungsgleichungen  unterworfen  sind,  so  ist  um 
diese  Kette  ein  Körpersystem  mit  Freiheit  w^*"  Grades  beweglich, 
oder  —  wie  wir  in  Analogie  mit  der  Schraubentheorie  sagen  — 
die  Kette  gehört  einem  System  n^^  Stufe  an. 

Es  ist  nun  durch  Betrachtungen,  welche  jenen  des  Kapitel  VI 
§  4  vollkommen  enti^prechen,  leicht  zu  finden,  dass  zu  jedem 
Kettensystem  n'*'  Stufe  ein  System  (ßfi — w)*"  Stufe  zugeordnet  ist 
der  Art,  dass  jede  Kette  des  einen  Systems  jeder  Kette  des  andern 
Systems  reciprok  ist.  Jedes  dieser  Kettensysteme  heisst  das  Reci- 
procalsystem  des  anderen. 

Die  Reactionen  der  Widerstände,  welchen  ein  Körpersystem 
mit  Freiheit  w^*"  Grades  unterworfen  ist,  constituiren  eine  Dyname 
auf  einer  Kette  eines  Kettensystems  (6jU — w)*®^  Stufe,  dem  Reci- 
procalsystem  desjenigen,  welches  den  Freiheitsgrad  des  Körpersy- 
stems characterisirt.  Denn  da  jene  Widerstände  bei  keiner  mög- 
lichen Bewegung  des  Körpersystems  Arbeit  leisten  sollen,  so  muss 
offenbar  die  Dyname,  welche  sie  constituiren,  auf  einer  Kette  wir- 
ken, die  reciprok  ist  zu  allen  den  Ketten  der  möglichen  Bewe- 
gungen.    Diese  Kette  muss  also  dem  Reciprocalsystem  angehören. 

Soll  ein  System  starrer  Körper  mit  Freiheit  w'®^  Stufe  unter 
der  Einwirkung  einer  Dyname  auf  einer  Kette  im  Gleichgewicht 
bleiben,  so  darf  diese  Dyname  keine  Arbeit  leisten,  wenn  dem 
System  eine  kleine  mögliche  Verschiebung  ertheilt  wird.  Die  Dy- 
name muss  also  auf  einer  Kette  des  Reciprocalsystems  (ßfi  —  n)^^ 
Stufe  wirken. 

„Von  zwei  reciproken  Kettensystemen  ist  also  jedes 
der  Ort  einer  Dyname,  die  das  Gleichgewicht  eines  Sy- 
stems starrer  Körper  mit  Freiheit  der  Bewegung  um  die 
Elemente  des  andern  Kettensystems  nicht  stört." 

Dies  dürfte  der  allgemeinste  Satz  sein,  den  man  in  der  Theorie 
des  Gleichgewichts  kennt. 
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§6. 

Zur  Kinetik  übergehend,  bemerken  wir  zunächst,  dass  der 
Begriff  der  reducirten  Dyname  auch  in  die  Theorie  der  Systeme 
starrer  Körper  oder  Mechanismen  —  wie  wir  kürzer  sagen  wollen 
—  sich  übertragen  lässt. 

In  der  That,  ein  gegebener  ju-e1ementiger  Mechanismus  möge 
Freiheit  n**"  Grades  besitzen.  Aus  dem  zugehörigen  Ketteusystem 
n^^  Stufe  wählen  wir  n  Ketten  aus,  denen  wir  6]U — n  Ketten  des 
Reciprocalsystems  hinzufügen.  Dann  kann  irgend  eine  beliebige 
an  dem  Mechanismus  angreifende  Dyname  zerlegt  werden  in  Com- 
ponenten  nach  diesen  n-|-(6jit — n)  =  6ju  Ketten.  Aber  diejenigen 
Componenten,  welche  auf  den  6jU — n  Ketten  des  Reciprocalsystems 
angreifen,  werden  durch  die  Reaction  der  Widerstände  zerstört, 
während  die  n  anderen  Componenten  sich  zusammensetzen  werden 
zu  einer  Dyname  auf  einer  Kette  des  Kettensystems  n*^*^  Stufe, 
welches  die  Freiheit  des  vorgelegten  Mechanismus  definirt.  Wir 
haben  somit  in  der  That  den  Satz: 

„Jede  beliebige  auf  einen  Mechanismus  wirkende  Dy- 
name kann  äquivalent  ersetzt  werden  durch  eine  Dyname 
auf  einer  Kette  desjenigen  Kettensystems,  welches  die 
Freiheit  des  Mechanismus  characterisirt.^ 

Wir  werden  auch  hier  die  durch  diesen  Satz  definirte  Dyname 
als  die  reducirte  Dyname  bezeichnen. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  dem  kinetischen  Fundamentalproblem 
für  die  Mechanismen,  welches  also  so  zu  formuliren  ist: 

Ein  gegebener  Mechanismus  mit  Freiheit  n^"  Grades 
befindet  sich  in  einer  gegebenen  Lage  in  Ruhe.  Es  soll 
die  instantane  Bewegung  dieses  Mechanismus  angegeben 
werden,  welche  derselbe  annimmt,  wenn  beliebige  im- 
pulsive Kräfte  auf  ihn  einwirken. 

Zur  Lösung  des  Problems  werden  wir  zunächst  die  Impulsiv- 
dyname  ermitteln,  welche  von  den  gegebenen  Impulsen  constituirt 
wird.  Diese  Dyname  ersetzen  wir  alsdann  durch  die  reducirte 
Dyname,  die  also  auf  einer  Kette  ^  des  dem  Mechanismus  zuge- 
hörigen Kettensystema  7t*"  Stufe  wirkt.  Diese  reducirte  Impulsiv- 
dyname   wird    nun   dem   Mechanismus   eine  instantane   Bewegung 
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ertheilen.  Diese  kann  nichts  anderes  sein,  als  eine  Windung  um 
eine  Kette,  und  zwar  um  eine  Kette  a  des  erwähnten  Systems 
w'«'  Stufe.  Wir  haben  somit  eine  instantane  Kette  a  entspre- 
chend der  impulsiven  Kette  d".  Ganz  ebenso  werden  anderen 
impulsiven  Ketten,  9>,  ip,  . ,  .^  etc.  instantane  Ketten  /?,  /,...,  etc. 
entsprechen. 

Diese  Correspondenz  zwischen  impulsiven  und  instantanen 
Ketten  ist  nun  eine  ein-eindeutige.  Wir  wollen  zunächst  zeigen, 
dass  zu  einer  impulsiven  Kette  ^  immer  nur  eine  instantane  a 
gehört.  Denn  nehmen  wir  an,  es  fanden  sich  zu  einer  d-  zwei 
instantane  Ketten,  a  und  a'.  Dann  könnten  wir  dem  Mechanis- 
mus offenbar  zuerst  einen  Impuls  auf  ^  ertheilen,  von  der  Inten- 
sität A,  und  denselben  um  a  bewegen;  und  nachher  einen  zweiten 
Impuls,  ebenfalls  auf  ^,  wirken  lassen,  von  der  Intensität  — A, 
und  den  Mechanismus  um  a'  bewegen.  Die  beiden  Dynamen  auf 
^  heben  einander  nun  auf,  die  beiden  Windungen  aber  jedenfalls 
nicht,  solange  sie  um  verschiedene  Ketten  stattfinden.  Wir  würden 
also,  wenn  der  impulsiven  Kette  ^  zwei  instantane  a,  a'  entsprä- 
chen, es  jedenfalls  einmal  ermöglichen  können,  ohne  Anwendung 
von  Kraft  eine  Windungsgeschwindigkeit  zu  erzeugen. 

Die  Annahme,  dass  einer  impulsiven  Kette  mehr  als  eine  in- 
stantane entspräche,  führt  also  auf  eine  Unmöglichkeit,  und  ist 
somit  nicht  zulässig. 

Nehmen  wir  andererseits  an,  einer  instantanen  Kette  a  könnten 
zwei  impulsive  ^,  d-'  entsprechen.  Dann  wird  es  immer  thunlich 
sein,  die  durch  eine  Dyname  auf  d^  erzeugte  Windungsgeschwin- 
digkeit um  a  wieder  aufzuheben  durch  die  Wirkung  einer  Dyname 
auf  ^'.  Dann  würde  der  Mechanismus  in  Ruhe  verharren  trotz 
der  Wirkung  der  beiden  Dynamen  auf  ^  und  ^'.  Diese  Dynamen 
können  einander  nicht  direct  aufheben,  da  sie  auf  verschiedenen 
Ketten  wirken.  Sie  müssten  sich  also  zusammensetzen  in  eine 
einzige,  die  auf  einer  Kette  des  Reciprocalsystems  wirkte.  Denn 
nur  in  diesem  Falle  würde  das  System  trotz  der  Wirkung  der 
Dynamen  auf  ^  und  y  in  Ruhe  verharren  können.  Die  Ketten 
^,  ^'  gehören  aber  dem  die  Freiheit  des  Mechanismus  defmirenden 
System  an.  Die  auf  ihnen  wirkenden  Dynamen  können  also  nie- 
mals in  eine  solche  auf  einer  Kette  des  Reciprocalsystems  vereinigt 
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Mrerden.  Dsus  Ergebniss,  zu  dem  wir  gelangt  sind,  ist  daher  ein 
unmögliches;  und  somit  auch  die  Voraussetzung,  aus  der  es  abge- 
leitet wurde.  Es  entspricht  somit  einer  inst^ntanen  Kette  auch 
nur  eine  impulsive  Kette.  Die  Correspondenz  zwischen  impulsiven 
und  instantanen  Ketten  ist,  wie  behauptet,  eine  ein-eindeutige. 

In  Hinsicht  auf  diese  kinetischen  Verhältnisse  kann  also  ein 
Kettensystem  n^'  Stufe  als  zwei  in  einander  liegende  Systeme  be- 
trachtet werden,  die  einander  ein-eindeutig  zugeordnet  sind,  und 
von  denen  das  eine  die  instantanen,  das  andere  die  impulsiven 
Ketten  enthält.  Wir  haben  es  also  hier  mit  zwei  projectiven 
Kettensystemen  zu  thun.  Analytisch  wird  diese  Correspondenz 
sich  so  ausdrücken,  dass  die  Coordinaten  einer  Kette  des  einen 
Systems  durch  lineare  homogene  Functionen  einer  Kette  des  andern 
Systems  dargestellt  werden.     Wir  werden  also  haben 

^,  =  (ll)a,-h(12)a,H h(ln)a, 

^,  =  (21)a,-h(22)a,H h(2n)a, 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

•  •  •  •  •  • 

wo  die  w'  Coefficienten  (ik^  Functionen  der  physischen  und  geo- 
metrischen Verhältnisse  des  Mechanismus,  aber  von  den  Ketten  a 
und  x^  unabhängig  sind. 

Diese  beiden  in  einander  liegenden  Kettensysteme  werden  ge- 
meinschaftliche Elemente  enthalten,  die  gefunden  werden,  wenn 
man  in  die  Correspondenzgleichungen  einsetzt 

Es  ergiebt  sich  dann  durch  Elimination  der  ai  aus  jenen  Gleichun- 
gen eine  solche  vom  j^i**"  Grade  für  q.  Durch  Substitution  der  n 
Wurzeln  dieser  Gleichung  in  die  Verwandtschaftsgleichungen  finden 
wir  die  Coordinaten  der  n,  beiden  Systemen  gemeinschaftlichen, 
Ketten,  der  Doppelelemente,  wie  wir  in  Anlehnung  an  die  geo- 
metrische Terminologie  sagen  können.  Die  mechanische  Bedeutung 
dieses  Ergebnisses  ist  diese: 

„Wenn  irgend  ein  Mechanismus  Freiheit  w**"  Grades 
besitzt,  80  existiren  immer  n  Ketten  der  Art,  dass,  wenn 
auf  einer   dieser   Ketten   eine  Impulsivdyname    auf  den 
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Mechanismus  wirkt,  dessen  instantane  Bewegung  um  die- 
selbe Schraube  stattfindet." 

Diese  Ketten  sind  offenbar  das  Analogen  der  Hauptträgheits- 
schrauben in  der  Theorie  des  Einzelkörpers.  Wir  nennen  sie  daher 
die  Hauptträgheitsketten  des  Mechanismus. 

Werden  diese  als  Coordinatensystem  genommen,  so  gestalten 
sich  die  obigen  Verwandtschaftsgleichungen  so: 

^,  =(ll)a„     ^,=(22)«,,     .  .  .,     ^n  =  (nn)an, 

wodurch  die  Bestimmung  der  impulsiven  aus  der  zugehörigen  in- 
stantanen  Kette,  und  umgekehrt,  sich  besonders  einfach  gestaltet. 

Die  Hauptträgheitsketten  sind  ganz  allgemein  gefunden  worden 
als  Doppelelemente  zweier  projectiven  Kettensysteme.  Ihre  Bezie- 
hung ist  indessen  eine  noch  speciellere.  Sie  sind  analog  den 
Hauptträgheitsschrauben  coreciprok,  d.  h.  jedes  Paar  derselben  ist 
einander  reciprok. 

Um  dies  nachzuweisen,  wollen  wir  so  verfahren,  dass  wir  ein 
bestimmtes  System  n  coreciproker  Ketten  aufstellen,  von  denen  wir 
dann  zeigen,  dass  es  die  Hauptträgheitsketten  sind.  Zu  dem  Zwecke 
wollen  wir  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Reciprocität  zweier 
Ketten  mit  Hülfe  der  Coordinaten  deraelben  geben;  und  dabei  diese 
Coordinaten  beziehen  auf  ein  System  coreciproker  Ketten.  Die 
beiden  Ketten  seien  ^,  y;  ihre  Coordinaten  also  ^,,  «i^,,  ..  .,  ^n; 

Nun  seien  2p,,  2p^,  ...,  2p^  constante  Parameter  von  fol- 
gender Bedeutung.     Es   sei   2p.   die  Arbeit,    welche  geleistet  wird 

von  einer  Dyname  von  der  Einheit  der  Intensität  auf  der  i'*"  Coor- 
dinatenkette  in  Bezug  auf  eine  Windung  von  der  Einheit  der  Am- 
plitude um  dieselbe  Kette.  Dann  ist  die  Arbeit  einer  Dyname  ^i 
auf  dieser  Kette  in  Bezug  auf  eine  Windung  von  der  Amplitude 
<p.  um  sie  gegeben  durch 

Da  nun  die  Coordinatenketten  coreciprok  sind,  so  wird  die  Dyname 
^i  (also  die  Componente  einer  gegebenen  Dyname  auf  der  Kette 
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d-  in  Bezug  auf  die  i^  Coordinatenkette)  keine  Arbeit  leisten  in 
Bezug  auf  die  Windungen  (p^,  9,,  . . .,  y,._j,  y,4.p  •  •  •»  SP,-  Dem- 
gemäss  wird  die  ganze  Arbeit  der  Dyname  auf  -D-  in  Bezug  auf  die 
Windung  um  9  gegeben  sein  durch 

Die  Gleichung  der  Reciprocität  hat  also  für  Ketten  dieselbe  Form 
wie  für  Schrauben,  nämlich 

Der  Parameter  einer  Schraube  war  die  halbe  Arbeit,  welche  eine 
Einheitsdyname  auf  der  Schraube  in  Bezug  auf  eine  Einheitswin- 
duDg  um  diese  leistete.  Der  Definition  nach  haben  die  hier  ein- 
geführten Grössen  p.  die  analoge  Bedeutung  für  die  Coordinaten- 

ketten.     Wir   nennen  daher  die  p.-die  Parameter  der  Coordi- 

natenketten.  Und  es  ergiebt  sich,  bei  Ausdehnung  dieses  Be- 
griffe auf  jede  Kette,  für  den  Parameter  einer  Kette  der  Aus- 
druck 

vorausgesetzt,  dass  das  als  Coordinatensystem  dienende  Kettensy- 
stem ein  coreciprokes  ist. 

Die  kinetische  Energie  nun,  welche  ein  Mechanismus  in  Folge 
einer  gegebenen  Windungsgeschwindigkeit  erlangt,  ist  abhängig  von 
der  instantanen  Kette,  um  welche  sich  derselbe  bewegt.  Und  zw^ar 
ist  sie  proportional  einer  homogenen  Function  zweiten  Grades  der 
n  Coordinaten  der  instantanen  Kette.  Bei  geeigneter  Wahl  der 
Coordinatenketten  ist  es  bekanntlich  möglich,  diese  Function,  auf 
unendlich  viele  verschiedene  Weisen,  in  die  Form  einer  Sunmie 
von  n  Quadraten  zu  bringen.  Und  es  ist  insbesondere  möglich, 
eine  solche  simultane  Transformation  der  Ausdrücke  für  die  kine- 
tische Energie  und  den  Parameter  anzugeben,  vermöge  deren  beide 
in  der  canonischen  Form  erscheinen*).  Diese  simultane  Transfor- 
mation hat  dann  die  Bedeutung  des  Uebergangs  auf  ein  coreciprokes 
Coordinatensystem.  Unsere  Aufgabe  besteht  nun  des  weiteren  darin, 
nachzuweisen,  dass  das  Coordinatensystem,  zu  dem  wir  durch  eine 


*)  S.  die  bezüglichen  Rechnungen  des  Kapitels  XI L 
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solche  simultane  Transformation  gelangen,  nichts  anderes  ist,  als 
das  System  der  Hauptträgheitsketten. 

Dieser  Nachweis  lässt  sich  in  einfacher  Weise  durch  die  La - 
grange'schen  Gleichungen  fähren.  Seien,  bezogen  auf  das  letzt- 
erwähnte Coordinatensystem  die  Coordinaten  der  impulsiven  Kette 
^j,  ^,,  ...,  d'n^  diejenigen  der  correspondirenden  instantanen 
Kette  ttj,  a,,  .  .  .,  a«.  Dann  sind,  wenn  wir  unsere  alte  Be- 
zeichnung 

doi 

anwenden,  die  Lagrange'schen  Gleichungen  diese  (pag.  209): 

d    dT        dT  _  ^ 

.        """■  •^-"    ^$ ,  *  —  1,  3,  ..,,11 

dt    da,         da, 

wo  T  die  kinetische  Energie,  und  Q,<Jcr,  die  Arbeit  der  auf  den 
Mechanismus  wirkenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Windung  von  der 
Amplitude  da,  bedeuten. 

Wenn  nun  &'^  die  Intensität  der  impulsiven  Dyname  ist,  so 
ist  deren  Componente  auf  der  s'®"  Coordinatenkette 

und  die  von  dieser  geleistete  Arbeit  ist 

2p  »''»  Sa  , 

während,  da  das  Coordinatensystem  ein  coreciprokes  ist,  alle  an- 
deren Componenten  der  Dyname  keine  Arbeit  leisten  in  Bezug  auf 
die  Windungscomponente  Sa,.    Demgemäss  haben  wir 

Q,  =  2pr^^.  ,  =  1,2 n 

Die  kinetische  Energie  T  hat  bei  unserem  Coordinatensystem 
den  Ausdruck 

T=  M(ulal-hul'al-\ \-ul'ai), 

wo  M  die  Gesammtmasse  des  Mechanismus  ist,    und  i/j,  u^^  ..., 

Un   gewisse   Constanten   sind,    die   den   gleichbezeichneten   in  der 

Theorie  des  Einzelkörpers  vollkommen  analog  sind. 

Die  Bewegungsgleichungen  geben  daher 

j 

-j-  (MuJ  a,)  =  ^,^"^,  «=1.  2 n 

uZ 

Ball,  Mecbanlk.  35 
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und   durch   Integration  über  das  (kleine)  Zeitintervall,   während 
dessen  der  Impuls  wirkt 

oder,  wenn  wir  beachten,  dass 

■  • 

wo  a  die  Windungsgeschwindigkeit  der  gegebenen  Windungen  um 
die  Kette  a  bedeutet, 


Mu!aa,=p^^S^"dt. 


M  -•—  X  y  Zy  •  •  •  f  V 


Setzen  wir  jetzt 


^(8«),  «  =  1,2,...,« 


pß''dt 


so  haben  wir 


^,  =  (88)ag,  «  =  1,2,, .,,11 

d.  h.  wir  finden  für  unser  coreciprokes  Coordinatensystem  die  oben 
aufgestellte  Form  der  Beziehung  zwischen  impulsiver  und  zugehö- 
riger instantaner  Schraube.  Dieses  Resultat,  welches  offenbar  nur 
für  die  Coordinatenketten  selber  gilt*),  zeigt  nun,  dass  diese  Ketten 
in  der  That  das  System  der  Hauptträgheitsketten  sind.  Nach  der 
Voraussetzung  sind  die  Coordinatenketten  coreciprok.  Die  Haupt- 
trägheitsketten besitzen  somit  vollkommen  dieselben  Eigenschaften 
wie  die  Hauptträgheitsschrauben. 

§8. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  fähren  noch  zu  einem 
Begriff,  der  dem  der  conjugirten  Trägheitsschrauben  in  der  Theorie 
des  Einzelkörpers  analog  ist. 

In  der  That,  wir  fanden 

1  >       "^2  '       •    •    •  »       "^n 

proportional  den  Grössen 


*)  D.  h.  wenn  auf  der  s^^  Coordinatenkette  die  impulsive  Dyname  0« 
wirkt,  so  findet  um  dieselbe  Kette  die  instantane  Windung  os  statt,  und  %s 
und  a«  stehen  in  der  obigen  Relation. 
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y  ^      »      '  •  • » 


Pl  P%  Pn 

Seien  nun  a,  ß  zwei  instantane  Ketten  und  ^,  9  die  ihnen  ent- 
sprechenden impulsiven  Ketten. 
Dann  wird  man  also  haben 


und 


.    .    .,      it^^C- 

Pn 

.  .  .,     y,  =  — 1— • 

P. 

Wenn  nun  die  Ketten  a  und  (p  reciprok  sind,  so  wird  die  Glei- 
chung bestehen 

welche  in  Folge  der  Ausdrücke  für  9),,  . . .,  (pn  übergeht  in 

^J^ii^iH hwia«/?«  =  0. 

In  dieselbe  Form  geht  aber  die  Gleichung  der  Reciprocitat  für  ß 
und  x^  über 

wenn  für  die  ^,  ihre  Werthe  in  Function  der  ßt  eingesetzt  werden. 
Die  Gleichung 

^!«i  A"i ^uic^ßn  =  0 

ist  daher  sowohl  die  Bedingung  der  Reciprocitat  von  a  und  9,  als 
auch  diejenige  der  Reciprocitat  von  ß  und  -d-.  Wir  haben  daher 
den  Satz: 

„Wenn  a  und  ß  zwei  instantane  Schraubenketten  und 
d-j  (f  die  ihnen  correspondirenden  impulsiven  Ketten  sind, 
80  ist,  wenn  a  reciprok  zu  %  auch  ß  reciprok  zu  ^.^ 

Es  ist  dieses  Theorem  in  der  That  vollkommen  analog  dem 
über  die  conjugirten  Trägheitsschrauben.  Wir  bezeichnen  demge- 
mäss  auch  a  und  ß  als  ein  Paar  conjugirter  Trägheitsketten. 

§9. 

Wir  wollen  zum  Schluss  dieses  Abrisses  einer  allgemeinen 
Theorie  der  Mechanismen  noch  auf  Untersuchungen  hinweisen, 
welche  diejenigen  von  Kapitel  XI  verallgemeinem. 

35* 
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Es  sei  ein  Mechanismus  in  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichts 
gegeben,  und  zwar  unter  Einwirkung  eines  conservativen  Kräfte- 
systems. Wenn  dieser  Mechanismus  dann  durch  eine  kleine  Ver- 
schiebung in  eine  andere  Lage  übergeführt  wird,  so  werden  die 
wirkenden  Kräfte  nicht  mehr  im  Gleichgewichte  sein.  Es  wird  also 
in  Folge  dieser  Verschiebung  auf  den  Mechanismus  eine  gewisse 
Dyname  einwirken. 

Wir  haben  also  jetzt  wieder  zwei  Systeme  von  Schrauben- 
ketten, die  einander  entsprechen.  Das  eine  wird  gebildet  aus  allen 
Verschiebungsketten,  also  aus  allen  Ketten,  um  welchen  wir  dem 
Mechanismus  eine  kleine  Windung  ertheilen  können;  das  andere 
aus  allen  den  Ketten,  auf  welchen  die  durch  diese  Windungen 
hervorgerufenen  Dynamen  wirken. 

Durch  Betrachtungen,  welche  denjenigen  des  §  6  dieses  Ka- 
pitels nachzubilden  wäi*en,  kann  nun  leicht  der  Nachweis  erbracht 
werden,  dass  die  Con'espondenz  dieser  beiden  Kettensysteme  eine 
ein-eindeutige  ist,  dass  wir  es  also  wieder  mit  zwei  projectiven 
Kettensystemen  zu  thun  haben.  Insbesondere  wird  sich  durch  ein- 
fache geometrische  Schlüsse  ergeben,  dass,  wenn  ein  Mechanismus 
Freiheit  n^^  Grades  besitzt,  aus  dem  zugehörigen  Kettensystem  w***" 
Stufe  immer  n  und  nur  n  Ketten  so  sich  auswählen  lassen,  dass 
wenn  der  Mechanismus  um  eine  dieser  Ketten  aus  einer  Lage  sta- 
bilen Gleichgewichts  verschoben  wird,  die  hervorgerufene  Dyname 
auf  derselben  Kette  wirkt.  Ganz  wie  im  §  7  für  die  Hauptträg- 
heitsketten lässt  sicli  dann  zeigen,  dass  diese  n  Ketten  bei  der  hier 
gemachten  Voraussetzung,  dass  die  wirkenden  Kräfte  ein  Potential 
haben,  coreciprok  sind. 

Diese  n  Ketten  haben  daher  vollständig  die  Eigen- 
schaften der  Hauptpotentiaischrauben,  weshalb  wir  sie 
auch  als  Hauptpotentialketten  bezeichnen. 

Als  Nebenresultat  der  analytischen  Untei'suchung,  die  auch 
ganz  nach  der  Methode  des  Kapitels  XI  geführt  werden  kann,  er- 
giebt  sich  dann  noch  der  Satz: 

Sind  ^,  (f  zwei  Verschiebungsketten,  ij,  C  die  Ketten 
der  entsprechenden  hervorgerufenen  Dynamen,  so  ist, 
wenn  d-  reciprok  zu  f,  auch  (f  reciprok  zu  i;. 

Die  Ketten  ^,  9  nennen  wir  im  Anschluss  an  die  Termine- 
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logie  der  Theorie  des  Einzelkörpers  ein  Paar  conjugirter  Po- 
tentials chrauben. 

Alle  analytischen  Ausdrücke,  die  wir  in  unserer  Theorie 
brauchen  und  mit  Hülfe  der  Kettencoordinaten  darstellen,  befinden 
sich  in  vollkommener  formaler  Intensität  mit  denen  von  analoger 
mechanischer  Bedeutung,  die  wir,  in  Schraubencoordinaten  gegeben, 
in  der  Theorie  des  Einzelkörpers  anzuwenden  hatten. 

In  Folge  dessen  ist  es  ausserordentlich  leicht,  alle  die  allge- 
meinen Untersuchungen  der  Kapitel  XI  und  XII,  direct  auf  die 
Kettentheorie  zu  übertragen.  Es  kann  daher  wohl  die  thatsäch- 
liche  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen  dem  Leser  über- 
lassen bleiben,  sodass  ich  mich  kurz  auf  die  Angabe  der  Resultate 
beschränken  kann. 

Wenn  der  Mechanismus,  nachdem  er  aus  der  Gleichgewichts- 
lage gebracht  ist,  sich  selbst  überlassen  wird,  so  wird  er  unter  dem 
Einflüsse  der  wirkenden  Kräfte  zu  kleinen  Schwingungen  um  jene 
Lage  übergehen.  Es  wird  dann,  wenn  dem  Körper  ein  Impuls  er- 
theilt  worden  ist,  einer  instantanen  Kette  a  eine  impulsive  ^  ent- 
sprechen. Und  ebenso  wird  der  Kette  a,  als  Verschiebungskette 
betrachtet,  eine  Kette  cp  entsprechen,  auf  der  die  hervorgerufene 
Dyname  wirkt.  Im  Allgemeinen  werden  nun  ^  und  (p  nicht  coin- 
cidiren.  Aber  es  lässt  sich,  wie  in  Kap.  XII  zeigen,  dass  es  für 
einen  Mechanismus  mit  Freiheit  n*'"  Grades  immer  n  und  nur  n 
Ketten  a  giebt,  für  welche  die  entsprechenden  ^  und  (p  zusam- 
menfallen. Die  physische  Bedeutung  dieser  Ketten  ist  nun  leicht 
zu  erkennen.  Wenn  der  Mechanismus  um  eine  solche  Kette  a 
verschoben  wird,  so  wird  auf  (p  eine  Dyname  hervorgerufen.  Da 
aber  g>  und  ^  zusammenfallen,  so  wird  die  hervorgerufene  Dyname 
sofort  als  Impuls  wirken,  der  dem  Mechanismus  wieder  eine  Win- 
dungsgeschwindigkeit um  a  ertheilt.  Diese  wird  dann  wieder  eine 
Dyname  auf  (p  hervorrufen  und  die  ganze  Reihe  der  beschriebenen 
Vorgänge  wird  foi*tfahren,  sich  zu  wiederholen.  Der  Mechanismus 
wird  also  fortwährend  oscillatorische  Windungen  um  a  ausführen. 

„Es  giebt  in  dem  die  Freiheit  w'*"  Grades  eines  Me- 
chanismus definirenden  Kettensystem  n**'  Stufe  immer  n 
und  nur  n  Ketten  der  Art,  dass,  wenn  dem  Mechanismus 
um  eine  dieser  Ketten  eine  Windungsgeschwindigkeit  er- 
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theilt  wird,  er  fortfährt,  um  diese  selbe  Kette  oscillato- 
rische  Windungen  auszuführen." 

Man  erkennt,  dass  diese  so  ausgezeichneten  Ketten  den  har- 
monischen Schrauben  aus  der  Theorie  des  Einzelkörpers  entspre- 
chen. Wir  nennen  sie  die  harmonischen  Ketten  des  Mecha- 
nismus mit  Freiheit  n^*^  Stufe.  Und  es  lässt  sich  wieder  leicht 
zeigen,  dass,  welches  auch  die  kleinen  Verschiebungen  eines  Me- 
chanismus und  die  kleinen  Anfangsgeschwindigkeiten  desselben  sein 
mögen,  die  von  ihm  ausgeführten  kleinen  Schwingungen  sich  immer 
aus  oscillatorischen  Schwingungen  um  die  n  harmonischen  Ketten 
zusammensetzen. 

Wir  haben  somit  eine  allgemeine  Theorie  der  Mechanismen 
aufstellen  können,  welche  vollkommen  entspricht  der  allgemeinen 
Theorie  des  Einzelkörpers.  Die  specielle  Kinetik  denken  wir  in 
nicht  allzuferner  Zeit  an  anderer  Stelle  folgen  lassen  zu  können. 


Mechanik  im  Nicht -Euklidischen  Eaume. 


Kapitel  XXV. 

Die  MsMsflinetlonen  Ar  KanniglUtlgkeiten  der  drei  ersten 

Grade^ 

§1- 

Seit  der  Veröffentlichang  des  Briefwechsels  zwischen  Gauss 
UDd  Schuhmacher,  im  Jahre  1862,  ist  die  Aufmerksamkeit  der 
Mathematiker  immer  mehr  auf  gewisse  Fragen  gelenkt  worden, 
welche  sich  auf  die  Gesammtheit  unserer  geometrischen  Grundvor- 
stellungen beziehen,  sodass  man  über  den  Gegenstand  heute  bereits 
eine  sehr  umfangreiche  Literatur  besitzt. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Lehren  für  die  Mechanik  —  die  ja  bei 
ihrem  Aufbau  die  Grundannahmen  der  Geometrie  mit  voraussetzen 
muss  —  erhellt  von  selber,  sodass  eine  Besprechung  dereelben  in 
einem  Lehrbuch  der  Mechanik  wohl  zweifellos  nicht  nur  als  be- 
rechtigt, sondern  auch  als  nothwendig  gelten  darf.  Dazu  wird  sich 
herausstellen,  dass  in  der  That  ein  enger  Zusammenhang  zwischen 
der  Mechanik  und  den  Fundamentalhypothesen  der  Geometrie  be- 
steht. 

§2. 

Wenn  wir  uns  nun  zu  einer  Besprechung  der  fundamentalen 
Voraussetzungen  der  Geometrie  wenden,  so  kann,  bei  Berücksich- 
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• 

tiguDg  des  Umstandes,  dass  wir  hier  die  Geometrie  wesentlich  als 
Inätrument  der  Naturerkenntniss  aufzufassen  haben,  die  Frage  nach 
der  Dimensionalität  des  Raumes,  d.  h.  nach  dem  Mannigfaltigkeits- 
grade, von  dem  uns  der  Raum  zu  sein  scheint,  ganz  ausser  Be- 
tracht bleiben.  In  der  That  erfordert  die  Beschreibung  keiner  Na- 
turerscheinung eine  Annahme,  dass  der  Raum  eine  Mannigfaltigkeit 
anderen  Grades  sei,  als  er  uns  erscheint. 

Es  ist  hierbei  absichtlich  nur  von  der  Art  gesprochen,  wie 
uns  der  Raum  erscheint,  nicht  wie  er  ist.  Denn  in  der  That 
können  wir  in  dieser  Beziehung  über  das  Sein  nichts  aussagen, 
sondern  nur  über  das  Erscheinen,  weil  alle  unsere  Beobachtungen 
und  Messungen,  unsere  ganze  Naturerkenntniss,  sich  vollziehen  in 
einem  Theile  des  Raumes,  der  im  Yerhältniss  zum  Ganzen  unend- 
lich klein  ist.  Dieser  Umstand  verhindert  auch  die  definitive  Ent- 
scheidung der  Frage  nach  der  Endlichkeit  oder  Unendlichkeit  des 
Raumes.  In  letzterer  Beziehung  liegt  die  Sache  so,  dass  unsere 
astronomischen  Beobachtungen  uns  in  immer  weitere  Fernen  hin- 
ausführen —  so  neuerlich  durch  die  Anwendung  der  Photographie 
—  sodass  also,  soweit  unsere  naturwissenschaftliche  Erkenntniss 
reicht,  der  Raum  uns  allerdings  als  unendlich  und  unbegrenzt  er- 
scheint. Soweit  ist  die  Geometrie  daher  auch  berechtigt,  die  Un- 
endlichkeit und  Unbegrenztheit  des  Raumes  anzunehmen. 

Dieses  Erscheinen,  und  die  sich  auf  dasselbe  gründende  An- 
nahme, ist  nun  sehr  wichtig  gewesen  bei  der  weiteren  Bildung  der 
geometrischen  Grundbegriffe. 

Diese  Begriffe  sind:  der  Punkt,  die  gerade  Linie  und  die  Ebene. 
Der  geometrische  Punkt  ist  ein  rein  transcendentes  Element  un- 
serer räumlichen  Vorstellungen.  Zum  Begriffe  des  materiellen 
Punktes  gelangen  wir,  wenn  wir,  von  irgend  einem  endlichen 
Körper  ausgehend,  dessen  sämmtliche  Dimensionen  in's  Unendliche 
abnehmend  uns  denken.  Wenn  dann  alle  diese  Dimensionen  wirk- 
lich unendlich  klein  geworden  sind,  so  nennen  wir  das  Ergebniss 
dieses  gedanklichen  Grenzübergangs  einen  materiellen  Punkt.  Von 
hier  bis  zur  Abstraction  des  geometrischen  Punktes  ist  nun  noch 
ein  weiter  Weg.  Der  materielle  Punkt  ist,  vermöge  seiner  Her- 
leitung, noch  immer  der  Vorstellung  zugänglich,  weil  er  eben  Aus- 
dehnung  besitzt.     Um   von   ihm  zum  geometrischen  Punkte  über- 
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zugehen,  müssen  wir  seine  ganze  Wesenheit  erst  aufheben,  wenn 
wir  den  geometrischen  Punkt  durch  die  Definition  bestimmen,  dass 
er  nach  keiner  Richtung  hin  Ausdehnung  besitze. 

Der  BegriflF  der  Linie,  insbesondere  der  geraden  Linie,  ist 
abstrahirt  von  demjenigen  des  geraden  Stabes  oder  des  gespannten 
Fadens,  Dinge,  die  dem  Menschen  schon  auf  einer  sehr  niedrigen 
Culturstufe  entgegentreten  konnten.  Wenn  der  Punkt  nach  allen 
Dimensionen  hin  transcendent  ist,  so  ist  es  die  Linie  nur  nach 
zweien.  Sie  ist,  wie  Legendre  sagt,  eine  Länge  ohne  Höhe  und 
Breite. 

Es  ist  eine  Folge  der  Art  und  Weise,  wie  uns  der  Raum  über- 
haupt erscheint,  wenn  wir  die  gerade  Linie  uns  als  unendlich  lang 
vorstellen.  Sie  kann  auch,  wenn  wir  den  der  Geometrie  allerdings 
fremden  Begriff  der  Bewegung  hinzunehmen,  definirt  werden  als 
entstehend  durch  die  Bew^ung  eines  Punktes.  Damit  gelangen 
wir,  wenn  ein  im  Endlichen  befindlicher  Punkt  einen  endlichen 
W^eg  macht,  zu  dem  Begriff  des  begrenzten  Stückes  einer  Linie, 
im  Besonderen  zu  dem  der  geraden  Strecke.  Das  endliche  Li- 
nienstück  erscheint  als  von  Punkten  begrenzt. 

Zwei  gerade  Strecken  haben  nur  einen  Punkt  gemeinschaftlich, 
wenn  sie  nicht  ganz  zusammenfallen,  oder  sie  haben  überhaupt 
keinen  gemeinschaftlichen  Punkt. 

Zwei  gerade  Strecken,  die  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben, 
die  sich  also  „schneiden^,  bilden  die  Figur,  die  als  Winkel  be- 
zeichnet wird. 

Wenn  nun  eine  dritte  Strecke  sich  so  bewegt,  dass  sie  jede 
von  zwei  einen  Winkel  bildenden  Strecken  fortwährend  schneidet, 
80  beschreibt  sie  bei  ihrer  Bewegung  ein  Stück  einer  Ebene. 
Insofern  wir  die  geraden  Linien,  von  denen  die  hier  betrachteten 
Strecken  Theile  sind,  als  ins  Unendliche  ausgedehnt  angesehen 
haben,  wird  auch  der  Ebene  selber  eine  unendliche  Ausdehnung 
zuzuschreiben  sein,  wenn  wir  die  drei  zu  ihrer  Construction  be- 
nutzten Strecken  uns  continuirlich  ins  Unendliche  wachsend  den- 
ken. Diese  Ausdehnung  der  Ebene  findet  nach  zwei  Dimensionen 
hin  statt. 


554  Mechanik  im  Nicht-Rukltdischen  Räume. 

§3. 

Nachdem  die  geometrischen  Grundbegriffe  definirt  sind,  wenden 
wir  ans  zur  Theorie  des  Messens,  in  welch  letzter^fn  die  ursprüng- 
liche und  wesentliche  Aufgabe  der  Geometrie  liegt.  Das  Messen 
eines  Objectes  durch  ein  anderes,  als  Maassobject  oder  Mäasseinheit 
gewähltes,  besteht  in  einer  Vergleichnng  des  zu  messenden  und  des 
messenden  Objects  hinsichtlich  ihrer  Grössenverhältnisse.  Um  diese 
Operation  auszuführen,  ist  es  nothwendig,  das  eine  Object  an  das 
andere  anzulegen  oder  es  mit  ihm  zur  Deckung  zu  bringen.  Es 
muss  also  wenigstens  eines  der  Objecto  seine  Lage  im  Räume  ver- 
ändern. Alle  unsere  Messungen  gründen  sich  dann  auf  die  Vor- 
aussetzung, dass  das  zur  Ermöglichung  der  Messung  bewegte  Ob- 
ject durch  diese  Bewegung  sich  nicht  ändere.  Es  ist  also  eine 
wichtige  Fundamentalhypothese  der  Geometrie,  dass  die  Figuren 
unabhängig  sind,  nach  ihren  Maass-  und  Gestaltsverhältnissen,  von 
ihrer  Lage  im  Räume.  Das  heisst  aber  mit  anderen  Worten,  wir 
müssen,  um  messen  zu  können,  die  absolute  Starrheit  der  Figurea 
voraussetzen. 

Alles  wirkliche  Messen  geometrischer  Objecto  lässt  sich  be- 
kanntlich auf  das  Messen  von  Strecken  und  Winkeln  zurückführen. 
Das  Messen  von  Strecken  kommt  überein  mit  der  Maassbestimibang 
auf  der  geraden  Punktreihe,  dasjenige  von  Winkeln  läuft  auf  die 
Maassbestimmung  im  ebenen  Strahlenbüschel  erster  Ordnung  hinaus. 

Diese  beiden  Gebilde,  Punktreihe  und  Strahlenbüschel,  stehen, 
vom  Standpunkte  der  Geometrie  der  Lage  aus  betrachtet,  einander 
zwar  dual  gegenüber.  Nicht  so  aber  in  Bezug  auf  ihre  Maassver- 
hältnisse, wie  wir  dieselben  auf  Grund  unserer  Vorstellung  ent- 
wickeln müssen.  Denn  die  gerade  Linie  ist  ins  Unendliche  ausge- 
dehnt. Es  wird  also  auch  Strecken  geben,  deren  Länge  jede  Grenze 
übersteigt.  Die  Winkel  im  Strahlbüschel,  also  die  Winkel  um 
einen  Punkt  herum,  haben  aber  eine  endliche  Summe.  Mit  an- 
deren Worten:  bei  der  Feststellung  einer  Maassbestimmung  für  die 
gerade  Punktreihe  tritt  als  complicirender  Umstand  auf  die  noth- 
wendige  Rücksichtnahme  auf  unendlich  weit  entfernte  Elemente, 
über  deren  Anzahl  vor  allen  Dingen  entschieden  werden  muss. 
Im  Strahlbüschel  fehlen  die  unendlich  weit  entfernten  Elemente. 
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Es  lässt  sich  also  rein  geometrisch  nicht  so  ohne  weiteres  zu 
einer  einheitlichen  Maassbestimmung  auf  den  Gmndgebilden  erster 
Stufe  kommen. 

Es  erscheint  daher  angezeigt,  die  Frage  ganz  allgemein  nach  den 
Maassverhältnissen  einer  beliebigen  Mannigfaltigkeit  —  zunächst  erster 
Ordnung  —  zu  stellen.  Daran  wird  sich  dann  die  Behandlung  der 
analogen  Fragen  für  Mannigfaltigkeiten  der  zwei  nächsten  Ordnun- 
gen schliessen.  Und  nachdem  der  Gegenstand  so  in  allgemeinster 
Weise  erledigt  ist,  wird  man  dann  leicht  zu  den  besonderen  räum- 
lichen Mannigfaltigkeiten  übergehen  können,  deren  specieller  Cha- 
rakter dann  auch  klarer  erkannt  werden  kann. 

§4. 

Wir  denken  uns  also  ganz  allgemein  eine  Mannigfaltigkeit 
dritten  Grades  von  irgend  welchen  Objecten  oder  Elementen. 
Die  Mannigfaltigkeit  selber  bezeichnen  wir  der  Kürze  des  Aus- 
drucks halber  ein  für  alle  Male  mit  C.  Die  einzelnen  Objecto 
durch  das  Symbol  a,  dem,  wenn  nöthig  ein  Index  beigesetzt  wird. 
Sind  nun  a,,  a,,  a,,  a^  vier  beliebige  solcher  Objecto,  und  ^,,  a?,, 
ar„  a^  beliebig  veränderliche  Zahlengrössen ,  so  wollen  wir  in  An- 
lehnung an  die  Ausdehnungslehre  Grassmann's  den  symbolischen 
Ausdi*uck 

als  definirenden  Ausdruck  eines  neuen  Objects  X(x^,x^^a!^,w^)  auf- 
stellen. Die  Zahlen  «,,  a^,,  x^^  x^  nennen  wir  die  Coordinaten  des 
Objects  X.    In  ganz  analoger  W^eise  wird  dann  der  Ausdruck 

das  Object  Y  mit  den  Coordinaten  y,,  ;?/,,  y^,  y^  definiren.  Die 
beiden  Objecto  X  und  Y  fallen  dann  und  nur  dann  zusammen, 
wenn 

^l'y^  =-2:2:2/,  =a?,:3/,  =x^\y,. 

Der  Ausdruck 

x^a^-^x^a^-^-x^a^+x^a^ 

ist  aber  nicht  nur  Symbol  für  ein  einzelnes  Object  X,  sondern  er 
stellt  offenbar,  wenn  die  Verhältnisse  der  Coordinaten  alle  belie- 
bigen Werthe  durchlaufen  die  ganze  Mannigfaltigkeit  C  dar. 
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Jedes  Object  oder  Element  dieser  Mannigfaltigkeit  ist  durch 
seine  Coordinaten  «j,  ^,,  ^,,  a^  bestimmt,  aber  es  muss  beachtet 
werden,  dass  das  Element  mit  den  Coordinaten  Xx^^  A;r,,  A^,,  Xx^ 
mit  jenem  zusammenfallt,  da  es  eben  thatsächlich  nur  auf  die 
Verhältnisse  der  Coordinaten  ankommt.     Durch  die  Form 

wird  aus  den   beiden  Objecten  a,,  a,  für  veränderliche  — ^  eine 

Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung  abgeleitet,  die  wir  als  Reihe  be- 
zeichnen wollen. 

Die  Mannigfaltigkeit  zweiter  Stufe,  die  für  veränderliche 


a. 


-^  durch  den  Ausdruck 


aus  den  Elementen  a^^  a,,  a,  abgeleitet  ist,  möge  als  Feld  be- 
zeichnet werden. 

§5. 

Es  möge  nun  auf  einige  einfach  sich  ergebende  Sätze  hinge- 
wiesen werden.  Zunächst  gilt  der  folgende:  Alle  Objecto  eines 
Feldes,  deren  Coordinaten  eine  lineare  homogene  Glei- 
chung erfüllen,  gehören  einer  Reihe  an. 

In  der  That,  wenn 

SO  geht  der  Ausdruck  für  das  Feld 
über  in  diesen 

der  für  variabeles  — ^  eine  Reihe  darstellt,  die  aus  den  Objecten 

abgeleitet  ist.  Diese  beiden  Objecto  gehören  offenbar  dem  Felde 
4:,a,-|-^,a,-|-4;,a,  an.  Es  sind  die  Objecto  dieses  Feldes  mit  den 
resp.  Coordinaten  (l,0,p,),  (0,1,^,). 

Ganz   ebenso  wird  man  beweisen,   dass  alle  Objecte  der 
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Mannigfaltigkeit  C,  deren  vier  Coordinaten  einer  linearen 
Gleichung  genügen,  einem  und  demselben  Felde  ange- 
hören. 

Und  endlich  ist  klar,  dass  alle  Objecte  von  C,  deren  Co- 
ordinaten zwei  simultanen  linearen  Gleichungen  genügen, 
einer  und  derselben  Reihe  angehören. 

Daran  wollen  wir  folgende  allgemeine  Definitionen  anschliessen: 

Alle  Objecte  von  C,  deren  Coordinaten  einer  homogenen  Glei- 
chung vf^  Grades  genfigen,  bilden  ein  Feld  n*«"  Grades. 

Alle  Objecte  eines  Feldes  der  Art,  wie  es  in  §  4  definirt 
wurde,  deren  Coordinaten  einer  homogenen  Gleichung  n**''  Grades 
genügen,  bilden  eine  Reihe  n^°  Grades. 

§6. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Theorie  der  Maassbestimmung 
für  die  hier  eingeführten  Mannigfaltigkeiten  aufzustellen.  Und  zwar 
wollen  wir  uns  zunächst  mit  derjenigen  für  die  Reihe  beschäftigen; 
als  der  einer  Mannigfaltigkeit  ersten  Grades. 

Es  giebt  nun  in  erster  Linie  ein  Gesetz,  welches  für  die  Maass- 
bestimmung in  jeder  beliebigen  Mannigfaltigkeit  ersten  Grades  gilt, 
und  welches  als  das  Gesetz  der  Addirbarkeit  zu  bezeichnen 
ist.  Wir  verstehen  darunter  folgendes.  Wenn  1,  2,  3  drei  Ele- 
mente oder  Objecte  einer  solchen  Idannigfaltigkeit  sind,  von  denen 
wir  annehmen  wollen,   dass  sie  ihrer  Entstehung,  ihrer  naturge- 

mässen  Reihenfolge  nach  bezeichnet  sind,  und  wenn  mit  12,  23 
die  resp.  Maassunterschiede  von  1  und  2  einerseits  und  2  und  3 
andererseits  bezeichnet  werden,  so  ist  immer 


124-23  =  13. 

um  das  geometrische  Bild  zu  vermeiden  möge  auf  die  Zeit  ver- 
wiesen sein,  für  welche  ja  dies  Gesetz  in  steter  Anwendung  ist. 
Als  Corrollar  zu  demselben  folgt 

12+21  =  TT  =  0, 

durch  welche  Gleichung  der  Sinnunterschied  zweier  Maassunter- 
schiede eingeführt  wird,  wenn  noch  festgesetzt  ist,  dass  der  Maass- 
unterschied eines  Objects  gegen  sich  selbst  immer  Null  ist,  und 
dass  umgekehrt,  der  Maassunterschied  zweier  Objecte  nicht  anders 
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Null  werden  soll,  als  wenn  die  Objecte  zusammenfallen.  Wenn 
in  einer  Mannigfaltigkeit  erster  Ordnung  zwei  Elemente  vorhanden 
wären,  deren  Maassunterschied  Null  wäre,  ohne  dass  sie  zusammen- 
fielen, so  würde  dies  zur  Folge  haben,  dass  für  jedes  beliebige 
Elementenpaar  dieser  Mannigfaltigkeit  der  Maassunterschied  ver- 
schwände. Es  lässt  sich  dies  mit  Hälfe  der  letzten  Gleichungen 
unschwer  einsehen.  Endlich  geht  aus  diesen  Gleichungen,  welche 
ja  solche  zwischen  Zahlen  sind,  hervor,  dass,  wenn  in  einer  Man- 
nigfaltigkeit erster  Ordnung  ein  Element  vorhanden  ist,  welches 
gegen  ein  gegebenes  anderes  Element  derselben  Reihe  einen  anend- 
lich grossen  Maassunterschied  besitzt,  es  in  der  gleichen  Beziehung 
steht  zu  jedem  anderen  Element  der  Reihe,  also  in  Bezug  auf  jedes 
unendlich  grossen  Maassunterschied  besitzt. 

Der  Maassunterschied  zweier  Objecte  darf  nicht  geändert  wer- 
den, wenn  die  beide  Objecte  verbindende  Reihe  bewegt  wird.  Wenn 
wir  also  eine  in  bestimmter  Weise  getheilte  Reihe  als  Einheitsreihe 
oder  Scala  annehmen,  so  muss  der  Maassunterschied  irgend  zweier 
Objecte  sich  stets  als  derselbe  ergeben,  wie  wir  auch  die  Scala 
an  die  zu  messende  Reihe  anlegen.  Zu  diesem  Ende  muss  also 
die  Scala  die  Eigenschaft  haben,  sich  selbst  zu  decken,  wenn  man 
sie  beliebig  an  sich  selbst  anlegt.  Wird  somit  die  als  Scala  die- 
nende Reihe  ohne  innere  Veränderung  bewegt,  sodass  ein  Sealen- 
theil in  den  ihm  folgenden  übergeht,  so  geht  jeder  Sealentheil  in 
seinen  nächstfolgenden  über.  Diese  Eigenschaft  gestattet  die  An- 
fertigung einer  Scala  durch  eine  wiederholte  Bewegung.  In  der 
That,  es  mögen  auf  einer  Reihe  zwei  Grenzelemente  1,>  2  gegeben 
sein.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  auf  dieser  Reihe  eine  Scala 
zu  construiren.  Nun  verschieben  wir  die  Reihe  in  sich  selber  so, 
dass  1  in  2  fällt.  Dann  ist  2  in  eine  neue  Position  3  gerückt, 
die  einen  neuen  Sealentheil  begrenzt.  Durch  eine  abermalige  Ver- 
schiebung der  Scala  in  sich  selbst,  durch  die  wiederum  1  nach  2, 
2  nach  3  gelangt,  erhalten  wir  eine  neue  Theilmarke  4  u.  s.  w. 

Analytisch  stellt  sich  nun  diese  Bewegung  der  Reihe  in  sich 
selbst  als  eine  lineare  Transformation  der  Objecte  der  Reihe  dar; 
d.  h.  also:  die  Scala  ist  zu  construiren,  indem  man  auf  ein  Object 
derselben  eine  lineare  Transformation  wiederholt  anwendet,  welche 
die  Reihe  in  sich  selbst  überführt. 
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Seien  also  auf  einer  Reihe  zwei  Objecto  gegeben  2:,,  0,,  die 
wir  als  Grenzobjecte  eines  Scalentheils  ansehen  können.  Nehmen 
wir  sie  als  Fundamentalobjecte  einer  homogenen  Goordinatenbe- 
stimmung  auf  der  Reihe,  so  ist  jedes  andere  Object  der  letzteren 
gegeben  durch  das  Verhältniss  zweier  homogener  Coordinaten  z^iz^. 
Dieses  Verhältniss  sei  0,  sodass  ako 


^» 


Dann  sind  z  =  0  und  2;  =  00  die  den  Fundamentalobjecten  ent- 
sprechenden Werthe  dieses  Verhältnisses.  Die  lineare  Transfor- 
mation, die  zur  Construction  der  Scala  führt,  hat  nun  oifenbar  die 
Form 

z'  =  A2, 

wo  A  eine  die  Transformation  bestimmende  Constante  ist.  Wenden 
wir  diese  Transformation  wiederholt  auf  ein  Element  ^  an,  so  er- 
halten wir  die  Reihe 

welche  unsere  Scala  ist.  Ist  der  Sealentheil  Einheit  des  Maass- 
unterschieds, so  ist  der  Maassunterschied  der  Objecto  C,  A^,  A^f,  ... 

von  f  geradezu  bezw.  gleich  0,  1,  2, 

Handelt  es  sich  nun  darum,  einen  Sealentheil  unterzutheilen, 
etwa  in  n  gleiche  Theile,  so  ist  auf  ein  Grenzobject  des  Theils 
diejenige  Transformation  (/i— 1)  mal  anzuwenden,  die  w-mal  wie- 
derholt, die  Transformation 

z!  =  Xz 

giebt.    Es  ist  dies  also  die  Transformation 

\_ 

Z     ^^—  A      .  Z» 

Hier  wird  man  nun  A"  so  wählen,  dass  das  Object  A'*  .2  zwischen 
z  und  Xz  liegt.    Bei  reellen  Fundamentalobjecten  wird  man  also 

n 

einfach  die  reelle  yX  nehmen.  Damit  eine  solche  vorhanden,  muss 
oifenbar  A  als  reelle  Zahl  gewählt  worden  sein. 

Nunmehr  kann  man  den  Maassunterschied  jedes  Elementes 
z'  von  z  angeben,  dessen  Coordinate  die  Form  hat 
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wo  a,  ß  ganze  Zahlen  sind.    Der  Maassunterschied  ist  a+— • 

Ueberhaupt  schliesst  man,  da3s  als  Maassunterschied  der  Ob- 
jecte  z'  und  z  der  Exponent  a  anzusehen  ist,  zu  dem  A  erhoben 
werden*  muss,  damit 

z'  =  X^z, 

wo  nun  a  eine  beliebige  rationale  oder  irrationale  Zahl  bedeutet. 
Nun  ist  offenbar 

durch  welche  Formel  ganz  allgemein  der  Maassunterschied  zweier 
Objecto  einer  einfachen  Mannigfaltigkeit  gegeben  ist.  Denn  es 
ist  gleichgültig,  dass  das  Element  z  als  Anfangsobject  ausgewählt 
werde.  Es  kann  jedes  andere  Object  der  Reihe  für  z  eintreten, 
denn  durch  eine  lineare  Transformation,  die  die  Fundamental- 
elemente und  somit  auch  die  Reihe  nicht  ändert,  kann  z  überall 
hingebracht  werden.  In  der  That  ergiebt  sich  als .  Massunter- 
schied irgend  zweier  Objecto  {^j,  ^  der  Reihe 

-i^GogC-iogC), 

wie  man  leicht  findet,  wenn  man  die  Differenz  der  Ausdrücke 

(logf,— logz),     -r—T-  (logC—logz) 


logA  ^^*'      ^  ^'      logA 

bildet.     Offenbar  genügen  diese  Formen  für  den  Maassunterschied 
dem  Gesetz  der  Addirbarkeit,  denn  es  ist 

log -^  =  log -J- +log -^ . 

Auch  ist  der  Maassunterschied  eines  Objects  gegen  sich  selbst  Null 

log|  =  0. 

Die  Maassunterschiede  auf  der  Reihe   bleiben  ungeändert,    wenn 

z  und  ^' gleichzeitig  linear  transformirt  werden  so,  dass  die  Funda- 

mentalobjecte 

2:  =  0,    z  =  00 
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nngeändert  bleiben,  durch  welche  Transformation  also  z  und  z^  in 

MuUipla  ihrer  selbst  übergehen.    Der  Quotient  — ,-  hat  bekanntlich 

die  Bedeutung  eines  Doppelverhältnisses,  nämlich  der  Coordinaten- 
werthe  z,  «'  zu  den  Coordinatenwerthen  0  und  oo,  welche  den 
Fundamentalobjecten  entsprechen. 

Der  Logarithmus  wird  unendlich,  wenn  sein  Argument  0  oder 
oo  ist.  Der  Maassunterschied  ist  also  für  solche  Objecto  unendlich 
gross,  oder  diese  Objecto  sind  unendlich  ferne,  für  die 

— j-  z=  0     oder    oo 
z 

wird.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  ein  solches  Object 
mit  einem  der  beiden  Fundamentalobjecte  zusammenfällt. 

Bei  allgemeiner  Maassbestimmung  hat  die  einfache 
Mannigfaltigkeit  zwei  unendlich  ferne  Elemente:  die  Fun- 
damentalelemente. 

§•7- 

Wir  wollen  nun  das  Ergebniss  des  §  6  noch  in  anderer,  von 
Sir  Ball  angegebener  Weise  ableiten.  Die  Reihe  möge  bestimmt 
sein  durch  zwei  Objecto,  deren  Coordinaten  beziehungsweise 

Ä?„    a;,,     «„     x,\    y,,    y,,    y„    y, 
sind. 

Jedes  andere  Object  der  Reihe  besitzt  dann  Coordinaten  der 
Form 

^i+py.,   ^j+^y,,   ^.+?y.»   ^4+^2/41 

wo  q  einen  variabeln  Parameter  bedeutet.  Wir  wollen  den 
Maassunterschied  zweier  Objecto  der  Reihe  bestimmen,  welche  ge- 
geben sind  durch  die  Parameterwerthe  X  und  ju.  Der  Maassunter- 
schied ist  nun  offenbar  eine  Function  von  ^j,  ^,,  ^,,  x^\  y^,  y^, 
y,,  y^  und  A,  ju.  Da  wir  uns  hier  zunächst  nur  mit  den  Maass- 
verhältnissen einer  einzigen  Reihe  zu  beschäftigen  haben,  so  können 
sowohl  die  xi  als  auch  die  y.  als  constant  angenommen  werden. 

Demgemäss  wird  sich  dann  der  Maassunterschied  der  beiden  Ob- 
jecto einfach  darstellen  als  eine  Function  /(A,  \i)  der  beiden  Para- 
meter A,  [x. 

Ball,   Mechaaik.  36 
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Die  arithmetische  Form  dieser  Function  wird  man  schrittweise 
unter  Berücksichtigung  der  im  §  6  gegebenen  Fundamentalgesetze 
zu  entwickeln  haben.  Zunächst  besteht  für  sie  jene  Functionalglei- 
chung,  welche  wir  das  Gesetz  der  Äddirbarkeit  nannten.  Ist  also 
auf  der  Reihe  noch  ein  drittes  Object,  dessen  Parameter  v  sein 
möge,  und  entspricht  die  Folge  A,  ju,  v  der  Parameter  der  natür- 
lichen Reihenfolge  der  zugehörigen  Objecto,  so  ist 

fß,  i^)+K(^,  V) = /a,  V). 

Diese  Gleichung  gestattet  nun  sofort  auf  eine  speciellere  Form  der 
Maassfunction  zu  schliessen.  Denn  wir  sehen,  dass  auf  der  rechten 
Seite  die  Variabele  fi  nicht  vorkommt.  Sie  muss  daher  auch  auf 
der  linken  Seite  identisch  verschwinden.  Und  zwar  muss  dies  der 
Fall  sein  für  jedes  Werthsystem  A,  fx.  Kein  Glied  der  linken  Seite, 
in  welchem  fi  vorkommt,  kann  also  X  als  Factor  besitzen»  Und 
wir  schliessen  endlich  leicht,  dass  f{l^  fi)  die  Form  einer  Differenz 
einer  reinen  Function  von  X  und  einer  reinen  Function  von  ^u,  die 
beide  denselben  analytischen  Ausdruck  haben,  besitzen  muss. 
Wir  haben  also 

Nunmehr  handelt  es  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  ana- 
lytischen Form  von  y.  Aus  dem  Gesetz  der  Addition  der  Maass- 
unterschiede ziehen  wir  nun,  solange  der  Begriff  des  Sinnes  eines 
Maassunterschieds  noch  nicht  eingeführt  ist,  leicht  den  Satz,  dass 
es  auf  einer  Reihe  nur  ein  einziges  Element  giebt,  welches  gegen 
ein  gegebenes  anderes  einen  gegebenen  Maassunterschied  aufweist. 
In  der  That,  seien  P,  Q,  Q  drei  Objecto  einer  Reihe  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


QQ  =  0 


PQ+QQ  =  PQ\ 
dass,  sofern  nicht 

niemals  sein  kann 

PQ  =  PQ', 

d.  h.  damit  diese  Eigenschaft  bestehen  kann,  müssen  Q,  Q*  ta-^ 
sammenfallen;  ausgenommen  den  speciellen  Fall,  der  auch  im  vo- 
rigen Paragraphen  besprochen  wurde,  den  wir  aber  hier  noch  bei 
Seite  lassen  wollen. 
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Mit  Hiilfe  dieses  Satzes  können  wir  nun  für  jeden  beliebigen 
Werth  S  des  Maassunterschiedes  zu  einem  gegebenen  Object  X  einer 
Reihe*)  ein  neues,  fi,  construiren,  welches  jenem  in  natürlicher 
Reihenfolge  folgt.  Dies  kann  für  jedes  Object  X  geschehen,  sodass 
also  zu  jedem  X  der  Reihe  ein  und  nur  ein  ju  gehört  und  umge- 
kehrt. Die  Beziehung  zwischen  der  Reihe  der  X  und  derjenigen 
der  fi  ist  also  eine  ein-eindeutige.    Sie  besitzt  somit  die  Form 

AXfi+BX-i-Cfi+D  =  0, 

wo  die  Coefficienten  A,  B,  C,  2),  bezw.  ihre  Verhältnisse  von  dem 
angenommenen  Werthe  i  des  Maassunterschiedes  zwischen  den  Ob- 
jecten  A,  jii  noch  abhängig  sind. 

§8. 

Es  wird  zwar  im  Allgemeinen,  in  üebereinstimmung  mit  §  6, 
zutreflFen,  dass  der  Maassunterschied  zweier  Objecto  Null  wird,  wenn 
sie  zusammenfallen.  Aber  wir  wollen  nun  zeigen,  dass  es  auf  jeder 
Reihe  zwei  Objecto  giebt  der  Art,  dass  jedes  derselben  zu  betrachten 
ist  als  zwei  coincidirende  Elemente,  deren  Maassunterschied  aber 
nicht  Null  ist. 

In  der  That,  setzen  wir  in  der  im  vorigen  Paragraphen  ge- 
fundenen Gleichung  zwischen  X  und  ju 

X  =  fx, 
so  wird  dieselbe 

AX'  +  (B+C)X  +  D=::0, 

Diese  Gleichung  besitzt  nun  zwei  Wurzeln,  deren  jede  ein  ausge- 
zeichnetes Object  der  Reihe  bestimmt.  Wir  wollen  diese  Objecto 
durch  0  und  0'  bezeichnen.  Jedes  derselben  besteht  nun  aus  einem 
Paar  von  Objecten,  welche,  obgleich  thatsächlich  zusammenfallend, 
doch  den  Maassunterschied  d  besitzen.  Eine  weitere  wichtige  Eigen- 
schaft dieser  Objecto  beweist  sich  so.  Sei  X  irgend  ein  Object  der 
Reihe,  dann  ist  nach  dem  Gesetz  der  Addirbarkeit  und  da  jede 
Wurzel  X  der  letzten  Gleichung  zwei  Objecto  vom  Maassunterschied 
S  aber  mit  gleichem  Parameter  (also  coincidirend)  liefert, 


*)  Als  „Object  X"   bezeichne  ich  der  Kürze  halber  das  Object  der  Reihe, 
welchem  der  Parameter  wall  X  entspricht. 

36* 
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XO+i  =  xo, 

und  da  d  nicht  Null  ist 

X0  =  oo. 

Das  Object  0  hat  also  die  Eigenschaft,  gegen  jedes  andere  Object 
der  Reihe  einen  unendlich  grossen  Maassunterschied  zu  besitzen. 
Die  gleiche  Eigenschaft  besitzt  0\  Wir  haben  damit  also  zwei 
unendlich  ferne  Objecto  der  Reihe  gefunden.  Aus  §6  wissen 
wir  aber,  dass  es  auf  der  Reihe  nur  zwei  solche  Objecto  giebt. 
Dann  müssen  0  und  0'  diese  beiden  Objecto  sein,  und  ihre  we- 
sentliche Eigenschaft  darf  daher  nicht  von  dem  besonderen  Werthe 
von  d  abhängig  sein,  der  in  den  Coefßcienten  der  obigen  quadra- 
tischen Gleichung  für  A  enthalten  ist.  Wenn  daher  also  auch  die 
Coefficienten  der  Gleichung  zwischen  A  und  fti  sehr  wohl  Functionen 
von  d  sind,  so  dürfen  doch  die  Verhältnisse 

(B-hC):A,     D:A 

diese  Grösse  nicht  enthalten,  sodass  wir  also  setzen  können 

wo  nur  noch  die  Grösse  J  von  S  abhängt.  Die  erwähnte  Glei- 
chung zwischen  X  und  fi  lautet  also  nun 

A'k/X'h(B'+J)X'^(C''-J)fi+D'  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  aber  auf  eine  ganz  ausserordentlich  einfache 
Form  gebracht  werden,  wenn  wir  die  unendlich  fernen  Objecte  als 
diejenigen  wählen,  aus  denen  die  ganze  Reihe  abgeleitet  wird.  In 
diesem  Falle  muss  nämlich  die  quadratische  Gleichung 

AX'+(B+C)l-hD  =  0 

die  Wurzeln  0  und  oc  haben,  wonach  sein  muss 

^  =  0,     Z>  =  0. 

Die  Correlationsgleichung  zwischen  A  und  /*  reducirt  sich  somit 
in  diesem  Falle  auf 

BX-j-Cgx  =  0. 
Nun  ist  der  Quotient 

eine  Function  von  <!,  und  man  kann  daher  auch  umgekehrt  schliessen, 
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dass  d  eine  Function  des  Verhältnisses  —  sei,  also 


J 


=Ki)- 


Wir  fanden  aber  bereits  für  den  Maassunterschied  der  Objecto  A, 
fi  die  Form 

sodass  wir  nun  haben 


y(A)-yGu)  =  F(i-). 


Der  specielle  Werth  von  J,  mit  Hülfe  dessen  das  Resultat  erlangt 
wurde,  ist  ganz  aus  demselben  verschwunden,  auch  nicht  implicite 
in  demselben  enthalten.  Die  letzte  Gleichung  muss  also  ganz  un- 
abhängig von  rf,  für  jedes  Werthsystem  A,  fi  gelten,  und  zwar 
identisch.  Wir  dürfen  sie  daher  sowohl  nach  A,  wie  nach  fi  diife- 
rentiiren,  wodurch  wir  erhalten 


»■«=v^(t) 


und  hieraus 

Da  nun  X  und  fi  völlig  unabhängig  von  einander  sind,   so  kann 
diese  Gleichung  nur  bestehen,  wenn 

wo  II  eine  von  X  unabhängige  Grösse  bedeutet.     Daraus  ergicbt 
sich  dann 

dX         X 

fp(JX)  =  ÄlogA4-const. 

Damit  ist  dann  aber  auch  die  Maassfunction  f{X^  fi)  bestimmt.    Es 
ist 

=  J3(logA— logiiA) 
=  i71og  — . 
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Wir  sind  so  zu  folgendem  wichtigen  Satz  gelangt: 
„Seien  ä?,,  .r,,  ^„  x^  und  y,,  y,,  y„  y,  die  beiden  un- 
endlich   fernen    Objecto    einer   Reihe,     und   seien   ferner 

^i-^hi^  ^3+^y,,  ^s+^ys»  ^4-+-^y4  ^^^^  ^.-h/^^p  ^j-+-My,, 

.r,-|-jiiy,,  ai^+fiy^  irgend  zwei  andere  Objecto  derselben 
Reihe,  so  wird  deren  Maassunterschied  ausgedruckt  durch 

HQogX—logfi), 

wo  H  eine  Constante  ist,  die  von  den  gewählten  Maass- 
einheiten abhängt.^ 

§9. 

Diese  Methode,  die  uns  zur  Kenntniss  des  Ausdrucks  für  den 
Maassunterschied  zweier  Objecto  einer  Reihe  führte,  ist  elementar 
und  einfach.  Es  wird  daher  gut  sein,  die  Sache,  wenigstens  theil- 
weise  noch  einmal  vom  allgemeinerem  Standpunkte  aus  zu  be- 
handeln. 

Wir  gehen  wieder  aus  von  der  Gleichung  für  A,  ju 

AXfi-^BX-hCfi-hD  =  0, 

wo  also  die  Coefficienten  Functionen  des  Maassunterschiedes  i  sind. 
Seien  dann  X',  k"  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  wenn  in  ihr 
X  =  fi  gesetzt  wird.    Dann  kann  sie  auf  die  Form  gebracht  werden 

Xfx-hX(i>—iX'—iX")-hiii(-'d-^^X'—iX")+X'X''  =  0. 

Denn  wenn 

X  =  fi 

wird  diese  Gleichung  sowohl  durch  A'  als  auch  A"  erfüllt,  während 
^  verechwindet.  Dieses  ^  ist  überhaupt  eine  Function  des  Maass- 
unterechiedes,  der  auch  nur  durch  ^  in  die  Gleichung  eingeht*). 
Lösen  wir  dieselbe  nach  ^  auf,  so  ist 

Aiu-iC^'-hA")(A+i«)-hAT' 

jU  —  X 

Den  Maassunterschied  selber  fassen  wir  nun  als  Function  von  ^^ 
auf,  nehmen  ihn  gleich  i^X^)?  sodass  nun  ist 

<p(l)-ip(fi)  =  F(»). 

Wenn  wir  hier  den  obigen  Werth  von  ^  einsetzen,  so  erhalten  wir 


•)  Siehe  auch  oben  §  7  hierzu. 
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eine  identüche  Gleichung,  die  gänzlich  unabhängig  ist  von  dem 
besonderen  Wertlie  von  d.  Die  auftretenden  Functionen  müssen 
daher  alle  so  bestimmt  werden,  dass  jene  Identität  erhalten  bleibt 
für  beliebige  Werthsysteme  A,  /u.  Dann  wird  die  Differentiation 
wieder  gestattet  sein.     Wir  haben  nun 

dg>    _    dF   dd-  dg>    _   dF    dd- 

dX    ~    dd'     dX   '  df^i    ~    dd    dfx   ' 

und  also 

oder 

welche  Gleichung  sich  unter  die  Form  subsumirt 

Wenn   man  nun  wieder  die  vollkommene  Unabhängigkeit  von  X 
und  ju  von  einander  beachtet,  so  folgt,  dass  man  haben  muss 

tp(X)  =  A, 

wo  h  von  X  und  fx  unabhängig  ist.     Wir  setzen 

h  =  B(X'—X") 
und  haben  somit 

CA— A')(A— A'Oy'W  =  Ä(A'— A") 
oder 

_    m'-n 


~^\X—X'        X—X")' 


und  hieraus  durch  Integration,  wenn  a  die  willkürliche  Constante 
bedeutet 

5P(A)  ==  H[log(X-X')-log(X-X"y]-i-a, 

und  ganz  analog 

g>(fi)  =  E[log(fi-X')-logOi-X")]+a. 

Und  hieraus  folgt  endlich  der  Maassunterschied 
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Der  Quotient 


(;t— A')(iw— A") 


ist  aus  den  vier  Zahlen  A,  /i;  A',  A''  ganz  nach  Analogie  eines 
Doppel  Verhältnisses  gebildet.  Er  würde,  wenn  wir  diese  Analogie 
weiter  verfolgen  wollten,  zu  bezeichnen  sein  als  das  Doppelverhält- 
niss  der  Parameter  A,  fx  zu  den  beiden  ausgezeichneten  Parametern 
A',  A",  welche,  wie  wir  vorhin  sahen,  den  unendlich  fernen  Ele- 
menten der  Reihe  angehören.  Es  wäre  aber  ganz  unrichtig,  wenn 
man  mit  dem  Begriif  des  Doppelverhältnisses  hier  geometrische 
Reminiscenzen  verknüpfen,  vielleicht  gar  den  Begriff  der  „Distanz'' 
hier  hereinbringen  wollte.  Das  Doppelverhältniss  ist  hier  lediglich 
von  arithmetischer  Bedeutung  als  eine  bestimmte  Form  einer  Func- 
tion von  vier  Zahlen. 

Aus  den  Gleichungen  für  die  Grössen  d  und  d-  ergeben  sich 
folgende  Beziehungen  zwischen  diesen  Grössen.  Man  jBndet,  wenn 
man  in  der  Gleichung  für  d  vom  Logarithmus  zur  Zahl  übergeht, 
nach  einigen  leichten  Rechnungen 

^  =  KA"-A')V^, 


und  hieraus  nun  wieder  durch  Umkehrung 


»—iß"—X') 


§10. 

Nachdem  es  uns  gelungen  ist,  einen  analytischen  Ausdruck 
für  den  Maassunterschied  zweier  Objecto  einer  Reihe,  also  einer 
Mannigfaltigkeit  ersten  Grades,  aufzustellen,  wollen  wir  nun  zwei 
Objecto  betrachten,  die  einem  Felde  angehören. 

In  jeder  Reihe  dieses  Feldes  giebt  es  zwei  unendlich  ferne 
Objecto,  mit  deren  Hülfe  der  Maassunterschied  irgend  zweier  an- 
deren Objecte  sich  bestimmen  lässt,  wie  wir  gesehen  haben.     Für 
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die  Maassbestimmong  in  dem  Felde  wird  es  nun  nothwendig  sein, 
die  Vertheilung  aller  dieser  unendlich  fernen  Objecte  der  einzelnen 
Reihen  im  Felde  zu  kennen.  Wir  gelangen  damit  zu  folgendem 
Problem: 

In  einem  Felde  ist  eine  Reihe  gegeben.  Von  einem 
der  unendlich  fernen  Objecte  derselben,  0,  lassen  wir 
eine  neue  Reihe  ausgehen.  Dieselbe  wird  nun  ebenfalls 
zwei  unendlich  ferne  Objecte  besitzen,  und  es  entsteht 
die  Frage,  ob  0  eines  derselben  ist. 

Diese  Frage  muss  bejaht  werden.  Denn  man  nehme  auf  der 
erst  gegebenen  Reihe  ein  Object  A  an,  so  ist  der  Maassunterschied 
OA  jedenfalls  unendlich  gross.  Wenn  nun  0  nicht  ein  unendlich 
fernes  Object  auch  der  zweiten  Reihe  ist,  so  können  wir  auf  dieser 
jedenfalls  ein  Object  B  so  annehmen,  dass  nicht  nur  der  Maass- 
unterschied OB,  sondern  auch  der  Maassunterschied  AB  endlich 
ist.  Damit  wurde  dann  ein  Mittel  gegeben  sein,  von  dem  Objecte 
A  zu  dem  unendlich  fernen  Objecte  0  zu  gelangen  durch  Verbin- 
dung der  beiden  endlichen  Maassunterschiede  AB  und  BO,  Dies 
ist  aber  oflFenbar  unmöglich.  Es  müsste  dann  eine  Verbindung 
zweier  endlichen  Zahlen,  die  im  wesentlichen  nur  den  Character 
einer  Summe  haben  kann,  eine  jede  endliche  Grenze  überschrei- 
tende Zahl  ergeben.    Wir  dürfen  somit  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  0  ein  unendlich  fernes  Object  einer  Reihe  ist, 
so  ist  es  auch  unendlich  fernes  Object  jeder  beliebigen 
anderen  Reihe,  der  es  angehört. 

Nehmen  wir  nun  ein  solches  unendlich  fernes  Object  0  als 
gegeben  an,  und  denken  uns  eine  beliebige  Anzahl  von  Reihen, 
die  alle  dieses  Object  enthalten.  In  jeder  derselben  wird  dann 
noch  ein  weiteres  unendlich  fernes  Object  vorkommen.  Wir  wollen 
dieselben  mit  0,,  0,,  0„  ...  bezeichnen.  Die  Werthe  der  Coor- 
dinaten  «,,  x^,  ^,,  welche  diese  unendlich  fernen  Objecte  bestim- 
men, müssen  nun  offenbar  einer  Bedingungsgleichung  genügen,  der 
wir  ganz  allgemein  die  Form  geben 

/*(ä„  a,,  a?,)  =  0. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Reihe  durch  0,,  Oj.  Dieselbe  muss 
zwei  unendlich  ferne  Objecte  besitzen,   und  alle  ihre  anderen  Ob- 
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jecte  werden  dann  durch  eine  lineare  Gleichung  in  x^,  ^,,  jc^ 

L  =  0 
bestimmt  sein. 

Nun  ist  jedes  Object,  welches  der  Bedingung 

fO^ll   ^2,   '0  =  0 

genügt,  ein  unendlich  fernes.    Daher  werden  die  gemeinschaftlichen 

Lösungen  von 

/=0,    L  =  0 

auch  sämmtlich  unendlich  ferne  Objecte  definiren.  Aber  wir  sahen 
schon,  dass  auf  einer  Reihe  nur  zwei  unendlich  ferne  Objecte  sich 
finden.  Daher  kann  es  auch  nur  zwei  Werthsysteme  ä,,  ä,,  ä, 
geben,  die  jenen  beiden  Gleichungen  simultan  genügen.  Das  heisst 
aber  mit  anderen  Worten:  die  Function  /  muss  eine  ganze  ratio- 
nale Function  zweiten  Grades  sein.     Die  Gleichung 

f  =  Q 

bestimmt  auch  alle  unendlich  fernen  Objecte  des  Feldes.  Denn, 
es  sei  S  ein  unendlich  fernes  Object,  welches  nicht  jener  Gleichung 
genügt.  Dann  würde  irgend  eine  beliebige  Reihe  durch  S,  da  sie 
jedenfalls  auch  zwei  Elemente  mit  dem  durch  /  =  0  definirten 
Gebilde  (der  unendlich  fernen  Objecte  des  Feldes)  gemeinschaftlich 
hat,  drei  unendlich  ferne  Objecte  besitzen,  was  unmöglich  ist. 

Wir  haben  somit  den  wichtigen  Satz: 

„Alle  unendlich  fernen  Objecte  eines  Feldes  liegen 
auf  einer  Reihe  zweiter  Ordnung." 

Es  wird  also  jede  Reihe  eines  Feldes  zwei  Objecte  gemein 
haben  mit  der  „unendlich  fernen  Reihe  zweiten  Grades".  Und 
diese  Objecte  sind  eben  die  unendlich  fernen  Objecte  der  Reihe. 

§11- 

Wir  fanden  als  allgemeinen  Ausdruck  des  Maassunterschiedes 
zweier  Objecte  A,  pb  den  folgenden 

JJClogA— logju). 
Es  ist  aber 

wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Ebenso  ist 
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WO  m  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  ist.  Daraus  ei^iebt  sich,  dass  für 
den  Maassunterschied  der  Elemente  A,  /u  die  Formel  vollständig 
lautet 

wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 
Wenn  in  dem  Ausdrucke 

logA — log/i 

die  Variabele  A  von  einem  gegebenen  Anfangswerthe  aus  eine  ste- 
tige Werthenreihe  durchlaufend  zu  jenem  Ausgangswerthe  zurück- 
geführt wird,  so  erhält  die  Function  den  Zuwachs 

2  Eni, 

Es  stellt  also  diese  Zahl  im  Zusammenhang  unserer  Untersuchungen 
den  Maassunterschied  eines  Objectes  gegen  dasselbe  Object  vor, 
wenn  wir,  von  diesem  Object  ausgehend,  uns  die  ganze  Reihe  — 
mit  Durchschreitung  des  Unendlichen  —  bis  zum  Ausgangsobject 
durchlaufen  denken.  Wir  nennen  daher  die  Zahl  2i/7ri  den  Um- 
fang der  Reihe. 

Der  Maassunterschied   zwischen    den  Objecten  -\-X  und  — X 

findet  sich  gleich 

Uni. 

Dies  Resultat  ist  auch  nicht  in  Widei'streit  mit  der  Thatsache, 
dass  A  =  0  sowohl  wie  A  =  oo  je  zwei  zusammenfallende  Ob- 
jecto bedeuten.  Denn  in  jedem  dieser  Fälle  sind  die  coincidirenden 
Objecto  unendlich  ferne,  und  der  Maassunterschied  zweier  im  Un- 
endlichen zusammenfallender  Objecto  hat  unbestimmten  Werth,  der 
also  ebensogut  Uni  wie  jeder  andere  sein  kann. 

Mit  den  bisherigen  Mitteln  ist  die  Maassbestimmung  .auf  jeder 
Reihe  und  zwischen  je  zwei  Objecten  eines  Feldes  in  völlige  Klar- 
heit gestellt.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Be- 
ziehungen, welche  zwischen  verschiedenen  Reihen  einer  Mannig- 
faltigkeit C  bestehen. 

§12. 

Es  seien  also  zwei  Reihen  beliebig  gegeben.  Beide  enthalten 
in  gleicher  Mächtigkeit  je  eine  unendliche  Anzahl  von  Objecten. 
Es  wird   daher   möglich  sein,  jedem  Object  der  einen  Reihe  ein 
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solches  der  anderen  so  zuzuordnen,  dass  die  Correlation  je  zweier 
solcher  Objecte  eine  ein- eindeutige  ist  Wenn  daher  ein  Object 
der  ersten  Reihe  durch  den  Parameter  A,  das  entsprechende  der 
zweiten  Reihe  durch  den  Parameter  A'  definirt  ist,  so  wird  fol- 
gende Correlationsgleichung  bestehen 

Sind  nun  A,,  A,,  A,,  A^  vier  Werthe  von  A;  und  A,,  A',,  A',,  X\ 
die  entaprechenden  Werthe  von  A',  so  wird,  wenn  man  diese  vier 
'Werthepaare  in  die  letzte  Gleichung  einsetzt,  die  Elimination  von 
P,  Q,  /?,  S  möglich  und  wir  erhalten 

A]      A,   ^  Ag      A^    Aj      A3    ^   A^      A^    ^ 

Am         A-  A|  A^  Aj         Aj  /fj'~~'/»^ 

Wir  wollen  nun  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Ob- 
jecten  einer  Reihe  einführen,  indem  wir  dasselbe  definiren  als  das 
Doppelverhältniss  der  vier  die  Objecte  bestimmenden  Parameter. 

Dann  giebt  die  letzte  Gleichung  folgenden  Satz: 

Wenn  die  Objecte  zweier  Reihen  einander  in  ein-ein- 
deutiger  Weise  zugeordnet  werden,  dann  ist  das  Doppel- 
verhältniss von  je  vier  Objecten  der  einen  Reihe  gleich 
dem  Doppelverhältniss  der  vier  entsprechenden  Objecte 
der  anderen  Reihe. 

Wenn  drei  Paare  entsprechender  Objecte  zweier  solcher  Reihen 
gegeben  sind,  so  kann  mit  Hülfe  der  obigen  Gleichung  dann  zu 
jedem  ferneren  Object  A  das  correspondirende  A'  gefunden  werden. 

Unter  den  verschiedenen  Arten  dieses  ein -eindeutigen  Ent- 
sprechons  zweier  Reihen  giebt  es  eine,  die  besondere  Aufmerksam- 
keit verdient,  nämlich  diejenige,  bei  der  der  Maassunterschied 
zweier  Objecte  der  einen  Reihe  gleich  ist  dem  Maassunterschied 
der  entsprechenden  beiden  Objecte  der  anderen  Reihe. 

Diese  besondere  Art  der  ein-eindeutigen  Correspondenz  zweier 
Reihen  ist  indessen  nur  möglich,  wenn  eine  bestimmte  characte- 
ristische  Bedingung  erfüllt  ist. 

Zunächst  ist  erforderlich,  dass  einem  unendlich  fernen  Object 
der  einen  Reihe  ein  unendlich  fernes  Object  der  andern  zugeordnet 
ist.  Denn,  wenn  X  ein  unendlich  fernes  Object  der  einen  Reihe 
ist,   so    hat   es   gegen  jedes  Object  dieser  Reihe  einen  unendlich 
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grossen  Maassunterschied.  Wenn  daher  die  Correspondenz  von  der 
angedeuteten  Art  sein  soll,  so  muss  das  entsprechende  Element  X' 
ebenfalls  gegen  jedes  Object  seiner  Reihe  unendlich  grossen  Maass- 
unterschied besitzen,  d.  h.  es  muss  ein  unendlich  fernes  Object 
dieser  Reihe  sein. 

Wenn  nun  X,  Y  die  unendlich  fernen  Objecto  der  einen  Reihe, 
X\  y  diejenigen  der  anderen  sind,  und  wenn  A^  B  irgend  zwei 
Objecto  der  ersten,  A\  B'  die  correspondirenden  Objecto  der  zweiten 
Reihe  sind,  so  ist,  da  die  Reihen  einander  ein-eindeutig  zugeordnet 
sind 

{ABXY)  =  {A'B'X'Y'), 

wenn  wir  die  übliche  Bezeichnung  der  Doppelverhältnisse  auch 
hier  anwenden.     Wenn  nun  der  Umfang  der  ersten  Reihe 

2H7ii, 
derjenige  der  zweiten 

2Hni 
ist,  so  soll  hier  sein 

E\og{ABXY)  =  mQg{A'B'X'Y'\ 

aus  welcher  Gleichung  wegen  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
folgt 

Wenn  es  also  möglich  sein  soll,  zwei  Reihen  einander  ein-eindeutig 
so  zuzuordnen,  dass  die  Maassunterschiede  entsprechender  Objecten- 
paare  gleich  sind,  so  muss  die  Constante  H  für  beide  Reihen  den- 
selben Werth  haben;  und  umgekehrt  wird,  wenn  die  Constanten 
H  zweier  Reihen  gleich  sind,  eine  ein-eindeutige  Zuordnung  der 
betrachteten  Art  für  diese  Reihen  möglich  sein. 

Wenn  wir  uns  nun  vergegenwärtigen,  dass  das  Messen  nach 
der  früher  gegebenen  Definition  im  Grunde  darin  besteht,  zwischen 
den  beiden  zu  vergleichenden  Mannigfaltigkeiten  eine  Correspondenz 
der  hier  vorliegenden  Art  herzustellen,  so  wird  offenbar,  dass  die 
Constante  H  überhaupt  innerhalb  der  ganzen  dreifachen  Mannig- 
faltigkeit C  einen  und  denselben  Werth  besitzen  muss,  da  ohne 
dies  es  nicht  möglich  wäre,  eine  beliebige  Reihe  der  Mannigfaltig- 
keit zu  der  gewählten  Fundamentalreihe  —  dem  Maassstabe  ge- 
wissermaassen  —  in  diejenige  ein-eindeutige  Zuordnung  zu  bringen, 
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nach  der  entsprechende  Objectenpaare  beider  Reihen  gleiche  Maass- 
unterschiede besitzen. 

Man  kann  die  Nothwendigkeit  der  Gleichung 

auch  noch  in  anderer  Weise  darthun.  In  der  That,  denken  wir 
uns  eine  Reihe  abgeleitet  aus  ihren  beiden  unendlich  fernen  Ob- 
jecten.  Dann  wird,  wie  oben,  der  Maassunterschied  zwischen  den 
Objecten  A  und  a  dieser  Reihe 

H(}ogl — loga) 

sein;  und  in  analoger  Weise  wird  auf  einer  zweiten  Reihe  der 
Maassunterschied  zweier  Objecto  /i  und  ß  sich  durch  den  Ausdruck 

Ä'GogM-log^) 

bestimmen.  Nehmen  wir  nun  die  Objecto  a,  ß  als  feste,  unver- 
änderlich an;  und  sind  A,  ft  ein  Paar  zugeordneter  Elemente,  so 
ist  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Elemente  nach  der  Correspon- 
denz  der  gleichen  Maassunterschiede  einander  entsprechen,  folgende 

H\og—  =  E\og  ^ 


a  ^  ß 

oder  in  algebraischer  Form 


ff' 


f = ar- 


ß 

Diese  Gleichung  stellt  nun  keine  ein-eindeutige  Correspondenz  zwi- 
schen A,  fx  dar.  Denn  wenn  wir  einen  der  Werthe  von  der  rechten 
Seite  durch  w  bezeichnen,  so  haben  wir  für  X  das  System  von 
Werthen 

wo  k  irgend  eine  ganze  Zahl  ist.  Und  dieses  System  setzt  sich 
zusammen  aus  H  Einzel  werthen,  wenn  auch  B  eine  ganze  Zahl 
ist.  Aber  dann  und  nur  dann  reducirt  sich  dieses  ganze  Werth- 
system  auf  den  einzigen  W^erth  w,  wenn 

B^  =  H, 

und  nur  dann  entspricht  auch  umgekehrt  einem  Werthe  /i  nur 
ein  einziger  Werth  X. 
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Endlich  kann  man  sich  von  der  Constanz  von  H  durch  die 
ganze  Mannigfaltigkeit  C  hindurch,  auch  so  überzeugen.  Der 
Maassunterschied,  zweier  Objective  einer  Reihe  hatte  sich  als  perio- 
dische Function  ergeben,  deren  Periode  wir  als  Umfang  der  Reihe 
bezeichneten.  Seien  A,  h*  die  Umfange  zweier  Reihen,  und  d  der 
Maassunterschied  zweier  Objecto  auf  der  ersten  derselben.  Wenn 
wir  nun  auf  der  anderen  Reihe  ein  Objectenpaar  a,  X  bestimmen, 
dessen  Maassunterschied  ebenfalls  i  ist,  so  wird  sich  gleichfalls  ein 
solches  ergeben  mit  dem  Maassunterschied  ^+/t,  forner  ein  solches 
mit  dem  Maassunterschied  (f+2Ä,  u.  s.  w.,  von  a  ergeben  müssen. 
Es  ist  daher  unmöglich,  ein  einzelnes  Object  mit  dem  Maassunter- 
schied  d-\-mh  von  a  zu  finden,  wenn  nicht 

d.  h. 

E  =  E. 

Es  sind  also  die  Umfange  aller  Reihen  einer  dreifachen  Man- 
nigfaltigkeit einander  gleich.  In  dem  Ausdrucke  für  den  Umfang 
ist  die  willkürliche,  oben  bei  der  Integration  eingeführte  Constante 
E  enthalten,  die  noch  nicht  bestimmt  ist.  Wir  wollen  über  diese 
Zahl  nun  eine  solche  Entscheidung  treffen,  dass  der  Umfang  gleich 

n  wird,  also 

2Hni  =  n 

oder 

1 

H  = 


2i 


§13. 

Seien  nun  a,,  a^,  a„  a^  irgend  vier  in  der  Mannigfaltigkeit 
C  enthaltene  Objecto,  die  von  einander  unabhängig  sind,  die  also 
nicht  alle  einem  Felde  oder  einer  Reihe  angehören  sollen.  Dann 
wird  unsere  ganze  dreifache  Mannigfaltigkeit  wieder  dargestellt 
durch  den  Ausdruck 

wo  a;,,  Ä^,  ar„  a^  verändörliche  Zahlen  sind.  Unter  den  Objecten 
dieser  ganzen  Mannigfaltigkeit  sind  nun  wieder  unendlich  ferne 
enthalten.  Wir  suchen  die  Bedingung,  welcher  die  Coordinaten 
eines  Objectes  genügen  müssen,   damit  dieses  unendlich  fern  sei. 
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Diese  Bedingung  wird  in  der  Form 

f(x,,  d?,,  ar„  arj  =  0 

erscheinen.  Jedes  unendlich  ferne  Object  der  Mannigfaltigkeit  C 
muss  dieser  Gleichung  genügen,  und  umgekehrt  ist  durch  jedes 
Werthsystem  der  x^  welches  mit  jener  Gleichung  verträglich  ist, 
ein  unendlich  fernes  Object  bestimmt,  ^wei  lineare  Gleichungen 
zwischen  den  4:,,  ar^,  :r,,  x^  bestimmen  eine  Reihe.  Sind  diese 
Gleichungen  L  =  0,  A/=0,  so  sind  die  gemeinschaftlichen  Lö- 
sungen der.  drei  Gleichungen 

L  =  0,     M=Q 
f(x^,  j?,,  Ä„  x^)  =  0 

die  Coordinaten  der  unendlich  fernen  Objecto  auf  der  Reihe  (L  =  0, 
M=0),  Es  kann  aber  nur  zwei  solcher  Objecto  geben.  Es  darf 
somit  auch  nur  zwei  Werthsysteme  «,,  x^,  a?,,  x^  geben,  die  jenen 
drei  Gleichungen  simultan  genügen.  Die  Function  /  muss  daher 
wieder  eine  ganze  rationale  Function  vom  zweiten  Grade  ihrer 
Argumente  sein. 

„Alle  unendlich  fernen  Objecto  einer  Mannigfaltig- 
keit dritten  Grades  liegen  auf  einem  Felde  zweiter  Ord- 
nung." Die  dieses  Feld  definirende  Gleichung  wollen  wir  in  Zu- 
kunft mit 

U=0 

bezeichnen. 

§14. 

Wir  haben  bisher  das  Object  als  das  fundamentale  Element 
der  dreifachen  Mannigfaltigkeit  C  betrachtet.  Eine  Reihe  wurde 
dann  aus  zwei  Objecten  abgeleitet,  und  zwei  Reihen,  die  mehr  als 
ein  Object  gemeinschaftlich  hatten,  mussten  überhaupt  alle  Objecto 
gemeinschaftlich  haben. 

Wir  wollen  nun  dem  Objecto  die  Reihe  als  fundamentales 
Element  substituiren,  wodurch  das  Princip  der  Dualität  in  unsere 
Betrachtungen  Eingang  erlangt.  Wir  betrachten  dann  also  das 
Object  als  Erzeugniss  zweier  Reihen,  oder  wie  wir  in  Anlehnung 
an  das  vorige  sagen  wollen,  als  abgeleitet  aus  zwei  Reihen,  näm- 
lich aus  denjenigen,  denen  es  gemeinschaftlich  ist. 

Durch   die  Zeichen  r^^   r,   bezeichnen  wir  zwei  Reihen  und 
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dnrch  a^,  x^  wieder  Zahlengrössen.     Dann  ist 

der  Ausdruck  für  eine  Reihe,  welche  das  gemeinschaftliche  Object 
von  r,,  Tj  ebenfalls  enthält.  Variirt  das  Verhältniss  x.^ix^^  so  er- 
halten wir  eine  einfache  Mannigfaltigkeit  oder  eine  Reihe  von 
Reihen.  Der  Einfachheit  des  Ausdrucks  halber  wollen  wir  diese 
neue  Mannigfaltigkeit  ersten  Grades  als  ein  Büschel  von  Reihen 
bezeichnen.  Die  Eigenschaft  nun  zweier  Reihen,  die  nur  ein  gemein- 
schaftliches Object  besitzen,  dass  sie  nicht  zusammenfallen,  also  mit 
Ausnahme  jener  gemeinschaftlichen  Stelle,  zunächst  wenigstens  im 
Endlichen,  ganz  getrennt  sind,  wollen  wir  ihre  Ab  w  eichung  nennen, 
und  das  Maass  dieser  Eigenschaft  mit  dem  gleichen  Namen  bezeich- 
nen. Die  Abweichung  zweier  Reihen  ist  vollkommen  analog  dem 
Maassunterschied  zweier  Objecto  einer  Reihe,  ja  sie  ist  geradezu  der 
Maassunterschied  in  der  einfachen  Mannigfaltigkeit  desReihenbüschcls. 
Sie  wird  also  ganz  denselben  Gesetzen  unterworfen  sein,  wie 
der  Maassunterschied  in  der  anderen  einfachen  Mannigfaltigkeit, 
der  Reihe,  sodass  wir  bei  Herleitung  eines  analytischen  Ausdrucks 
für  dieselbe  nur  die  Untersuchungen  über  den  früheren  Maassunter- 
schied zu  reproduciren  hätten. 

Wir  begnügen  uns  daher,  sofort  das  Resultat  anzugeben: 
„Sind  a?,,  x^  und  y,,  y,  die  Coordinaten  zweier  Reihen 
eines  Büschels,  ferner  A,,  A,  und  jWj,  /tt,  die  Coordinaten 
der  beiden  unendlich  fernen  Reihen  des  Büschels,  so  wird 
die  Abweichung  zwischen  den  Reihen  (Xy<,x^  und  (y,,y2) 
bestimmt  durch 

wenn  man  bedenkt,  dass  die  Coordinatenverhältnisse 
nichts  anderes  sind,  als  die  in  den  früheren  Paragraphen 
angewandten  Parameter.^ 

§15. 

Die  Existenz  je  zweier  unendlich  fernen  Reihen  für  jedes 
Büschel  brauchte  nach  den  Untersuchungen  über  die  Reihe,  als 
die   vorbildliche  Mannigfaltigkeit    ersten    Grades,    nicht    besonders 

Ball,  Mechanik.  37 
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nachgewiesen  werden.  Wir  gehen  sofort  über  zur  Erledigung  der 
Frage  nach  der  Vertheilung  aller  unendlich  fernen  Reihen  der 
sämmtlichen  Büschel  eines  Feldes. 

Die  Erledigung  dieses  Problems  wird  ermöglicht  durch  die, 
aus  dem  mehrfach  angegebenen  Grunde  übrigens  ganz  berechtigte, 
Herübernahme  des  in  der  Theorie  der  Reihe  gefundenen  Satzes, 
dass  ein  unendlich  fernes  Object  einer  Reihe  auch  unendlich  fernas 
Object  jeder  andern  Reihe  ist,  der  es  angehört.    Der  Satz  lautet  hier: 

Wenn  0  eine  unendlich  ferne  Reihe  irgend  eines 
Büschels  ist,  so  ist  sie  auch  unendlich  ferne  Reihe  jedes 
anderen  Büschels  in  demselben  Felde. 

Sind  nun  r^,  r,,  r,  irgend  drei  von  einander  unabhängige, 
also  nicht  einem  Büschel  angehörige,  Reihen  eines  Feldes,  so  ist 
jede  andere  Reihe  dieses  Feldes  gegeben  durch  den  Ausdruck 

wo  x^^  ^2»-^i  ^^®  Coordinaten  dieser  Reihe  sind. 

Irgend  ein  Object  L  in  dem  Felde  wird  durch  eine  Gleichung 

bestimmt,  wo  L,,  L^?  ^^s  numerische  Grössen  sind.  Zwei  Systeme 
(^,,a?j,  jjj),  die  dieser  Gleichung  genügen,  werden  ein  Paar  von 
Reihen  bestimmen,  welche  jenes  Object  gemeinschaftlich  haben. 

Wenn  nun  die  Coordinaten  einer  unendlich  fernen  Reihe  die 
Gleichung  erfüllen 

yC^i,  -2^2,  ^,)  =  0» 
dann  wird  eine  das  Object  L  enthaltende  unendlich  ferne  Reihe 
definirt  werden  durch  das  System  der  gleichzeitigen  Lösungen  von 

LjÄ,-|-Lj^2+L,^,  =  0 

^(j^l,  ^3,  ^3)  =  0. 

Aber  es  kann  nun  wieder  für  jedes  Object  nur  zwei  unendlich  ferne 
Reihen  geben.  Die  letztere  Gleichung  muss  daher  auch  wieder 
vom  zweiten  Grade  sein.  Wir  haben  somit  das  folgende  wichtige 
Resultat: 

„Die  Coordinaten  aller  unendlich  fernen  Reihen 
eines  Feldes  genügen  einer  homogenen  Gleichung  zweiten 
Grades.** 
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§16. 

Wenn  wir  uns  die  für  den  Maassunterschied  zweier  Objecto 
einer  Reihe  gefundenen  Sätze  sowie  die  ihnen  entsprechenden  für 
die  Abweichung  zweier  Reihen  eines  Büschels  vergegenwärtigen, 
so  kommen  wir  zu  folgenden  allgemeinen  Ergebnissen. 

Es  giebt  hinsichtlich  des  Maassunterschiedea  zweier  Objecte  in 
jedem  Felde  ein  System  ausgezeichneter  Objecte  und  ausgezeich- 
neter Reihen.  Die  ausgezeichneten  Objecte  sind  dadurdi  characte- 
risirt,  dass  sie  von  jedem  anderen  Objecte  durch  unendlich  grossen 
Maassunterschied  getrennt  sind.  Die  ausgezeichneten  Reihen  haben 
die  Eigenschaft,  dass  jede  zwei  ihrer  Objecte  den  Maassunterschied 
Null  besitzen. 

Auch  hinsichtlich  der  Abweichung  zweier  Reihen  enthält  jedes 
Feld  zwei  Systeme  ausgezeichneter  Elemente:  Objecte  und  Reihen. 
Jede  ausgezeichnete  Reihe  hat  unendlich  grosse  Abweichung  gegen 
jede  andere  Reihe.  Jedes  ausgezeichnete  Object  besitzt  die  Eigen- 
schaft, dass  jedes  Paar  von  Reihen,  dem  es  angehöil,  die  Abwei- 
chung Null  hat. 

Jede  Reihe  enthält  im  Allgemeinen  zwei  Objecte  von  unend- 
lich grossem  Maassunterschied  gegen  jedes  andere,  und  zwei  Ob- 
jecte, deren  Reihen  vei'schwindende  Abweichung  besitzen.  Jedes 
Reihenbüschel  enthält  im  Allgemeinen  zwei  Reihen  von  unendlich 
grosser  Abweichung  gegen  jede  andere,  und  zwei  Reihen,  deren 
sänuntliche  Objectenpaare  verschwindenden  Maassunterschied  be- 
sitzen. 

Auf  einer  Reihe  mit  durchgehends  verschwindendem  Maass- 
unterschied der  Objectenpaare  fallen  die  unendlich  fernen  Objecte 
zusammen,  und  ihr  Maassunterschied  gegen  andere  Objecte  der 
Reihe  ist  unbestimmt.  In  einem  Reihenbüschel,  dessen  Reihen-, 
paare  durchgehends  die  Abweichung  Null  besitzen,  fallen  die  beiden 
Reihen  von  unendlich  grosser  Abweichung  zusammen,  und  ihre 
Abweichung  gegen  jede  andere  Reihe  des  Büschels  wird  unbestimmt. 

Die  Existenz  einer  Reihe  mit  überall  verschwindendem  Maass- 
unterschied der  Objectenpaare  ist  eben  eine  Consequenz  des  Zu- 
sammenfallens  der  beiden  unendlich  fernen  Objecte  der  Reihe.  Wir 
können  somit  den  Satz  aufstellen: 

37* 
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Eine  Reihe,  die  zwei  consecutive  unendlich  ferne  Ob- 
jecte  besitzt,  ist  eine  Reihe  von  überall  verschwinden- 
dem Maassunterschied  der  Objecte. 

Diesem  entspricht  nach  dem  Princip  der  Dualität  der  andere 
Satz: 

Ein  Object,  welches  zwei  consecutiven  unendlich  fer- 
nen Reihen  gemeinsam  ist,  besitzt  die  Eigenschaft,  dass 
alle  Reihen,  welchen  es  angehört,  die  Abweichung  Null 
gegeneinander  haben. 

§17. 

Aus  diesen  Ergebnissen  kann  in  keiner  Weise  strenge  ge- 
schlossen werden,  dass  die  unendlich  fernen  Objecte  auf  den  un- 
endlich fernen  Reihen  liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  eine 
Reihe  unendlich  ferner  Objecte  auch  eine  unendlich  ferne  Reihe  sei. 

W^ohl  aber  dürften  die  gewonnenen  Resultate  hinreichen,  um 
die  Aufstellung  des  zur  Vollendung  unserer  Theorie  der  Maassbe- 
stimmung nothwendigen  Grundsatzes  zu  rechtfertigen,  den  wir  so 
fonnuliren: 

„W^enn  zwei  Reihen  eines  Feldes  die  Abweichung  Null 
besitzen,  so  ist  ihr  gemeinschaftliches  Object  ein  unend- 
lich fernes,  und  umgekehrt." 

Das  gemeinsame  Object  aller  Reihen  eines  Büschels  von  überall 
verschwindender  Abweichung  ist  daher  unendlich  fern,  und  hieraas 
folgern  wir  das  wichtige  Resultat,  dass  alle  Objecte  von  unendlich 
grossem  Maassunterschied  gegen  die  andern  gleichzeitig  die  Eigen- 
schaft besitzen,  dass  alle  durch  sie  hindurchgehenden  Reihen  ver- 
schwindende Abweichung  haben,  und  umgekehrt.  Dann  fallen  aber 
in  der  That  die  beiden  Systeme  ausgezeichneter  Elemente,  die  wir 
im  vorigen  Paragraphen  anführten,  in  eines  zusammen. 

Jedes  consecutive  Paar  ausgezeichneter  Objecte  bestimmt  eine 
Reihe,  deren  einzelne  Objecte  verschwindenden  Maassunterschied 
gegen  einander  und  zugleich  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  jedes 
Reihenbüschel  durch  sie  überall  verschwindende  Abweichung  auf- 
weist. 

Unendlich  ferne  Objecte  sind  solche,  die  im  Allgemeinen 
von  jedem  anderen  Object  durch  unendlich  grossen  Maassunterschied 
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getrennt  sind,  und  zugleich  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  jedes  sie 
enthaltende  Reihenpaar  verschwindende  Abweichung  hat. 

Unendlich  ferne  Reihen  sind  solche,  die  im  Allgemeinen 
gegen  jede  andere  Reihe  unendlich  grosse  Abweichung  und  zugleich 
die  Eigenschaft  besitzen,  dass  der  Maassunterschied  eines  jeden  ihrer 
Objectenpaare  im  Allgemeinen  verschwindet. 

§18. 

Sowohl  der  Maassunterschied  zweier  Objecto  als  auch  die  Ab- 
weichung zweier  Reihen  ist  durch  den  analytischen  Ausdruck  des 
Logarithmus  eines  Doppelverhältnisses  bestimmt.  Dieser  Logarith- 
mus besitzt  noch  als  Factor  eine  willkürliche,  aus  einer  Integration 
hervorgegangene  Constante,  die  wir  für  den  ersten  Fall  mit  H^  im 
zweiten  mit  R^  bezeichneten.  Die  Bedeutung  von  H  war  dadurch 
festgestellt,  dass  wir 

2H7ti 

als  Umfang  der  Reihe  definirten.    Analog  wollen  wir 

2Wni 

als  Umfang  des  R^ihenbüschels  bezeichnen.  Und  zur  Definition 
von  H^  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die  Umfange  von  Reihe 
und  Büschel  übereinstimmen.    Es  muss  dann  also  werden 

2Wni=n 
oder 

^  --21 

H'  =  B. 

Damit  ist  dann  die  Maassbestimmung  unserer  allgemeinen 
dreifachen  Mannigfaltigkeit  C  vollständig  festgestellt.  Es  möge 
noch  bemerkt  werden,  dass  nunmehr  für  diese  Maassbestimmung 
die  sämmtlicheu  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  in  der 
üblichen  Form  können  hergeleitet  werden. 
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Kapitel  XXVI. 

Die  ränmliche  Abbildung  einer  allgemeinen  dreifachen 
Mannigfaltigkeit  und  die  elementare  Bewegnng. 

§1. 

Wie  schon  in  der  Einleitung  des  vorigen  Kapitels  hervorge- 
hoben wurde,  halten  wir  uns  an  die  Erfahmngsthatsache,  dass  uns 
der  Raum  als  dreifache  Mannigfaltigkeit  erscheint. 

Es  braucht  nun  nicht  bewiesen  zu  werden,  dass  zwei  gleich 
mächtige  Mannigfaltigkeiten  immer  einander  so  können  zugeordnet 
werden,  dass  einer  Constituente  der  einen  eine  der  anderen  Man- 
nigfaltigkeit entspricht  und  umgekehrt.  Diese  ein-eindeutige  Cor- 
respondenz  der  beiden  Mannigfaltigkeiten  wollen  wir  als  die  Ab- 
bildung derselben  auf  einander  bezeichnen. 

Die  Constituenten  irgend  einer  ganz  allgemein  gedachten  drei- 
fachen Mannigfaltigkeit  haben  wir  als  Objecto  bezeichnet.  Die 
Constituenten  des  Raumes  sind  die  Punkte.  Irgend  ein  Object  der 
durch  den  Ausdruck 

analytisch  gegebenen  Mannigfaltigkeit  ist  durch  die  Verhältnisse  der 
vier  Zahlen  x  gegeben.  Durch  die  gleichen  Verhältnisse  können 
wir  immer  eindeutig  einen  Punkt  im  Räume  bestimmen.  Wir 
werden  daher  den  Raum  R  auf  die  Mannigfaltigkeit  C\  immer  so 
abbilden  können,  dass 

Einem  Object  von  C  entspricht  ein  Punkt  von  Ä,  und 
einem  Punkt  von  R  entspricht  ein  Object  von  C. 

Seien  zwei  Objecto  in  C  gegeben,  also 

Dann  lässt  sich  aus  diesen  Objecten  eine  Reihe  ableiten,  deren 
Ausdruck  ist 

WO  A  ein  stetig  veränderlicher  Parameter  ist.  Einem  jeden  durch 
einen   bestimmten  Werth  von  A  characterisirten  Object  entspricht 
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ein  Punkt  mit  den  Coordinaten 

^i+^}/n    -^a+^y^i   ^s+^^y.)   ^4+^3/4- 

Für  veränderliches  X  liegen  aber  alle  diese  Punkte  auf  der  durch 
die  Punkte  a;,  y  geführten  Graden.     Daher: 

Die  Objecte  einer  Reihe  in  C  entsprechen  ein-ein- 
deutig  den  Punkten  einer  geraden  Linie  in  R, 

Sind  drei  Objecte  in  C  gegeben  durch  die  Ausdrücke 

so  wird  der  Ausdruck 

-h(^4+Ay,+A*0«4 
ein  Feld  darstellen,  wenn  A,  /u  sich  continuirlich  ändern.  Jedem 
durch  ein  Werthsystem  (A,  pC)  gegebenen  Objecte  dieses  Feldes  cor- 
respondirt  in  R  ein  Punkt  von  den  Coordinaten 

Alle  diese  Punkte  erfüllen  für  veränderliche  (A,  ]u)  eine  Ebene. 
Daher: 

Die  Objecte  eines  Feldes  in  C  entsprechen  ein-ein- 
deutig  den  Punkten  einer  Ebene  in  R. 

Wir  sahen  im  vorigen  Kapitel,  dass  alle  unendlich  fernen  Ob- 
jecte von  C  Coordinaten  besitzen,  welche  einer  homogenen  qua- 
dratischen Gleichung  genügen.     Danach  schliessen  wir: 

Alle  unendlich  fernen  Objecte  von  C  haben  als  Bilder 
in  R  solche  Punkte,  die  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
angehören. 

Diese  Fläche  nennen  wir  die  absolute  Fläche  des  Raumes  R, 

Erinnern  wir  uns  der  Definition  für  das  Doppelverhältniss  von 
vier  Objecten  einer  Reihe,  so  haben  wir  sofort  den  Satz: 

Das  Doppelverhältniss  von  vier  Objecten  einer  Reihe 
ist  gleich  dem  Doppelverhältniss  der  vier  entsprechenden 
Punkte  der  Geraden,  welche  der  Reihe  correspondirt. 

Hieraus  und  aus  dem  analogen  Satz,   der  aus  der  Correspon- 
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denz  zwischen  Reihenbüschel  und  Strahlenbüschel  herzuleiten  ist, 
folgern  wir  nun  die  wichtigen  Ergebnisse: 

Der  Maassunterschied  zweier  Objecte  ist  proportional 
dem  Logarithmen  des  Doppelverhältnisses  der  beiden  ent- 
sprechenden Punkte  zu  denjenigen  Punkten,  in  welchen 
deren  Verbindungsgerade  die  absolute  Fläche  schneidet. 

Die  Abweichung  zweier  Reihen  eines  Büschels  ist 
proportional  den  Logarithmen  des  Doppelverhältnisses 
desjenigen  ebenen  Strahlenbüschels,  welches  gebildet 
wird  aus  den  beiden  jenen  Reihen  entsprechenden  Strah- 
len und  den  beiden  Tangenten,  die  von  dem  Durch- 
schnittspunkte dieser  Strahlen  nach  der  absoluten  Fläche 
gezogen  werden  können. 

Der  Punkt  ;r, ,  ^j,  ^3,  x^  besitzt  in  Bezug  auf  die  Absolut- 
fläche U  =0  die  Polarebene 

du        du        du        au  _ 
""*  5^  "^^^  ö^  "^''»  ö^  "^'^*  ö^  ~  ^• 

Das  diesem  Punkte  entsprechende  Object  besitzt  also  ein  „Polar- 
feld", welches  dieser  Ebene  correspondirt.  Mit  Einführung  der 
Begriffe  Pol  und  Polare  für  Object  und  Feld  erlangen  wir  fast  so- 
fort den  Satz: 

Der  Maassunterschied  eines  Objects  von  jedem  Object 

TT 

seiner  Polarebene  ist  gleich  -^• 

Endlich  lässt  sich  nunmehr  auch  der  Begriff  der  Abweichung 
zweier  Felder  aufstellen  durch  den  Satz: 

Die  Abweichung  zweier  Felder  wird  definirt  als  die 
Abweichung  ihrer  Pole. 

§2. 

Bevor  wir  in  der  Betrachtung  der  Abbildung  einer  allgemeinen 
Mannigfaltigkeit  C  auf  dem  gegebenen  Raum  weitergehen,  möge 
kurz  die  Bedeutung  der  Untersuchungen  des  vorigen  Capitels  für 
die  Geometrie  erörtert  werden. 

Wir  hatten  gefunden,  dass  jede  Reihe  zwei  unendlich  ferne 
Objecte    enthält.     Und    zwar   waren    diese    bestimmt    durch    die 
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Wurzeln  einer  gewissen  quadratischen  Gleichung.  Darauf  fussend 
haben  wir  weiter  schliessen  können,  da.ss  alle  unendlich  fernen 
Objecte  eines  Feldes  eine  Reihe  zweiten  Grades  bilden. 

Die  Gleichung  dieses  Gebildes  war  homogen,  durch  die  drei 
Coordinaten  o;,,  ^,,  ^,  eines  Objectes  in  einem  Felde,  gegeben 

f(x,,  x^,  ^,)  =  0, 
wo  also  /  eine  quadratische  Form  der  Argumente  bedeutet. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  möglich.  Erstens  kann  die  Form  / 
so  beschaffen  sein,  dass  der  obigen  Gleichung  stets  durch  reelle 
Werthsysteme  (o?,,  ar.^,  x^)  genügt  werden  kann.  Dann  hat  jede 
Reihe  in  dem  betrachteten  Felde  zwei  reelle  unendlich  ferne  Objecte. 
Zweitens  kann  die  Form  /  zerfallen  in  das  Product  zweier  gleichen 
linearen  Factoren.  Dann  hat  jede  Reihe  thatsächlich  nur  ein 
unendlich  fernes  Object,  welches  aber  allerdings  betrachtet  werden 
muss  als  ein  Paar  coincidirender  Objecte.  Endlich  ist  drittens 
möglich,  dass  der  Gleichung  f=0  überhaupt  nicht  durch  reelle 
Werthsysteme  (^,,^2,^,)  genügt  werden  kann.  Dann  hat  keine 
Reihe  des  Feldes  unendlich  ferne  (reelle)  Objecte.  Die  Reihe  ist 
dann  ein  im  Endlichen  in  sich  zurückkehrendes,  geschlossenes, 
Gebilde. 

Es  giebt  also  drei  verschiedene  Formen,  in  denen  wir  uns 
hinsichtlich  der  Maassverhältnisse,  die  allgemeinste  Mannigfaltigkeit 
ersten  Grades,  die  Reihe,  vorstellen  können. 

In  der  Euklidischen  Geometrie  wird  die  Annahme  gemacht, 
dass  die  gerade  Linie,  also  eine  Mannigfaltigkeit  ersten  Grades  nur 
einen  unendlich  fernen  Punkt  besitzt.  Diese  Annahme  erhält  ihre 
Berechtigung  aus  .dem  Umstände,  dass  wir  mit  ihr  bei  keiner 
Anwendung  der  Geometrie  zu  Ergebnissen  gelangen,  die  der  Er- 
fahrung widersprechen. 

Rein  theoretisch  muss  aber  zugegeben  werden,  dass,  da  wir 
niemals  zu  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  vordringen 
können,  sondern  immer  nur  endliche  —  wenn  auch  lioch  so  grosse  — 
Strecken  kennen  lernen,  die  beiden  anderen  Annahmen,  die  nach 
der  allgemeinen  Theorie  möglich  sind,  gleiche  Berechtigung  mit  der 
thatsächlich  gemachten  besitzen. 

Man  hat  daher  auch  unter  den  Voraussetzungen,  dass  die 
Gerade  entweder   zwei   oder   gar  keine  unendlich   fernen  Punkte 
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besitze,  in  sich  consequente  Geometrieen  ausgebildet.  Die  eine,  bei 
der  man  der  Geraden  zwei  unendliche  ferne  Punkte  zuspricht,  hat 
man  die  hyperbolische  Geometrie  genannt,  während  die  andere,  in 
der  die  gerade  Linie  ohne  reelle  unendlich  ferne  Punkte  auftritt, 
als  elliptische  Geometrie  bezeichnet  wird.  In  Uebereinstimmung  mit 
dieser,  im  Anschiuss  an  einen  häufigen  Gebrauch  in  der  modernen 
Geometrie  gewählten,  Terminologie  heisst  die  Euklidische  Geometrie 
auch  parabolische  Geometrie. 

Wir  werden  im  Folgenden  eine  Mannigfaltigkeit  betrachten, 
für  die  eine  der  elliptischen  Geometrie  analoge  Maassbestimmung 
Platz  greift,  weshalb  wir  uns  hier  auf  einige  kurze  Bemerkungen 
über  die  hyperbolische  Geometrie  beschränken  wollen. 

Da  in  dieser  Geometrie  die  Gerade  zwei  unendlich  ferne  Punkte 
besitzt,  so  giebt  es  durch  einen  Punkt  immer  zwei  Geraden,  welche 
eine  gegebene  gerade  Linie  im  Unendlichen  schneiden,  mit  andern 
Worten:  durch  einen  Punkt  giebt  es  zwei  Parallelen  zu  einer 
Geraden.  Diese  Parallelen  schliessen  einen  Winkel  mit  einander 
ein,  der  wächst  mit  der  Entfernung  des  Punktes  von  der  gegebenen 
Geraden.  Rückt  der  Punkt  insbesondere  in  unendliche  Entfernung 
von  der  Geraden,  so  wird  der  Winkel  der  Parallelen  gleich  /r.  Zählt 
man  die  Winkel  in  umgekehrter  Richtung,  so  ist  dieser  Parallel- 
winkel jetzt  Null,  wie  auch  offenbar  ist,  da  zwei  Geraden,  die  sich 
auf  dem  Fundamentalkegelschnitt  schneiden  den  Winkel  Null  ein- 
schliessen.  Der  Winkel  zwischen  einer  Geraden  und  einer  ihrer 
Parallelen  ist  also  auch  Null.  Leicht  zu  sehen  ist  auch  nun,  dass 
die  Summe  der  Winkel  in  einem  Dreiecke,  dessen  Ecken  unendlich 
fern  liegen.  Null  ist.  In  einem  ganz  im  Endlichen  gelegenen 
Dreieck  des  hyperbolischen  Raumes  ist  die  Winkelsumme  kleiner 
als  2  TT. 

Wir  begnügen  uris  mit  diesem  Hinweise  auf  einige  wichtige 
Punkte  aus  der  hyperbolischen  Geometrie  und  verw^eisen  in  Bezug 
auf  nähere  Auseinandersetzungen  auf  die  Arbeiten  der  Herren  Bat- 
taglini*)  und  F.  Klein**). 


*)  Battaglini,  Sulla  geometria  imaginaria  di  Lobatschewsky.  Giornale  di 
matematiche  t.  V.    1867. 

**)  F.  Klein,  lieber  die  sogen.  Nicht-Euklidische  Geometrie.  Mathematische 
Annalen.   t.  IV. 
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Wenden  wir  uns  nun  noch  zu  einer  kurzen  Betrachtung  der 
Art  und  Weise,  in  der  sich  die  parabolische  Geometrie  als  Special- 
fall der  allgemeinen  Maassbestimmung  in  einer  dreifachen  Mannig- 
faltigkeit darstellt.  In  der  parabolischen  Geometrie  fallen  die  beiden 
unendlich  fernen  Punkte  der  Geraden  in  einen  einzigen  zusammen. 
Das  unendlich  ferne  Gebilde  der  Ebene  wird  also  hier  eine  einzige 
doppelt  zu  zählende  Gerade  —  die  unendlich  ferne  Gerade  —  sein. 
Auf  dieser  Geraden  liegt  das  imaginäre  Punktepaar 

^'+y'  =  0, 

wie  man  sich  leicht  überzeugt,  wonn  man  die  Kreisgleichung  in 
orthogonalen  Coordinaten  in  der  Form  der  Gleichung  eines  Kegel- 
schnittbüschels schreibt 

S+Xuv  =  0, 
wo 

S  =  x^-^y^ 

u  EE  const. 

ist,  und  wenn  man  noch  beachtet,  dass  für  ein  Parallelcoordinaten- 
system  die  unendlich  ferne  Gerade  die  Gleichung 

const.  ==  0 
hat. 

Dieses  Punktepaar  —  die  imaginären  Kreispunkte  —  und  die 
sie  verbindende  Doppelgerade  sind  also  der  unendlich  ferne  Kegel- 
schnitt der  Euklidischen  Ebene. 

Wir  sehen  nun  sofort,  dass  die  Maassbestimmung  im  ebenen 
Strahlenbüschel  ganz  den  allgemeinen  Gesetzen  folgt,  die  für  den 
Reihenbüschel  gefunden  wurden.  Jeder  Büschel  besitzt  zwei  Funda- 
mentalstrahlen,  nämlich  die  durch  die  Kreispunkte  gehenden.  Gehen 
wir  also  sofort  zur  Betrachtung  der  Maassbestimmung  auf  der 
geraden  Linie  über.     Ist  in  homogenen  Punktcoordinaten 

W=0 
die  Gleichung  des  unendlich   fernen  Gebildes  der  Ebene,   und  wir 
wollen  den  Maassunterschied  der  Punkte  ^(^,,  x^.  ^3)  und  ^/Ö/i^y-ijy») 
einer  Geraden  bestimmen,   so  sind  in   W  an  Stelle  der  Variabein 
die  Ausdrücke  fxa.  —  Ay.  zu  substituiren,  wodurch  wir  erhalten 
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,t'  W„-2X^iW^+X'  W„  =  0, 

WO  die  Bedeutung  der  Zeichen    W^;^»,   W^^y,   W^r,  klar  ist.     Daraus 
ergiebt  sich 


X 
wo  —  das  Doppelverhaltniss  der  Punkte  .r,  y  zu  den  beiden  Schnitt- 

punkten  ihrer  Geraden  mit   W  =0  ist.     Es  ist  nun  der  Maass- 
nnterschied  d  von  a  und  y 

d  =  ^og  ^ 


Nun  ist 


\ogt=  2earccos 


«-hl 


und  somit 


21/r  ' 


J  =  2  JBTiarccos  — ; ^^^—z:^ 


oder  auch 


d  =  2i?Varcsin  -^  '^'^  ^''*'      '^'^^ 


Ist  nun 


}fwZw, 


yy 


die  Gleichung  der  unendlich  fernen  Geraden,  so  wird  hier 

und  wenn  wir  mit  A  die  Discriminante  von  W  bezeichnen,  so  ist 

W^  W,,-  Wly  =  Af{x,  y), 

und  dies  verschwindet,  weil  A  =  0,  wenn  W  ein  vollständiges 
Quadrat.  Setzen  wir  noch  statt  des  verschwindenden  Sinus  den 
Bogen,  so  ist,  nach  Unterdrückung  des  Factors  A 


<r  =  2fit  ^^f^^^ 


yw^w, 


yy 


Px-Vy 

Der  Maassunterschied  zweier  Punkte  einer  Geraden  ist  also  in  der 


Kap.  XXYI.    Die  räumliche  Abbildung  etc.  589 

Euklidischen  Geometrie  eine  algebraische  Function  der  Coordi- 
naten  dieser  Punkte,  während  die  Abweichung  zweier  Strahlen 
eines  Büschels,  ihr  Winkel,  eine  transcendente  Function  bleibt, 
wie  in  der  allgemeinen  Mannigfaltigkeit  die  Abweichung  zweier 
Reihen  eines  Büschels. 

Die  vollkommene  Dualität,  auch  hinsichtlich  der  Maassver- 
hältnisse, zwischen  Reihen  und  Büscheln,  die  wir  in  der  Theorie  der 
allgemeinen  Mannigfaltigkeit  dritten  Grades  fanden,  hört  also  in 
der  Euklidischen  oder  parabolischen  Geometrie  auf. 

Betreffs  fernerer  Ausführungen,  die  uns  hier  zu  weit  vom 
eigentlichen  Gegenstand  ablenken  würden,  sehe  man  Herrn  Killings 
Werk  und  den  oben  erwähnten  Aufsatz  des  Herrn  F.  Klein  nach. 

§3. 

Indem  wir  uns  nun  wieder  zu  allgemeineren  Untersuchungen 
wenden,  werden  wir  von  der  im  §  1  angegebenen  Abbildung  einer 
Mannigfaltigkeit  C  auf  den  gegebenen  Raum  der  Erfahrung  durch- 
gängig Gebrauch  machen.  Dabei  möge  aber  ganz  ausdrücklich 
hervorgehoben  sein,  dass  wir  mit  der  Mannigfaltigkeit  C  keinerlei 
geometrische  Begriffe  verbinden  wollen.  Namentlich  möge  immer 
festgehalten  werden,  dass  die  Objecto  von  C  und  die  Punkte  des 
Raumes  in  gar  keine  Beziehung  stehen,  als  dass  die  letzteren  die 
Bilder  der  ersteren  —  gewissermaassen  Zeichen  für  die  Objecto, 
niemals  aber  die  Objecto  selber  —  sind. 

Wir  wollen  hier  in  der  Mannigfaltigkeit  C  diejenige  Beziehung 
betrachten,  welche  der  Bewegung  im  Erfahrungsraum  entspricht. 
Dabei  wird  es  vollkommen  berechtigt  sein,  wenn  wir  unsere 
Grundvorstellungen  bilden  nach  jenen,  die  wir  in  unserem  Räume 
erworben  haben. 

Nun  lässt  sich  eine  unendlich  kleine  Verschiebung  eines 
starren  Systems  im  Räume  immer  dai*stellen  durch  eine  eindeutige 
Transformation  der  Coordinaten  aller  Systempunkte,  die  den 
Character  hat,  dass  die  Entfernung  zweier  Systempunkte  durch  die 
Coordinatentransformation  nicht  geändert  wird*). 

Von   dieser  Bemerkung  ausgehend  denken    wir  uns   nun  die 


*)  Siehe  Eirchboff,  Mechanik.    Vorlesung  VIII. 
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Mannigfaltigkeit  C  erfüllt  von  zwei  Systemen  von  Objecten,  die  in 
solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  einem  Object  des  einen 
Systems  ein  Object  des  anderen  entspricht,  und  umgekehrt.  Ist 
jedes  Object  durch  seine  vier  homogenen  Coordinaten,  oder  also 
durch  seinen  Bildpunkt  gegeben,  so  wird,  wenn  die  Objecto  des 
einen  Systems  durch  x^  die  des  anderen  durch  y  bezeichnet  werden, 
diese  Beziehung  ihren  analytischen  Ausdruck  wieder  nur  in  der 
folgenden  linearen  Transformation  finden  können 

y,  =  (11)^,+(12)^,+(13>3+(14>, 

y^  =  (31)^,+(32)^,-h(33)^,-h(34)^, 

y,  =  (41)^,-h(42)^,+(43)^,+C44)a?,. 

Soll  diese  Transformation  derjenigen  entsprechen,  welche  im  Räume 
Bewegung  heisst,  so  muss  sie  so  beschaffen  sein,  dass  wenn  die 
Objecto  x^  5  durch  die  Transformation  in  die  Objecto  3/,  i]  über- 
geführt werden,  und  wenn  man  durch  das  Functionszeichen  S  den 
Maassunterschied  bezeichnet, 

ist. 

§4. 

Wenn  nun  0  ein  unendlich  fernes  Object  vor  der  Transfor- 
mation ist,  so  muss  es  auch  offenbar  nach  derselben,  als  Object  0\ 
unendlich  fern  sein.  Denn,  es  sei  irgend  ein  anderes  Object  X  von 
der  Transformation  nicht  unendlich  fern,  und  werde  auch  durch 
dieselbe  nicht  in  ein  unendlich  fernes  übergeführt.  Es  heisse  nach 
der  Transformation  X'.     Dann  ist,  nach  obigem, 

J(0,  X)  =  8{0\  X), 

Von  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  wissen  wir,  dass  sie  einen 
unendlich  grossen  Werth  besitzt.  Wir  schliessen  somit,  dass  auch 
die  rechte  unendlich  gross  sein  muss.  Demnach  muss  eins  der 
Elemente  0',  X^  unendlich  fern  sein.  Und  da  dies  für  X'  aus- 
di'ücklich  als  nicht  zutreffend  vorausgesetzt  wird,  so  muss  0*  un- 
endlich fern  sein. 

Bei  einer  linearen  Transformation  der  Mannigfaltig- 
keit 6*,    bei  der  Erhaltung  der  Maassunterschiede  statt- 
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findet,  gehen  also  unendlich  ferne  Objecte  wieder  in  un- 
endlich ferne  über. 

Wir  können  dies  auch  so  ausdrücken,  dass  bei  einer 
solchen  Transformation  das  unendlich  ferne  Gebilde  in 
sich  selbst  transformirt  wird. 

Endlich  kann  dem  Ergebniss,  unter  Berücksichtigung  der  Ab- 
bildung von  6' auf  dem  Punktraum  auch  die  Form  gegeben  werden: 

Bei  der  räumlichen  Abbildung  einer  linearen  Trans- 
formation von  6',  welche  die  Maassunterschiede  unverän- 
dert lässt,  wird  die  Absolutfläche  des  Bildraumes  in  sich 
selbst  transformirt. 


§5. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  welche  Form  der  Gleichung  des 
unendlich  fernen  Gebildes  von  C  —  oder  was  hier  auf  dasselbe 
hinauskommt  der  Absolutfläche  des  Bildraumes  —  für  die  fernere 
analytische  Behandlung  die  einfachste  ist.  Wir  wollen  diese  Frage 
in  der  eingehenden  Weise  besprechen,  in  der  sie  durch  Sir  R. 
Ball  erörtert  worden  ist,  und  zwar  wollen  wir  sie  direct  erledigen 
für  den  Bildraum,  womit  sie  ja  dann  auch  für  die  Mannigfaltigkeit 
C  entschieden  ist. 

Im  Allgemeinen  existiren  immer  vier  Punkte  im  Räume,  die 
durch  eine  lineare  Transformation  ungeändert  bleiben.  Man  findet 
dieselben,  wenn  man  setzt 

und  den  Parameter  ()  aus  der  Gleichung  vierten  Grades  bestimmt 

(11)-^,       (12),  (13),  (14) 

(21),  (22)-e,       (23),  (24) 

(31),  (32),  (33) -ß,       (34) 

(41),  (42),  (43),  (44) -e 

welche  Determinante  wir  für  ^  =  0  mit  A  bezeichnen. 

Die  vier  Wurzeln  von  (</),  die  wir  mit  ^,,  ^j,  ^3,  Q^  bezeich- 
nen, bestimmen  nun  die  vier  Doppelpunkte  der  beiden  Punktsy- 
steme a  und  y.  Die  Coordinaten  diaser  Doppelpunkte  bezeichnen 
wir  durch 


0/) 


=  0, 
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^;. 


X 


in 


i   •> 


X 


IV 


f  =  1,  2, 8,  4 


Diese  Punkte  sind  die  Ecken  eines  Tetraeders,  dessen  eine  Seiten- 
ebene  die  Gleichung 


X  =0 


hat,  wo 


X.  = 


X 

ai 

X 
X 


15 
t 

ff 

n 
1  » 


X 


2» 


^. 


X 
X 


I 


S' 

r/f 
S   9 


X 

X 


8) 


n 
3' 

ff' 

S    9 


4 

f 
4 

f/ 

4 

fn 

4 


Bilden  wir  nun   das  Produkt  der  Determinanten  X^   und  A,   so 
wird,  mit  Hülfe  bekannter  Sätze 

wo  y,  die  Bedeutung  hat 

x\ 


5^.= 


X 


1» 
1» 


1     9 


X 


n 


39 


ff 
39 

3     9 


1^4 

x' 


4 

ff 

4 

4 


Beachtet  man  nun,  dass 

^   =  ?!   ft  ^8  ^49 

so  folgt  y,  =  ^,  Xj  und  analoge  Gleichungen  für  die  anderen 
Grössen  Y: 

5^1  =  ^1^19   5^j=^a^j9   y,  =  ftX„   y,  =  ^,x,. 

Die  Grössen  x^^  x^,  j?„  ^^  können  aus  den  Gleichungen 

Xi  =  0  1  =  1,2,3,4 

als  lineare  homogene  Functionen  der  X<  dargestellt  werden.  Die 
Gleichung  der  Absolutfläche  des  Bildraums  wird  dann  auch  als 
Function  der  Xi  erscheinen 

Diese  Gleichung  soll  nun  unverändert  bleiben,  wenn  wir  jeden 
Punkt  durch  den  ihm  auf  Grund  der  YerwandtschaftsgleichungeD 
dos  §  3  entsprechenden  ersetzen.     Es  muss  also  auch  sein 

/(r„  r„  y.,  yj  =  o, 
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mit  anderen  Worten:  die  Gleichung 

/(X„  X„  X,,  X,)  =  0 

muss  bestehen   bleiben,   wenn  Q^X^   an  Stelle  von  X,,  . . .,  Q^X^ 
an  Stelle  von   X^  tritt.     Aus   dieser  Bedingung  ist  nun  die  be- 
sondere Form  der  quadratischen  Function  /  abzuleiten. 
Sei  demnach  ganz  allgemein 

Machen  wir  nun  hier  die  angegebenen  Substitutionen,  so  erhalten 
wir  als  Bedingungen  dafür,  dass  die  Fläche  in  sich  übergeht,  diese 
Kette  von  Gleichungen 

-^11^? '  ^11  =  AiQ\  •  ^»»  =  •••  =  A^QiQi '  ^n  =  •••  • 
Hier  sind  nun  zunächst  einige  Sonderfalle  zu  beachten.     Sind  alle 
Coefficienten  -4,   mit  Ausnahme  eines.   Au,  Null,  so  ist  die  Glei- 
chung der  Absolutfläche 

stellt  also  nur  eine  Ebene  des  oben  erwähnten  Tetraeders  dar. 

Verschwindet  von  den  Grössen  A  nur  Aiu  nicht,  so  haben  wir 
für  f  die  Form  XiXk  und  die  Gleichung 

XiXi  =  0 
giebt  ein  Ebenenpaar. 

Sind   alle  Coefficienten  Null  bis  auf  die  beiden  Au  und  Akk, 
so  wird  wiederum  die  Fläche  ein  Ebenenpaar 

AiiXl-^-AkkXl  =  0, 
mit  der  Bedingung 

Ebenso  wird  bei  nur  zwei  nicht  verschwindenden  Coefficienten 
die  Form  möglich  sein 

AuX!+2AikXiXk=^0, 
die  durch  obige  Transformation  in  sich  selbst  übergeht,  wenn 

Q1  =  QiQk^ 

und  ebenfalls  ein  Ebenenpaar  darstellt. 
In  gleicher  Weise  ist  das  Ebenenpaar 

AikXiXk-hAijXiXj  =  0 

Ball,  Mechanik.  38 
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mit  der  Bedingung 

QiQk  =  QiQj 

eine  mögliche  Form  des  Gebildes  f=0. 

Endlich  schliessen  sich  als  ferner  mögliche  zweigliedrige  Formen 
von  /  hier  an 

mit  der  Bedingung 
und 

mit  der  Bedingung 


Qi=QgQk' 

In  ganz  analoger  Weise  können  wir  die  Reihe  von  Sonderfällen 
aufzählen,  in  denen  /  trinomische  Form  hat.  Dann  genügen  die 
Grössen  q  zwei  simultanen  Gleichungen;  wie  etwa  für 

/*  =  0  die  Form  hat 

^„X|+^„Z;+2^„X,X,  =0. 

Alle  diese  Formen  der  Function  zweiten  Grades  haben  ja  nun 
allerdings  die  Eigenschaft,  ungeandert  zu  bleiben  durch  eine  Trans- 
formation, die  die  Maassunterschiede  ungeandert  lässt.  Die  ein- 
fachste allgemeine  unter  ihnen  ist  aber  jedenfalls*) 

-4,,  X^  X^-\-A^^  A,  X^  =  0, 

die  wir  auch,  wenn 

so  schreiben  können 

(a)    X,Z,+AZ,X,  =*0 
mit  der  Bedingung 

In  dieser  Form  wollen  wir  demnach  die  Gleichung  der  Absolutfläche 
annehmen.  Aus  ihr  erkennen  wir,  dass  für  die  angenommene 
Transformation  nicht  nur  die  Absolutfläche  selber,  sondern  eine 
einfach   unendliche  Menge   von  Flächen   zweiten  Grades   in   sich 


*)  Die  anderen  einfachen  binomischen  Formen  führen  wie  wir  sahen  alle 
auf  specielle  Fälle  einer  Fläche  zweiter  Ordnung. 
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übergehen.     In  der  That  bleibt  der  Quotient 


unabhängig  von  seinem  Werthe  ungeändert,  wenn  die  Trans- 
formation so  beschaffen  ist,  dass 

QiQ^—QnQ*  =  0. 
Betrachten  wir  nun  eine  Reihe,  auf  deren  Objecto  eine  solche 
Transformation  angewandt  ist.  Seien  P,  Q  zwei  Objecte  dieser 
Reihe,  deren  unendlich  ferne  Objecte  wir  durch  X,  Y  bezeichnen. 
Durch  die  Transformation  werden  diese  Objecte  bezüglich  über- 
geführt in  P\  Q',  X',  Y\  von  denen  die  beiden  letzteren  unend- 
lich fem  sein  müssen,  da  unendlich  ferne  Objecte  durch  die  Trans- 
formation auch  wieder  in  solche  übergeführt  werden.  Endlich  lässt 
die  Transformation  bekanntlich  die  Doppelverhältnisse  ungeändert, 
sodass  wir  also  haben 

(PQXy)  =  (P'Q'X'r), 

woraus  nach  den  Ergebnissen  des  Kapitels  XXV  folgt,  dass  der 
Maassunterschied  der  Objecte  P,  Q  gleich  dem  der  transformirten 
Objecte  P',  Q'  ist.  Es  bleiben  also  in  der  That  durch  die  ange- 
wandte Transformation  alle  Maassunterschiede  ungeändert. 

Aus  der  vollkommenen  Dualität,  welche  zwischen  Reihen  und 
Büscheln  besteht,  schliessen  wir  sofort,  dass  auch  alle  Ab- 
weichungen durch  diese  Transformation  ungeändert  bleiben. 

§6. 

Wir  fanden  als  Bedingung,  welche  die  Coefficienten  einer 
linearen  Transformation  erfüllen  müssen,  damit  diese  die  hier  ver- 
langte Eigenschaft  besitze,  die  Gleichung 

zwischen  den  vier  Wurzeln  der  Gleichung  ((/),  Dies  ist  aber  nur 
ein  Factor  der  allgemeineren  Gleichung 

(Q,Q,—Q2QiXQiQz—Q,Q4XQiQ4—Q^Qz)  =  0, 
welche  für  solche  Bewegungstransformationen  immer  besteht.    Von 
der  Existenz   dieser  Gleichung  überzeugt   man  sich  leicht,    wenn 
man  die  geometrische  Beziehung  der  Absolutfläche,  wie  sie  durch 

38* 
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Gleichung  (2)  gegeben  ist,   zu  dem  Coordinatentetraeder  beachtet. 
Wir  wollen  die  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse,   um  die  es  sich 
hier  handelt,  noch  rein  geometrisch  zeigen. 
Alle  Flächen  der  Schaar 

haben  je  zwei  Erzeugende  jeder  Art  geraein,  nämlich 

X,  =0,    X,  =  0;      X,  =  0,     X,  =  0 
und 

X^  =0,     X,  =  0;       X,  =0,    X,  =  0. 

In  der  That,  die  Geraden  X,  =  0,  X,  =  0  und  X,  =  0  liegen 
beide  in  der  Ebene  X,  =  0  und  schneiden  also  einander,  gehören 
somit  verschiedenen  Systemen  Erzeugender  der  Fläche  an.  Dasselbe 
gilt  für  die  beiden  anderen  Geraden,  die  sich  in  der  Ebene  X,  =  0 
schneiden. 

Das  Tetraeder,  welches  diese  vier  Geraden  bilden  bleibt  nun 
ungeändert  bei  der  Transformation.  Irgend  ein  Punkt  der  Geraden 
X,  =0,  X,  =  0,  dessen  Coordinaten  sind 

0,    X„    0,    X, 

geht  über  in  einen  Punkt 

0,    ^,Xj,    0,    ^^X^. 


Fig.  58. 


2, 


Seien  in  Fig.  58:  1,  2,  3,  4  die 
Ecken  des  Fundamentaltetraeders. 
Die  Transformation  möge  P  in  P\ 
Q  in  Q'  überführen.    Jedem  P  auf 

24  entspricht  ein  P'  und  die  Reihen 
der  P  und  P'  sind  projectiv.  Ganz 
dasselbe  gilt  von  den  Reihen  der  Q 

und  Q'  auf  13.  Dabei  sind  2,  4 
und  1,  3  die  Doppelpunkte  der  beiden 

Reihen  24  und   13.     Schreiben  wir 

die  Punkte  auf  24  in  der  Ordnung 

4,    P,    P'. 


Durch  2  geht  eine  Erzeugende  der  Fläche,  nämlich  23  (der  Strahl  12 
ist  keine  Erzeugende);  durch  4  ebenfalls  eine  Erzeugende  41  (die 


Kap.  XXVI.     Die  räumliche  Abbildung  etc. 


597 


Gerade  43  ist  wieder  keine  Erzeugende).     Wir  haben  somit  auf 
13  die  folgende  correspondirende  Punktfolge 

3,    1,    Q,    Q'. 

Diesen  acht   Punkten  kommen  nun  die  beigefügten  Coordinaten- 
werthe  zu: 

3 

1 

Q 
Q':         Q,X\,     0,     Q,X'„    0 

Das   Doppelverhältniss    des    ersten    Quadrupels   ist   dasjenige   der 
Zahlen 


2: 

0, 

1. 

0, 

0 

4: 

0, 

0, 

0, 

1 

P: 

0, 

^,. 

0, 

X, 

P': 

0, 

?j^j) 

0, 

Qr^ 

0, 

0, 

1, 

0 

1, 

0, 

0, 

0 

X\, 

0, 

^;, 

0 

0,     oo, 


das  der  zweiten  Gruppe  dasjenige  von 


CX). 


0, 


X't        Qt  X't 


t       5 


und  die  beiden  Doppelverhältnisse  sind  wieder  einander  gleich  wegen 

Fig.  59. 


Zu    gleichem  Resultate   gelangt   man  mit  Fig.  59.     Wenn  14 

und  32  Erzeugende  der  Fläche  sind,  so  wird  der  Punkt  4  (nicht  2) 
dem  Punkte  1,  und  der  Punkt  2  (nicht  4)  dem  Punkte  3  ent- 
sprechen, wonach  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 

(IQQ'3)  =  (4  PP' 2) 

vollkommen  klar  wird. 

In  der  That,  es  ist  immer  gestattet,  PQ  als  eine  Erzeugende 
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der  Fläche  anzusehen.  Dann  muss  P'  Q'  ebenfalls  eine  Erzeugende 
sein,  da  die  Transformation  ja  die  Fläche  in  sich  selbst  über- 
führt.    Wir  haben  somit  vier  Erzeugende  der  einen  Art,  nämlich 

41,  PQj  P'Q\  23,  welche   zwei  Erzeugende  der  anderen  Art  13 

und  24  schneiden,  woraus  sich  dann  sofort  aus  bekannten  Sätzen 

die  Gleichung 

(1QQ'3)  =  (4PP'2) 

ergiebt.  Die  Strahlen  12,  34  sind  keine  Erzeugenden,  sondern  con- 
jugirte  Polaren  der  Absolutfläche. 

Wir  erkennen  auch  klar,  warum  die  Absolutfläche  als  Element^ 
einer  ganzen  Schaar  von  Flächen  erscheint.  Denn  ist  PQ  Erzeu- 
gende irgend  einer  dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Fläche,  dann 
wird,  da  P  und  Q  bezw.  in  P'  und  Q  übergeführt  werden,  und 
wegen  des  Bestehens  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse,  auch 
P'Q'  eine  Erzeugende  derselben  Fläche  sein,  d.  h»  mit  andern 
Worten  auch  diese  neue  Fläche  der  Schaar  wird  durch  die  Trans- 
formation in  sich  selbst  übei*gehen. 

§7- 
Wir  wollen  nun  den  Maassuntei^schied  des  transformirten 
Objects  gegen  das  ursprüngliche  berechnen.  Zu  dem  Ende  substi- 
tuiren  wir  an  die  Stelle  der  Coordinaten  asi  in  die  Gleichung  der 
Absolutfläche  die  Werthe  ^j4-/iy^,  wonach  sich  unter  Berücksich- 
tigung der  Relationen 

ergiebt 
oder 

-h  Aj  X^ + A X,  A^. 

Beachten  wir  nun,  dass 

QxQn  =  QzQk' 
und  setzen 

AXjX^  :X,  Xj  =  y, 

so  schreibt  sich  die  letzte  Gleichung  übersichtlicher  so 
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Ist  d  der  Maassunterschied,   so  können   wir  nun,   nach  früheren 
Formeln,  sofort  schreiben 

cos  j = — i £i±g.+yCg.+g«) 

Genügt  die  Transformation  noch  der  besonderen  Bedingung 


so  ist 


21/^ 


d.  h.  bei  einer  solchen  Transformation  oder  Bewegung  wird  jedes 
Object  um  denselben  Maassunterschied  aus  seiner  Anfangsposition 
entfernt.    Da  in  diesem  Falle 

so  muss  sein 

Q,  =  e,     und    Q^  =  Q, 
oder 

Die  biquadratische  Gleichung  für  q  wird  sich  also  jetzt  als  Product 
zweier  rein  quadratischen  darstellen. 

Setzen  wir  X^  =  0,  betrachten  also  Bewegungen  in  dem  Felde 
^j.     Dann  ist 

WO  unter  dem  Wurzelzeichen  q^q^  geschrieben  wurde,  da 

In  dem  Felde  J,  wird  also  jedes  Object  um  denselben  Maassunter- 
schied aus  der  •  Anfangsposition  entfernt.  Man  findet  denselben 
leicht,  denn  es  ist 


e 


600  Mechanik  im  Nicht-Euklidischen  Räume. 

also 


i8  =  log  l/^ 

^4 


oder 

Der  Maassunterschied,    um   welchen  jedes  Object   des  Feldes  X, 
bewegt  wird,  hat  den  gleichen  Werth. 

Diese  Sonderergebnisse  sind  vollkommen  in  Uebereinstimmung 
mit  dem  allgemeinen.  Der  Ort  aller  auf  X,  oder  X,  bewegten 
Elemente  ist  eben  eine  Fläche  der  Form 

X,X,-f-AX,X,  =  0, 

nämlich  für  den  speciellen  Werth  A  =  0.  ' 

Wenn  X,  =  0,   Xj  =  0,   so  wird  coscJ  unbestimmt,    wie  zu 

erwarten,  da  alle  so  bestimmten  Objecto  unendlich  ferne  sind. 
Ist  Xj  =  0,  Xj  =  0,  so  ist 

und  für  X,  =  0,  X^  ist 

*  =  -27-0og^,— löge,). 

Das  Verhältniss  dieser  beiden  Werthe,  also  die  Grösse 

logg,— logg4 
logp,— löge, 

bezeichnet  HeiT  Ball  als  den  Parameter  der  Transformation  oder 
der  Bewegung. 

§8. 

Wir  wenden  uns  zu  einer  speciellen  Transformation,  durch 
die  eine  quadratische  Function  in  sich  selber  übergeführt  wird, 
nämlich  zu  der  orthogonalen,  welche  durch  die  zusammengehörigen 
Gleichungssysteme  characterisirt  wird: 

y,  =  (ll)^,-h(12>,+(13)x.+(14)^,, 

y,  =  (21):r,+(22)^,-H(23);r.+(24)^«, 

y,  =  (3l)^.-|-C32)^,-H(33);r,-H(34)^., 

y,  =  (41>,4-(42)*,+(43)x,+(44)4;,; 
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X.  =  (ll)y.+(21)y,-f-(31)^,-h(41)y, 
*,  =  (12)y,-l-(22)y,-f-(32)y,+(42)y. 
^.  =  (13)y,4-(23)y,+(33)y.+(43)y, 
*,  =  (14)y,+(24)y,+(34)y,+(44)y.. 

Aus  dem   ersten  System  folgt  die  Gleichung  {g)  für  q  in  der  uns 
schon  bekannten  Form 

(11)- e,       (12),          (13),  (14) 

(21),  (22)-e,        (23),  (24) 

(31),          (32),  (33)-e,  (34) 

(41),          (42),          (43),  (44) -? 

aus  dem  zweiten  ergiebt  sich  für  q  die  Gleichung 


=  0, 


(11)   \, 

(21), 

(31), 

(41) 

(12), 

(22)       \, 

(32), 

(42) 

(13), 

(23), 

(33)       \, 

(43) 

(14), 

(24), 

'  (34), 

(44)       \ 

=  0. 


Vertauschen    wir    hier   Reihen    und   Colonnen   der    Determinante 
links,  so  kommt 


(11)- 


(12), 


(21),         (22)- 


(13), 
(23), 


(31), 
(41), 


(32),  (33)- 


(14) 
(24) 
(34) 


(42), 


(43), 


(44)-  - 

Q 


=  0. 


Aus  der  Vergleichung  dieser  Form  mit  der  ursprünglichen  Glei- 
chung (g)  ergiebt  sich,  dass  für  die  orthogonale  Trausformation  die 

Gleichung  für  q  ungeändert  bleiben  muss,  wenn  —  an  Stelle  von 

Q  tritt.    Sie  muss  daher  hier  eine  reciproke  Gleichung  sein,  die  also 
die  Form  haben  wird 
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^*-4-4^ß'-h6ße*+4^^4-l  =0. 
Ihre  Wurzeln  stellen  sich  so  dar 

Die    orthogonale    Transformation    erfüllt    also    die    fundamentale 
Bedingung 

In  der  That  geht  durch  diese  Transformation  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  in  sich  selbst  über,  denn  es  ist  bekanntlich 

§9. 
Nicht  nur  die  letztere  Gleichung,   sondern  auch  die  bilineare 

geht  durch  die  oii;hogonale  Transformation  in  sich  über;  oder,  mit 
anderen  Worten,  die  Fläche 

^■[(ll>.+C12X+(13)^,-hC14);rJ 

4-;i;,[(21)a;.+(22)a;,4-(23).r.+(24)4;J 

-t-^,  [(31)*,H-(32).r.  -+-(33)«,  -+-(34)«J 

+a;,[(41)«,-i-(42)«,+(43X+C44)xJ  =  0 

geht  durch    die   orthogonale  Transformation   in   sich   selbst  über. 
Die  letzte  Gleichung  wollen  wir  so  schreiben 

(1 1)«J  +(22)«J  -f-(33)«J  +(U)xl 

-h  [(12)+(21)]*,  «,-H[(13)-+-(31)]«,  X,  +  [(14)-»-(41)]«,  ai, 

+[(23)-l-(32)]a:,«.  +  [(24)-h(42)]«,«,-f-[(34)+(43)]«.ar,  =  0, 

und  ihre  linke  Seite  durch  ü  bezeichnen.     Wird  dann  noch 

gesetzt,  so  ist 

(A)     U—hü  =  0 

die  Gleichung  einer  Flächenschaar,  welche  durch  orthogonale  Trans- 
formation in  sich  selbst  übergeht. 

Suchen  wir  jetzt  wieder  den  Maassunterschied,  um  welchen 
ein  ;Object  durch  die  orthogonale  Transformation  aus  seiner  An- 
fangsposition entfernt  wird,  so  haben  wir  an  Stelle  der  Coordinaten 
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die  Grössen  'r.-\-ly^  in  Q  =  0  einzusetzen,  wodurch  sich  ergiebt 

Der  Maassunterschied  d  ergiebt  sich  hieraus  durch  die  Formel 

ü 


cosJ  = 


Q 


Der  Ort  aller  Objecto,  die  um  gleiche  Maassunterschiede  d  aus  ihren 

Anfangslagen  entfernt  werden,   wird  also  im  Bildraume  durch  die 

Fläche 

U—nco3d  =  0 

abgebildet. 

§10. 

Die  Flächen  U  und  Si  haben  nun  wieder  vier  Erzeugende  ge- 
meinsam, wie  sich  leicht  so  einsehen  lässt.  Die  Wurzeln  der 
Gleichung  für  q  seien 

,       1  ..       1 


Q 


.1  1 


II 


Fig.  60. 


Sie  entsprechen  den  vier  Ecken  eines 
Tetraeders,  Fig.  60.  Man  erkennt  so- 
fort,   dass   die  Strahlen,    welche  die 

Punkte  —7-,  und  q\  beziehungsweise 
die  Punkte  —77-,   g"  verbinden,   hier 

Q 

jene  beiden  conjugirten  Polaren  sind,      _' 
die  wir  oben  fanden. 

Sind  nun  a,,  a^,  a,,  a^   und  j9,,  j9j,  j?„  ß^   die  Coordinaten 
der  Ecken  q'  und  q'\  so  wird,  wenn  wir  a-|-Aj?.  an  Stelle   der 

Coordinaten  in  Si  substituiren,  dieses  übergehen  in 

Nun  ist 

y,  =(ll>,+(12>,H-C13)^,-h(14);r, 

und   analoge  Ausdrücke  folgen   für  die  anderen  y.     Erinnert  man 
sich  nun,  dass 

U  •■=  a^y,+a!,y,+a;,y,-haj,y,, 
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SO  folgt 

und  da  a  und  ß  auf  Si  liegen,  so  folgt  endlich 


Da  nun  aber  die  Gerade  aß  eine  Erzeugende  von  Si  ist,  so  muss 
der  letzte  Factor  verschwinden,   wodurch  der  Beweis  erbracht  ist, 

dass  aß  auch  eine  Erzeugende  von  U  ist. 

Ganz  ebenso  ist  der  Beweis  zu  führen,  dass  auch  die  drei  an- 
deren hier  in  Betracht  kommenden  Erzeugenden  beiden  Flächen 
gemeinsam  sind. 

§11- 

Sind  (^,,^2,  ^8' ^4)  ^^^  C'^ij^sj'^i?'^!)  ^^w®i  Objecte,  so  wird 
sich  zur  Bestimmung  des  Maassunterschiedes  derselben  mit  Hülfe 
des  oft  benutzten  Verfahrens  die  Gleichung  ergeben 

Tritt  nun  eine  Bewegung  ein,  nach  Verlauf  welcher  die  Objecte 
die  Coordinaten  y,,  2/3,  y,,  y^  und  i/\,  y\,  y\,  y\  haben,  so  wird 
der  Maassunterschied 

.     ^.^^  _  y^y\+y2y\+y^y\^yAy\ 

COSr .  zizi: — ■ • 

Die  Nenner  der  Ausdrücke  für  cosJ  und  cosr  sind  nun  offenbar 
einander  gleich.  Beachtet  man  aber  noch  die  Transformations- 
gleichungen, durch  welche  die  x  mit  den  y  verbunden  sind,  so 
überzeugt  man  sich  auch  durch  eine  einfache  Rechnung  von  der 
Gleichheit  der  Zähler.  Damit  ist  dann  wieder  analytisch  der  Nach- 
weis erbracht,  dass  die  orthogonale  Transformation  die  Maassunter- 
schiedo  nicht  ändert,  was  übrigens  auch  mit  Hülfe  der  Theorie  der 
Emananten   leicht  gezeigt  werden   kann.     Denn  man  sieht  leicht 

ein,  dass 

,    dU 

COSÖ  =  —  —-    , 

]/ü{x).U{x')  ■ 
wo  die  Bezeichnungen  U(x\  U(x')  verständlich  sein  werden. 
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§12. 

Ist    die  Transformation   oder   Bewegung  insbesondere   so   be- 
schaffen, dass 

(1 1)  =  (22)  =  (33)  =  (44) 
und  allgemein 

(ik)-i-(k{)  =  0, 

so  ist  der  Maassunterschied  zu  bestimmen  aus  der  Gleichung 

cosS  =  const., 

da  jetzt  U  und  Si  offenbar  nur  um  einen  constanten  Factor  ver- 
schieden sein  werden,  und  allgemein 

coscf  =  -^  • 

mm 

Bei  dieser  Bewegung  werden  also  alle  Objecto  um  den  gleichen 
Betrag  von  der  Anfangslage  aus  fortgeführt.  Wir  wollen  eine  solche 
Bewegung  nach  dem  Vorgange  Cliffords  und  im  Anschluss  an  die 
englischen  Mathematiker  als  Vectorbewegung  oder  kurz  als 
Vector  bezeichnen. 

§13. 

Im  Falle  des  Vectors  werden,  da 

(11)  =  (22)  =  (33)  =  (44) 

(ik)-h(ki)  =  0 

die  Bedingungägleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der  ortho- 
gonalen Transformation  folgende  Form  annehmen: 

+  (ll)(12)-(12)(ll)-h(13)(23)-f-(14)(24)  =  0 

+(11)(13)-(12)(23)-(13)(11)H-(14)(34)  =  0 

+(11)(14)-(12)(24)-(13)(34)-(14)(11)  ==  0 

-+-(12)(13)+(11)(23)— (23)(ll)-|-(24)(34)  =  0 

-H(12)(14)+(ll)(24)— (23)(34)-(24)(ll)  =  0 

+(13)(14)-H(23)(24)4-(11)(34)-(11)(34)  =  0 

(11)'H-(12)'+(13)'+(14)»  =  1 
(12)'-f-(ll)'+(23)'4-(24)»  =  1 
(13)'-l-(23)'-+-(ll)'-|-(34)'  =  1 
(14)'+(24)'+(34)»+(ll)'  =  1. 


(VII) 
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Wir  setzen  nun 

(11)  =  o,    (12)  =  /S,    (13)  =  y,    (14)  =  <J, 
womit  die  geschriebenen  Gleichungen  so  lauten 

(I)    +y(23)-i-a(24)  =  0 
(II)    _(J(23)-i-<J(34)  =  0 

(III)  -jS(24)-y(34)  =  0 

(IV)  -h|Sy+(24)(34)  =  0 

(V)  +|9,J_  (23)(34)  =  0 

(VI)  -t-yJ-+-(23)(24)  =  0 

a'+^'-Hy*-h<y'  =  1 
|S'+a'+(23)'+(24)'  =  1 
y'-i-(23)'H-a'-|-(34)'=l 
(r'-h(24)'+(34)»-l-a'  =  l. 

Durch  Multiplication  von  IV  und  V  folgt 

ß^yi  =  -(23)(24)(34)' 

und  hieraus  durch  Division  mit  VI 

ß^  =  (34)' 

ß  =  ±(34). 

Ist  nun 

ß  =  -h(34), 

80  nennen   wir  den  Vector   einen  Vector   erster  Art.     Es   ist 

dann  noch 

d  =  -h(23) 

y  =  -(24) 

und  die  Gleichungen  (VII)  sind  jetzt  alle 

o'4-/3'+y»+<J'  =  1. 

Die  orthogonale  Substitution  für  den  Vector  erster  Art  hat  also 

das  Schema 

+a,    -\-ß,    -4-y,    -\-S 

—ß,    -ha,    H-rf,    —7 

-Y,    -S,    4-a,    +ß 

-<J,   +y,    —ß^   +a 
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mit  der  Bedingungsgleichung  v 

a"+/S'+y'+*'  =  1. 
Die  Bewegung  wird  als  Yector  zweiter  Art  definirt,  wenn 

ß  =  -(34). 
Dann  ist 

d  =  —(23) 

Y  =  +(24) 

und  das  Schema  der  zugehörigen  orthogonalen  Substitution  ist 

H-a,    +/S,     H-y,    +* 

—ß,    +a,    — J,     -hy 

— y,    +<r,     +a,    — i? 

— <f,    — y,     +/J,    -4-a 


mit  der  Bedingung 


a'+/S'+y'-f- J*  =  1. 


§14. 

Es  möge  nun  ein  Object  aus  der  Position  ^^  ^g,  ^,,  a;^  in 
diejenige  y,,  y,,  y,,  y^  durch  einen  Vector  erster  Art  übergeführt 
werden.    Dann  ist  also 

y,  =  +a^,-f-/S^,4-y^3-f-<J^4 

y,  =  — /J^j+aarj-h^Ä,— y^^ 

y,  =  — ya?j— (Ja?j4-a«,4-iJ«4 
y*  =  — <fa?i-t-ya?,— /9d?,+a«4. 
Ist  T  der  Maassunterschied  zwischen  a  und  y,  so  ist 

cosT  =  ^.yi-l-ÄTjy^-f-^.y.H-^^y,  =  a. 

„Der  erste  oder  Leitcoefficient  eines  Vectors  ist  gleich 
dem  Cosinus  des  Maassunterdchieds,  um  welchen  der 
Vector  ein  Object  aus  der  Anfangslage  entfernt." 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  den  Vector  zweiter 
Art,  weshalb  wir  es  sofort  allgemein  ausgesprochen  haben.  Man 
findet  noch 


wegen 


a'-f-jS'-f-y'-f-J'  =  1. 


608 


Mechanik  im  Nicht-Euklidischen  Räume. 


§15. 

Alle  Vectoren,  welchen  dieselben  Werthe  von  /?,  y,  ä  zuge- 
hören, nennen  wir  parallele  Vectoren*).  Für  Parallelvectoren 
^ilt  nun  folgender  Satz,  den  man  Clifford  verdankt: 

Jedes  System  paralleler  Vectoren  erster  Art  schneidet 
zwei  Erzeugende  des  einen  Systems  des  Absolutgebildes, 
und  jedesSystem  paralleler  Vectoren  zweiter  Art  schneidet 
zwei  Erzeugende  des  anderen  Systems  dieses  Gebildes. 

Eine  Erzeugende  des  AbsolutgebildevS,  welche  durch  zwei  Reihen 
bei  einer  Vectorbewegung  erster  Art  getroffen  wird,  ist  bestimmt 
durch  die  beiden  Bildpunkte 


+«',  -ß. 

-y,     -d 

■+-ß,   +«', 

-i,    +Y, 

und  durch  die  Bildpunkte 

a 


■ßoi       —Yo^      —^0 


'0» 

+ßo,       +«0,      +(Jo,      — Xo^ 

wenn  die  Vectorbewegung  von  der  zweiten  Art  ist.  Zum  Beweit.j 
des  ClifTord'schen  Satzes  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dass  diese 
vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen,  denn  alsdann  schneiden  sich 
die  beiden  Erzeugenden,  gehören  also  verschiedenen  Systemen  an. 
Die  Bedingung,  dass  die  vier  Punkte  coplanar  sind,  ist 


e  = 


ff', 

ß> 

«0  5 


-ß, 


a' 


—ßo^ 


a 


a 


—Y, 

--yoi 


— rf 


—  Yo 


=  0. 


Quadriren  wir  diese  Determinante,  so  kommt 


*)  Diese  Coefiicienten  ß,  Y;  ^  können  wir  als  die  Richtungscoefficienten 
des  Yectors  bezeichnen.  Es  giebt  immer  eine  Schaar  von  Reihen,  welche 
durch  den  Vector  in  sich  selbst  verschoben  werden.  Diese  Reihen  haben 
gleiche  Richtung  mit  dem  Vector,  und  sind  einander  in  obigem  Sinn 
parallel.  Der  Vector  kann  also  zunächst  unter  dem  Bilde  einer  Reibe,  also 
im  Bildraume  unter  demjenigen  einer  Geraden  vorgestellt  werden.  Durch 
diese  Vorstellung  wird  dann  der  verbale  Ausdruck  des  Satzes  im  Texte  er- 
leichtert. 
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0,  0,       [a'«;],    [a'/9,] 

0,  0,       [ßa',1      [ßß,] 

[««'.],     {ß<l        0,  0 

woraus  ersichtlich,    dass  die    ursprüngliche  Determinante   einfach 
gleich 

[«'«;],  [ß<'] 

US.«'],    D?^.] 

ist.    Dieselbe  giebt,  entwickelt, 

(a'a',+ßß,-\-Yro-^K)(ßßo-^a'<—^^-Yn) 
(a'ß.-ßa',  -yS,  -{.SY,)(ßa',—a' ß.-tSy,  -yS,) 

±=(fi'<+ßß,y-(yy,+8d,y+(a!ß,-a\ßy-(ir,-yd,r 
=  a'*a'*  +ß*ß\  +a"ß\  ^a'^ß'-yY,  -<I'<JJ  _,J'yJ  _y'<j; 
=  a'Xa':-^ßl)+ß\a':  +ßl)-Y\yl  +Sl)-d\yl+il) 
=  (a'*-hß*X<+ß\)-(Y'+i*XYl-i-ä\). 

Aber  wegen 
''  a"-4-i9*+y'-h<J' =  0, 

reducirt  sich  der  letzte  Ausdruck  so^ 

(a''-i-ß*Xa'*+ßl-hyl+il) 

und  dies  ist  Null,  da  der  Punkt  (aj,,  — /J^,  — y^,  — rfj  auf  der 
Absolutfläche  liegt*). 


*)  Bildet  man  die  Determinante  6  in  der  Annahme,  dass  beide  Vectoren 
gleichartig  sind,  also 

«',     -ß,  -T»      -^ 

ß,        «',  -^       T 


e  = 


ßoi 


^0» 


—  ^)>       To 


so  findet  man  zunächst  auch 

e  = 


[«Vo],  rß«'o] 

[ßo«'],      [ßßo] 


was  sich  aber  jetzt  wegen 

[aV.]  =  [ßß,].    [ßoo'J  = -[ß«',] 
reducirt  auf 

[«'ai]'4-[ß«'.]', 
also  nicht  verschwindet. 

Ball,   Mechanik. 
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§16. 

Der  Maassunterechied ,    der   zu  einer  Vectorbewegung  gehört, 
ist  also  durch  den  Leitcoefißcienten  mit  Hülfe  der  Gleichung 

cosr  =  a 

bestimmt.  Wirkönnen,  wieschon  angedeutet,  sagen,  dass  die  drei  anderen 
Coefficienten  jS,  y,  d  die  Richtung  des  Vectors  bestimmen,  wenn  wir 
diesen  Begriff  der  Euklidischen  Geometrie  hierher  tibertragen  wollen. 
Wir  wollen  nun  noch  die  wichtige  Zusammensetzung  der 
Vectoren  erörtern.  Es  möge  also  ein  Object  a  durch  einen  Vector 
nach  der  Position  y  und  von  da  durch  einen  zweiten  Vector  nach 
z  übergeführt  werden.  Wir  setzen  zunächst  beide  Vectoren  als 
gleichartig  voraus.     Der  erste  sei  gegeben  durch 

Vi  =  —dx^+yx^—ßx^-^ax^ 
und  der  zweiten  durch 

Substituiren  wir  hier  für  die  y.  ihre  Werthe  in  Function  der  x.^  so 
ergiebt  sich  folgende  Darstellung  der  zr, 

-f-(a8'-f-ß7'-7P'+8a')*4 

H  =  (-«T  +  ß^'-T«  ~  ¥)^i+(-«^'-ßT'+Tß'-S«>»+(«a'-ßß'--TT'---S8')^s 

-hCaß'H-ßa'-^TS'-SYOx* 

*4  =  (-a5'-ßT'^-Tß'-^O^i+(aT'-ßS'-^ra'-»-«ß>s+(-«ß'--ß«'-T«'-*-^T0'3 

-h(aa'-ßß'-n'-58>4. 

Zu  dieser  Position  gelangt  also  das  Object,  wenn  auf  den  Vector 
a,  /5,  y,  J  der  Vector  a\  ß\  y\  ä'  folgt.  Für  die  umgekehrte 
Reihenfolge  beider  Vectoren  erhalten  wir 
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z,  =  (     ««'-  pp'-  yy'-  «')xi+(aß'+ßa'- Y8'+8Y>j-h(aT'-|-ße'H-T«'~-  8ß>, 

:t,  =  (__aß'_ßa'-Hy8'-.8y')j.j+(aa'-ßß'-YY'_  W>,-|-(a5'-ßT'+Tß'^-8a'):r3 

-h(-ar'-ß8'-xa'-H8ß')a:4 
^  =  (-  «y'-  5ß'-ya'-|-8ß>i-h(-a8'+ßT'- Yß'-8a>j,-t-(aa'-ßß'-n'-88')x8 

+(aß'+ßa'-T5'+8T>4 
Z4  =  (_a8'4-ßT'-  Tß -5«>iH-(ar'-f-ß8'-f-Ya'-8ß')raH-(-aß'-ßa'+T8'-ÖT')^8 

-|-(aa'-ßß'-YY'-W>4. 

Hier  haben  wir  nun  zunächst  das  sehr  wichtige  Ergebniss, 
dass  bei  der  Zusammensetzung  zweier  oder  mehrerer 
gleichartiger  Vectoren  die  Reihenfolge,  in  der  man  die 
Vectoren  anwendet,  nicht  gleichgültig  ist. 

Denn  wir  sehen,  dass,  wenn  wir  auf  das  Object  x  erst  den 
Vector  a  und  dann  den  Vector  a'  anwenden,  die  erreichte  Position 
verschieden  ist  von  derjenigen,  die  erlangt  wird,  wenn  erst  der 
Vector  a!  und  dann  der  Vector  a  angewandt  wird. 

Immer  aber  setzen  sich  zwei  gleichartige  Vectoren 
zusammen  zu  einem  einzigen,  der  mit  ihnen  gleichartig  ist. 

Wir  wenden  uns  zur  Zusammensetzug  zweier  ungleichartiger 
Vectoren,  und  betrachten  zunächst  den  Fall,  dass  dem  Vector  a, 
ß^  y,  d  der  Vector  a\  ß\  /,  S'  folgt.    Dann  ergiebt  sich 

zi  =  (     aa'-ßß'-YY'-85>i4-(aß'+ßa'H-Y8'-8Y>84-(aT-ßS'H-T«'-H-5ß>s 

H-(a8'-hßY'-Yß'+8a0r4 
h  =  (-aß'-ßa-+-T^'-8r')a:,-h(aa'~ßß'-4-TY'-W>,-|-(-o8'~ßY'-Yß'H-8a>3 

+(ay'_ß8'-ya'-8ß')^4 
^  =  (-ay'-  ß5'-ya'+8ß>i-h(a8'-ßy'-7ß'-8a'):r,4-(aa'4-ßß'~T7'-W')*3 

-HC-  otß'-hßa'-  yV--  8y')  x^ 

z,  =  (-  a8'-hßy'-yß'-8a>i-h(-ar'-p5'-+-7«'-5ß>s+(«ß'-ß«'-7^'-5T>t 

-h(aa'-hßß'-i-yy'-58>4. 

Geht  der  Vector  a',  ß\  y\  rf'  dem  Vector  a,  ß^  y,  S  voran,  so  ge- 
stalten sich  die  Formeln  so 

zi  =  (     aa'-  ßß'-  yy'-  S8>i-+-(aß'-4-ßa'+y8'-  8y')x,-+.(ay'-  ßS'H-ya'-i-ÄßVa 

+(a8'-4-ßT'-Tß'H-8a>4 

z,  =  (-aß'_ßa'-hyö'_8y')a:i-h(aa'-ßß'-hTT'-W>a+C-a8'-ßy'-yß'-f-«a')x, 

-h((iY'-ß8'-yct'-8ß')r4 

za  =  (-ay'-ß5'-ya'+5ß')x,-f-(a8'-ßy'-yß'-8aOx34-(aa'H-ßß'-xyy'-WV, 

-|-(-aß'H-ßa'-y8'-8y'):r4 

«4  =  (-aV-i-ßy'-yß'-8a')x,-h(~ay'-ß8'+ya'-8ß>a+(oß'~ßa'-.y8'-8y')r, 

(«a'+ßß'-hyy'-  U')x^. 
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Wir  haben  also  das  interessante  Ergebniss,  dass  bei 
Zusammensetzung  zweier  ungleichartiger  Vectoren  das 
Resultat  der  Zusammensetzung  unabhängig  ist  von  der 
Reihenfolge  der  Vectoren.  Das  Resultat  ist  aber  nicht 
wieder  ein  Vector. 

§17. 
Das   eben   gefundene    Gesetz    der   Vertauschbarkeit  ungleich- 
artiger Vectoren  bei  der  Composition  kann  auch  geometrisch  er- 
wiesen werden. 


Fig.  61. 


Seien,  Fig.  61,  AB,  A'B' 
ein  Paar  Vectoren  erster  Art, 
und  CD,  CD'  ein  Paar  Vec- 
toren zweiter  Art.  Der  Vector 
erster  Art  möge  P  nach  Q, 
und  dann  der  Vector  zweiter 
Art  Q  nach  P'  bringen.  Wir 
werden  nun  zu  zeigen  haben, 
dass  ebenfalls  P'  erreicht  wor- 
den wäre,  wenn  P  zuerst  nach 
R  gelangte,  sodass  PR=  QP\ 
und  dann  fi,  durch  den  Vector 
RB'B,  durch  einen  Maass- 
unterschied,   dem   die  Distanz 

PQ  entspricht  weitergeführt  worden  wäre. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  die  Transversale  PRCC  durch 

P,  und  nehmen  R  so,  dass 

(PRCa)  =  (QP'DD'). 
Dann  werden 

PQ,  RP\    CD,    CD' 

auf  einem  Hyperboloid  liegen.     Daher   muss   RP'  die  AL    und 
A'M  schneiden  und  somit  auch  sein 

(PQAA')  =  (RP'BB'), 

woraus  endlich  folgt 

PQ  =  RP' 

PR  =  QP'. 
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§18. 

Wenn  auf  einen  Vector  erster  Art  (a,  /?,  y,  3)  ein  solcher 
zweiter  Art  (a\  ß',  y\  ä')  folgt,  so  stellt  diese  Verbindung  eine 
Bewegung  vom  allgemeinsten  Typus  dar,  die  die  englischen  Mathe- 
matiker als  Motor  bezeichnen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  der  Motor  in  eindeutiger  Weise 
bestimmt  worden  als  eine  lineare  Transformation,  bei  der  die 
Maassunterschiede  sich  nicht  ändern. 

In  der  That,  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  erhalten  wir 

(11)  =  aa'—ßßf—yy'—iS' 
(21)  =  —aß'—ßa'-hyd'—ÖY' 
(31)  =  —ay'—ßä'—Ya'-hdß' 

(41)  =  —ad'-hßr'—rß'—ia'- 
Multipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  a,  — ß', 
— y',  — rf*  und  addiren,  so  kommt 

(ll)a'-(21)/?'-(31))''— (41)<J'  =  a 

mit  Rücksicht  auf 

a"-i-ß"-hY"+S"  =  1. 

In  analoger  Weise  erhält  man.  das  ganze  Gleichungssystem 

(ll)a'— (21)|S'— (31)y'— (41)J'  =  a 

-(21)a'-(ll)^'+(41)y'-(31)<J'  =  ß 

-(31)o'-(41)^'-(ll)y'-+-(21)<r  =  r 

— (41)a'-|-(31)^'— (21)/— (ll)«r  =  S 

(22)a'-|-(12)/S'— (42)y'+(32)rf'  =  a 

(12)a'— (22)/S'— (32)/— (42)<J'  =  ß 

(42)«'- (32)/9'-|-(22)/+(12)<r  =  y 

-(32)o'— (42)|9'— (12)/+(22)<I'  =  S 

(33)a'-H(43)/J'  +  (13)/— (23)<f  =  o 

(43)a'-)-(33)/S'— (23)/^(13)<r  =  ß 

— (13)o'— (23)/J'— (33)/— (43)«J'  =  y 

(23)a'+(13)^'-(43)/4-(33)^  =  3 

(44)a'— (34)/J'-|-(24)/-|-(14)<J'  =  a 

(34)o'-i-(44)|S'-i-(14)/-(24)<J'  =  ß 

— (24)a'— (14)/S'+(44)/— (34)<r  =  y 

(14)o'— (24)^'-(34)/— (44)(J'  =  d 
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wodurch   a,  /9,  y,  d  und    a',  ß\  y',  rf'    immer    bestimmt   werden 
können. 

Es  möge  noch  angemerkt  sein,  dass  der  Vector  als  Function 
des  Maassunterschiedes  t  und  der  Richtungscosinus  a,  ß,  y  sich 
so  darstellt 


cosr, 

ffsinr, 

j^sinr, 

ysinr 

— asiuT, 

cosr, 

ysinr, 

—  j9sinr 

— ßsinr, 

—  ysinr, 

cosr, 

asinr 

—  ysinr, 

jJsinr, 

— asinr, 

cosr 

mit 


c'-hiS»4-y'  =  1. 


§19. 

Die  Abweichung  zweier  V^ectoren  lässt  sich  nun  auch  noch 
leicht  bestimmen.  Das  Object  (1,0,0,0)  möge  durch  den  ersten 
Vector  bewegt  werden.     Es  gelangt  nach 

cosr,     — asinr,     — j^sinr,     — ysinr. 

Wäre   es  durch  den  zweiten  Vector  aus  der  Anfangslage  entfernt 
worden,  so  würde  es  die  Stellung 

cosr',     — a'sinr',     — jJ'sinr',     — y'sinr' 

erreicht  haben.    Ist  nun  (p   der  Maassunterschied  zwischen  diesen 
beiden  Lagen,  so  hat  man 

cosy  =  cosrcosr'4-sinrsinr'(aa'-h/9/S'+yy'). 

Ist   aber  co   die  Abweichung   der   beiden  Vectoren,   so    hat   man 
offenbar 

cosy  =  cosrcosr'  +  sinrsinr'cosco, 
wonach  also 

cosco  =  aa'-hjJjS'H-yy'. 

Es  war  nicht  nöthig,  dass  das  anfänglich  gegebene  Object  als 
(1,0,0,0)  specialisirt  wurde.  Nehmen  wir  an,  seine  Coordinaten 
seien  a^,  a^,  ^„  x^.     Dann  ist 
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cosy  = 
(cosr.«j-+-asinT.a?,-|-jJsinr,«,+ysmr.«^) 

(co8T'.^,-ha'8iii^.^j-hi?'sinz^.Ä7,+/8inT'.a?J 
+( — asinr.ÄTjH-cosr.Ärj-i-ysinr.a?, — ßsinr.a^) 

+( — j^sinr..», — ysinr.^jH-cosT.a?j+asiar.Ä^) 

( — |S'sinT^..T, — y'sinr'.Äj+cosr'.rfjj+a'sinT'.a?^) 
-h( — ysinr..r,+i?smr.^, — asim  .a^+coav,  a^) 

( — /sinT'.d?,-Hi5'sinr'..rj  —  a'sinT'..r,+cosT'.4rJ 

=  cosTCOsr'+sinrsinT^coso), 

woraus  wieder  für  cosco  die  obige  Formel  folgt. 

Hiermit  möge  dieser  Abriss  einer  Theorie  der  Bewegung  in 
einer  allgemeinen  Mannigfaltigkeit  dritten  Grades  abgeschlossen 
sein,  indem  wir  für  weitere  Untersuchungen  auf  die  angegebenen 
Schriften  verweisen. 
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Verbesserungen. 

Seite    4  Zeile  20  von  oben  ist  „wahren*^  statt  „mittleren"  und  , mittlere"  statt 

«wahre*   zu  setzen,    wie  auch  aus  dem   Vordersatze   schon 
ersichtlich  ist. 

-  11      -       7  von  oben  lies  »Entwicklungs-*  statt  „Entwick-". 

-  41      •       9  von  oben  ist  nach  ^einem*  einzuschalten:  , geometrisch  oder 

kinematisch  individuell  characterisirten". 

-  41      -     14  von  oben  ist  nach  „Coordinaten*  einzuschalten:  «wenn  das 

System  also  ein  freies  ist". 
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